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L'ÉCOLE  POLYTECHNIOUE. 


Miitloinuisellti  Anna  Sturm,  propriétaire  des  OËuvres  poslhumes  de  sun 
frère,  el  M.  Mallot-Bachelier,  éditeur,  se  réservent  le  droit  de  traduire 
ou  de  faire  traduire  cet  Ouvrage  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en 
vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons  ou 
toutes  traductions  faites  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépM  légal  do  cet  Ouvrage  (tome  l^*^)  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours 
du  mois  d'Avril  18G1,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités 
sont  remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des 
conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci 
dessous,  la  griffe  de  l'Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  né- 
cessaires seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabri- 
cants et  les  déltitants  de  ces  exemplaires. 


/^oM/Jai^^^^ 


PARIS.  —    IMPRIMEBJE   DE    MALI.ET-BACHELIER, 

rue  de  Seine-Saint-Germain,  10   près  l'Institut 


Vl 


COURS 


DE 


MÉCANIQUE 


DE 


L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE, 

r 

Par  m.  STURM, 

Membre  de  Tlnstitut, 
PUBLIÉ  D'APRÈS  LE  VOEU  DE  L'AUTEUR 
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Répétiteur  h  TÉcolc  Polytechnique. 
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AVERTISSEMENT. 


Le  Cours  de  Mécanique  que  nous  publions  au- 
jourd'hui est  la  reproduction  des  Leçons  faites  par 
M.  Sturiii  à  l'École  Polytechnique  et  à  la  Sorbonnc* 
Il  est  composé  d'après  les  feuilles  autographiées  de 
l'École,  améliorées  à  l'aide  des  notes  et  des  cahiers 
de  M.  Sturm.  L'ordre  suivi  dans  l'exposition,  des 
matières  est  celui  de  l'ancien  programme.  Peu  de 
temps  avant  sa  mort,  M.  Sturm  s'est  expliqué  forl 
nettement  sur  les  raisons  qui  le  portaient  à  séparei 
la  théorie  de  l'équilibre  de  celle  du  mouvement. 
«  Jusqu'à  nos  jours,  disait-il,  on  a  divisé  la  Méca- 
nique en  deux  parties  distinctes,  la  Statique  <^t  la 
Dynamique.  I^a  première  emprunte  à  Texpérience 
la  notion  du  point  matériel  et  celle  de  la  force,  et 
avec  ces  deux  seuls  principes,  elle  s'achève  comme 

une  science  purertient  géométricjye.. 

■'."'"    »  •  •  •  • 

»  La  Dynamique  5e  distingué  51e  la  Statique  par 
l'introduction  de  plusieurs. notjgi^s  nouvelles,  tout 
à  fait  étrangères  à  la  Statrqut^elles  que  le  mouve- 
ment, la  masse,  le  temps.  Dans  Tordre  naturel,  où 

Stuem.  Mécanique,  T.  1. 


VI  AVERTISSEMENT. 

Ton  passe  du  simple  au  composé,  on  doit  donc 
commencer  par  la  Statique.  Mais  nous  avons  changé 
tout  cela,  ou  plutôt,  on  a  changé  tout  cela. 

»  Les  conditions  d'équilibre  sont  indépendantes 
des  idées  de  temps  et  de  mouvement. 

))  Il  ne  faut  pas  dire  que  le  théorème  des  vitesses 
virtuelles  est  le  principe  de  la  Statique  :  il  n'en  est 
que  le  résumé.  I^  véritable  principe  est  le  théorème 
de  la  composition  des  forces.  » 

E.  Prou H ET. 
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PREMIÈRE  LEÇON. 

DES   FORGES   APPLIQUÉES    A    UN    MÊME    POINT. 
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axes  rectangulaires. 

__-  ^ 

DÉFIWITIOnrS.  FORCE.  ÉQUILIBRE. 

1 .  On  appelle  corps  ou  matière  tout  ce  qui  affecte  nos 
sens  d'une  manière  quelconque. 

Les  corps  son  t  composés  de  points  matériels  ou  d^ atomes 
de  dimensions  insensibles. 

Un  corps  peut  être  en  repos  ou  en  mouv^ement.  Nous 
ne  pouvons  observer  que  des  mouvements  relatifs  :  tou- 
tefois on  conçoit  le  repos  et  le  mouvement  absolus. 

!2.  On  appelle  force  toute  cause  qui  met  un  corps  en 
mouvement  ou  qui  tend  à  le  mouvoir. 

3.  Quand  un  point  6u  un  système  de  points  liés  entre 
eux,  sollicité  par  un  système  de  forces,  se  trouve  dans  le 
I.  I 
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mcnie  état  de  repos  ou  de  mouvement  que  si  ces  forces 
n'existaient  pas,  on  dit  que  ce  point  ou  le  système  de  ces 
points  est  en  équilibre.  On  voit  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
pour  cela  que  le  système  soit  en  repos  :  toutefois  c'est  à 
ce  dernier  cas  que  cette  définition  s'attache  le  plus  ordi- 
nairement. 

COMPARAISON    DES    FORCES. 

4.  Trois  choses  sont  à  considérer  dans  une  force  :  son 
point  d'application,  sa  direction  et  son  intensité, 

5..  On  dit  que  deux  forces  sont  égales  quand,  appli- 
quées à  un  même  point,  suivant  la  même  direction  et  en 
sens  contraires,  elles  se  font  équilibre. 

Si  une  force  P'  peut  remplacer  deux,  trois,  quatre,  etc., 
forces  égales  à  P,  appliquées  à  un  même  point  et  dans  le 
même  sens,  on  dira  que  la  force  P'  est  égale  à  2P,  à 
3P, .  ...  De  la  notion  d'une  force  multiple  d'une  autre, 
on  s'élèvera  à  la  notion  de  deux  forces  dans  un  rapport 
quelconque. 

6.  On  démontre  aisément,  d'après  les  considérations 
précédentes,  que  le  point  d*  application  d'une  force  peut 
être  transportée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction, 
poufvu  que  ce  dernier  point  soit  lié  au  premier  d'une 
m  an  ière  in  \^a  ria  ble . 

RÉSULTANTE  DE  PLUSIEURS  FORCES. 

7.  Quand  une  force  unique  peut  faire  équilibre  à  un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un  système  de 
points  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable,  on  peut 
remplacer  toutes  ces  forces  par  une  seule  force  R  égale 
et  opposée  à  la  première.  La  force  R  est  dite  la  résul- 
tante des  forces  qu'elle  remplace,  qui  en  sont  nommées 
les  composantes, 

8.  Un  système  de  forces  ne  peut  pas  toujours  être  rem- 
placé par  une  seule  force  j  mais  quand  cela  a  lieu,  il 
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u'eiiste  qu'une  résultante.  En  eilet,  si  le  uiéme  système 
admettait  deux  résultantes  R  et  R',  une  force  égale  à  R, 
appliquée  suivant  la  même  direction  et  en  sens  contraire, 
devrait  faire  équilibre  à  la  force  R',  ce  qui  est  impossible 
si  R'  n'a  pas  la  même  grandeur  que  R,  la  même  direction 
et  le  même  sens. 

COMPOSITION    DES    FORCES    DIRIGÉES    SUIVANT    LA    MEME 

DROITE. 

9.  Si  un  certain  nombre  de  forces  sont  appliquées  sui- 
vant la  même  ligne  droite,  elles  se  composent  en  une 
seule,  égale  à  l* excès  de  la  somme  de  celles  qui  tirent 
dans  un  sens,  sur  la  somme  de  celles  qui  tirent  dans 
Vautre  sens,  et  cette  résultante  agit  dans  le  sens  des 
forces  qui  composent  la  plus  grande  somme.  En  d'autres 
termes,  la  grandeur  et  le  sens  de  la  résultante  sont  don- 
nés par  la  somme  algébn'que  des  forces,  en  regardant 
comme. positii^es  celles  qui  tirent  dans  un  sens,  et  comme 
négatii^es  celles  qui  tirent  dans  le  sens  opposé. 

RÈGLE  DU  PARALLÉLOGRAMME  DES  FORCES. 

10.  Si  deux  forces  V  et  Q  sont  représentées  en  gran- 

deur et  en  direction  par  les  deux 
côtés  contigus  AB  et  AC  du  pa^ 
rallélogramme  ABCD,  la  résul- 
tante R  de  ces  deux  forces  sera 
représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  AD 
de  ce  poj'allélo gramme,  en  sorte  que  les  composantes  et 
la  résultante  peuvent  être  représentées  par  les  trois  côtés 
du  triangle  ABD. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  commencerons  par 
faire  voir  que  la  résultante  est  dirigée  suivant  la  diago- 
nale AD^  en  nous  appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 
Soit  un  losange  ABCD,  de  forme  invariable  :  appliquons 

I . 
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aux  points  A  et  C  quatre  forces  égales  dirigées  suivant  les 

cotés  AB,  AD,  CB,  CD.  Ou  peut  regarder  comme  évident 

Fig.  i.  que  les  forces  égales  appliquées 

en  A  donnent  une  résultante  di- 
rigée suivant  la  bissectrice  AC 
de  l'angle  BAD,  et  que  les  forces 
*>*  c  appliquées  en  C  donnent  une  ré- 

sultante égale  et  directement  opposée  à  la  première.  Le 
système  reste  donc  en  équilibre  sous  Faction  des  quatre 
forces. 

\  \ .  Cela  posé,  soit  f  une  commune  mesure  aux  forces 
P  et  Q,  et  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

P=4/,     Q  =  3/; 

partageons  AB  en  4  parties  égales  et  AC  en  3  parties  égales 
p.     «  entre   elles   et  par  conséquent 

^    j    ^  égales  aux  premières.   Menons 

EH,  FI,  GR  parallèles  à  AC,  et 
MS,  LN  parallèles  à  AB. 
O/— //— y/-j/  Nous  ne  troublerons  pas  l'état 

du  système  en  appliquant  aux 
sommets  L  et  E,  M  et  F,  C  et  G,  H  et  B,  I  et  N,  K  et  S  des 
losanges  LE,  MF,  CG,  HB,  IN,  KS,  et  suivant  les  côtés  de 
ces  losanges,  des  forces  égales  àf.  Mais  les  forces  égales  et 
contraires  appliquées  aux  extrémités  des  droites  HE,  IF, 
KG,  MS,  LN  se  détruisent.  Donc  il  ne  reste  que  4  forces 
égales  à  y  dirigées  suivant  CD,  et  3  forces  égales  à  y  diri- 
gées suivant  BD.  Les  quatre  premières  se  composent  en 
une  seule  égale  à  P,  que  l'on  peut  supposer  appliquée  au 
point  D,  et  de  même  les  trois  autres  donnent  une  résul- 
tante égale  à  Q  et  appliquée  au  même  point  D. 

Il  résulte  de  là  que  le  système  des  deux  forces  P  et  Q 
appliquées  en  A  peut  être  remplacé  par  deux  forces  P  et  Q 
appliquées  au  point  D.-  Donc  la  résultante  passe  par  le 
point  D;  mais  elle  passe  déjà  par  le  point  A  :  donc  elle 
est  dirigée  suivant  AD.  c.  q.  f.  d. 


r      fl    .1    K     ,. 


Fig.  4. 
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Nous  avons  supposé  que  les  forces  P  et  Q  étaient  corn- 
mensurables  entre  elles*,  si  elles  étaient  incommensu- 
rables, en  employant  un  mode  de  raisonnement  bien 
connu,  on  ferait  voir  que  dans  ce  cas  la  résultante  est 
encore  dirigée  suivant  la  diagonale  AD. 

12.  Après  avoir  trouvé  la  direction  de  la  résultante,  il 
reste  à  montrer  que  sa  grandeur  est  représentée  par  la 
longueur  de  la  diagonale  AD. 
Imaginons  une  force  AE  égale  à  la  résultante  inconnue 

et  dirigée  suivant  le  pro- 
longement de  la  diagonale 
AD.  Cette  force  fera  équi- 
libre aux  forces  P  et  Q.  Par 
conséquent  la  résultante  des 
forces  P  et  AE  sera  dirigée 
dans  le  prolongement  AF 
de  la  droite  AC  Or,  d'après  le  numéro  précédent,  cette 
direction  doit  être  celle  de  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme AEFB.  Donc  les  deux  triangles  AEF,  DAC  se- 
ront égaux  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  an- 
gles égaux,  savoir  :  EF  =  CD,  puisque  E3F  =  AB  =  CD  ; 
les  angles  AFE  et  ACD  égaux  comme  alternes  internes^ 
les  angles  AEF  et  ADC  égaux  par  la  même  raison.  Donc 
AE  =  AD.  Donc  la  diagonale  représente  bien  T intensité 
de  la  résultante. 


Fig.  5. 


COMPOSITIOir    DE    PLUSIEURS    FORCES    COACOURÀKTES. 

13.  En  partant  du  tbéorème  (10),  il  est  facile  d'obtenir 

la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque de  forces  appliquées  en 
un  même  point.  En  effet,  sup- 
posons qu'un  certain  nombre  de 
forces  P,  P',  P'',  P"^  appliquées 
au  point  A,  soient  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par 


— -^A 
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les  droites  ÀB,  AC,  AD,  AE.  Les  deux  forces  P  et  P'  au- 
ront une  résultante  r  représentée  par  la  diagonale  AL  du 
parallélogramme  ABLC.  De  même  la  diagonale  AM  du 
parallélogramme  ALMD  représentera  la  résultante  r'  des 
forces  r  et  P'',  ou  la  résultante  des  foi*ces  P,  P'  et  P''. 
Enfin,  la  diagonale  AN  rejJrésentera  la  résultante  R  de 
r'  et  de  P'",  c'est-à-dire  la  résultante  des  forces  P,  P',  P" 
et  P". 

En  réduisant  la  construction  à  sa  partie  essentielle,  on 
voit  que,  si  Von  décrit  un  contour  polygonal  dont  les 
côtés  successifs  soient  parallèles  à  la  direction  des  forces 
P,  P',  P",  etc,^  çt  proportionnels  à  leur  intensité  y  la 
droite  qui  fermera  le  contour  représentera  en  grandeur 
et  en  direction  la  résultante  cherchée. 

14.  Si  le  contour  se  ferme  de  lui-même,  les  forces  P, 
P',  P'', .  .  . ,  se  feront  équilibre,  et  réciproquement. 

15.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  trois  forces 

Fig.  6.  X,   Y,  Z,  représentées  par  les 

trois  côtés  contîgus  AB,  AC, 
AD  du  parallélipipède  ABCDG. 
Il  résulte  de  la  construction  pré- 
— -  cédente  que  la  résultante  R  de 
ces  trois  forces  est  représentée 
par  la  diagonale  AG  de  ce  pa- 
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rallélipipède. 

16.  Réciproquement^  ou  peut  toujours  décomposer  une 
force  R,  dirigée  suivant  AG,  et  appliquée  au  point  A,  en 
trois  autres  dirigées  suivant  trois  droites  quelconques 
Ax,  Aj',  A 5  partant  du  point  A  et  non  situées  dans  un 
môme  plan  ;  car  si  Fou  mène  par  le  point  G  trois  plans 
parallèles  aux  plans  xy\  xz^jz^  ou  formera  un  parallé- 
lipi])èdc  et  AG  =  R  sera  la  résultante  de  trois  forces  X, 
Y,  Z,  représentées  par  les  arêtes  AB,  AC,  AD. 
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AELATIOIÎS    ENTRE    UKE    FORCE    ET    SES    COMPOSANTES 
SUIVANT    TROIS    AXES    RECTANGULAIRES. 

17.  Dans  le  cas  où  les  composantes  sont  perpendicu- 
laires entre  elles,  les  lignes  AB,  AC,  AD  sont  les  projec- 
tions orthogonales  de  AG  sur  les  trois  axes  Ax^  Ay^  Az\ 
donc  si  Ton  désigne  par  a,  &,  c  les  angles  que  la  résultante 
fait  avec  les  axes,  on  aura 

(i)  X  =  Rcosa,     Y=Rcos^,     Z=rRco8c. 

Ces  relations  font  connaître  immédiatement  les  compo- 
santes X,  Y,  Z,  quand  B,  a,  &,  c  sont  connus.  Si,  au  con- 
traire, les  forces  X,  Y,  Z  sont  données,  on  pourra  en 
déduire  B,  a,  &,  c.  En  effet,  en  élevant  au  carré  les  équa- 
tions (i)  et  les  ajoutant,  on  aura 

r^=x«-hy»-#-zs 

à  cause  de 

cos*a  -f-  ces-  b  4-  cos'c  =  i . 

Il  en  résulte 

(2)  R  =  v^X'+Y»-f  Z% 


et,  par  suite, 


X 

ces  a  = 


(3)  /cos^  = 


cosc  = 


v/X'-f-Y»-hZ' 

Y 
V/X^  4-  Y'  +  Z' 

Z 
y/X»  4-  Y=^  -+-  Z' 


18.  Les  formules  (i)  sont  générales,  pourvu  que,  re- 
gardant comme  positivées  les  forces  qui  tirent  le  point 
A  dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  et  par  suite 
comme  négatwes  celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire, 
on  prenne  pour  «,  i,  c  les  angles  que  fait  la  direction 
de  la  résultante  avec  les  parties  positives  des  axes  Ar, 
A/,  Az. 
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Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'examiner,  par  exemple, 


Fîff.  7. 


le  cas  où  X  et  Y  étant  positives, 
Z  serait  négative.  On  voit,  en 
construisant  le  parallélipipède 
Â6CD,  que  la  résultante  R  fait 
avec  A  a:  et  A  j^  des  angles  aigus 
et  avec  A  2  un  angle  obtus  \  on 
a  donc 


et  il  vient 


COSfl]>0,      cos^^o,      cosc<^o, 


X  =  R  cosa ,     Y  =  R  cos  b , 


et 


—  Z  =  R  cos  (tt  —  c). 
Mais  cette  dernière  égalité  revient  à 

Z  =  R  cosc. 

Ainsi  les  formules  (i)  sont  encore  applicables  dans  ce 

cas. 
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DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  œMPOSITION  DES  FORCES  ENCOURANTES. 

Cileal  de  là  résultante  d*un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  en 
un  même  point.  —  Conditions  d'équilibre  de  plusieurs  forces  concou- 
rantes. —  Équilibre  d'un  point  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface,  — 
sur  une  courbe. 


CALCUL    DE    LÀ    RÉSULTANTE    d'uN    NOMBRE    QUELCONQUE 
DE   FORGES    APPLIQUÉES    EN    UN    MÊME    POINT. 

19.  On  ramène  au  cas  de  trois  forces  rectangulaires  la 
composition  d  un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées 
en ua  même  point  A. 

En  effet,  menons  par  ce  point  trois  axes  rectangulaires 
quelconques  Ao:,  Aj,  Az,  Soient  a,  jB,  y,  a',  P',  y'v  •  •  5 
les  angles  que  les  directions  des  forces  P,  P',  P'', . . .  font 
avec  les  axes  Ax,  A/,  Az* 

Si  Ton  décompose  la  force  P  en  trois  autres  dirigées 
suivant  les  axes,  ces  composantes  seront  représentées, 
quant  à  la  grandeur  et  au  signe,  par 

Pcosa,     Pcosp,     PCOS7. 

Des  expressions  analogues  représenteront  les  composantes 
des  forces  P',  P'', En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  ré- 
sultantes des  forces  dirigées  suivant  les  axes,  on  aura 

/  X=  Pcosa-hP'cosa'-f  P"cosa'H-.. .  , 
(0  I  Y=:Pcosp-HP'cosp'-f.P"cosp''4-..., 

(   Z  =  P  COS7  -h  P'  C0S7'  -♦-  P"  C0S7" 


La  question  est  donc  ramenée  à  la  composition  de  trois 
forces  appliquées  à  angle  droit  en  un  même  point.  En 
appelant  R  la  grandeur  de  la  résultante,  et  n,  £,  c  les 
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angles  qu'elle  fait  avec  les  axes,  ou  aura  (17) 

R  ==  v/X'  -f-  Y'  H-  Z% 

(2)  I  X  ^       Y  Z 

cosa  =  —  1      coso  =  — >      cosc  =  — • 
R  R  R 

20.  L'intensité  de  la  résultante  ne  dépend  pas  du  choix 
des  axes  ou  des  angles  a,  P,  y  ^  a',  |3',  7', .  .  .  :  il  doit  donc 
être  possible  de  Texprîmer  Indépendamment  de  ces  quan- 
tités. 

En  effet,  élevons  au  carré  les  équations  (i)  et  ajou- 
tons-les. En  observant  que  l'on  a 

X>-|-Y'-hZ»=R% 
cos'a  -h  ces*  p  +  cos'7  =  I , 
cos'a'4-  cgs'P'H-  ces' 7'=  i, 


il  viendra 

R»=p>-^-p'»^«p"2-^.. , 

4-  2  PP' (ces  a  ces  a' +  008^008^'-+-  CCS  7  COS7')  +.  . . . 

Mais  si  l'on  désigne  par  (P,  P')   Fangle  que  font  entre 
elles  les  directions  des  forces  P  et  P',  on  a 

ces  a  ces  a'  4-  cosp  cos^'-f-  C0S7  ces  7'  =  cos  (P,  P'). 

Par  conséquent,  on  a 

,^.      |R»=P2  +  P"4-P'''-h... 

^     ^         ^  •     2PP'C0S(P,  P')-+.  2PP"C0S(P,  P")-h... 


formule  où  la  grandeur  de  la  résultante  est  exprimée  en 
fonction  des  intensités  des  forces  et  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles. 

Si  l'on  considère  R,  P,  P', . . .  comme  les  côtés  d'un 
polygone,  celte  équation  donnera  la  valeur  d'un  côté  en 
fonction  des  autres  côtés  et  des  angles  que  ces  côtés  font 
entre  eux.  11  en  résulte  ce  théorème  :  Le  carré  d'un  côté 
fi* un  polygone  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  autres 
côtés ^  plus  deux  fois  la  somme  des  prvduits  de  ces  der^ 
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niers  côtés  pris  deux  à  deux  et.  multipliés  par  le  cosinus 
deVangle  qu  ils  forment» 

21  *.  Au  lieu  de  décomposer,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  la  force  P  en  trois  forces  dirigées  suivant  les  trois 
axes  Ax,  A  j^,  A  2,  on  peut  la  décomposer  en  deux  forces 
agissant,  Tune  suivant  Ax,  et  l'autre  dans  un  plan  zhy 
perpendiculaire  à  Ax.  La  composante  suivant  A.r  est 
représentée  en  grandeur  et  en  signe  par  Pcosa.  Ou  dit 
alors  que  P  cos«  représente  la  force  P  estimée  suivront  la 
direction  Ax.  Sous  ce  point  de  vue,  les  équations  (i)  don- 
nent lieu  au  théorème  suivant  : 

La  résultante  de  plusieurs  forces,  estimée  suiv^ant  un 
axe  quelconque,  est  égale  à  la  somme  de  ces  forces  esti^ 
mées  suiv^ant  le  même  axe. 

CONDITIONS    d'équilibre    DE    PLUSIEURS    FORCES    CONCOU- 
RANTES. 

22.  Pour  que  plusieurs  forces  appliquées  à  un  même 
point  se  fassent  équilibre,  il  faut  que  leur  résultante  soit 
nulle.  Or,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  la 
question  précédente,  on  a 

On  devra  donc  avoir 

X=  o,     Y  =  o,     Z  =  o, 
c'est-à-dire 

IP cosa  -h  P'  cosa' -f-  P"  cosa"  -f- .  .  .  =  o  , 
P  cosp  4-  P'  cosp'4-  P"  cosp''-h .  .  .  =  p, 
P  C0S7  -h  P'  C0S7'  -h  P"  COS7"  4- .  .  .  =  o, 

et  réciproquement,  5i  ces  conditions  sont  remplies ,  il  y 
aura  équilibre,  puisque  la  résultante  sera  nulle. 

23.  Il  est  aisé  de  vérifier  que,  si  ces  conditions  sont 
remplies,  l'une  quelconque  des  forces  sera  égale  et  oppo- 
sée à  la  résultante  de  toutes  les  autres. 
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En  effet,  désignons  par  R'  la  résultante  des  forces  P', 
P'',  P"', . . . ,  et  par  a',  i',  c'  les  angles  que  cette  résul- 
tante fait  avec  les  axes^  nous  aurons 

IR'  cos«'  =  P'  ces  a'  4-  P"  cosa"  -4-  . .  . , 
R'cos*'=  P' cosp'-+- P'^cosp" -+-... , 
R'  ces  c'  =  P'  cosy'-H  P''  COS7"  -4- .  .    . 

La  comparaison  de  ces  équations  et  des  équations  (1) 

donne 

iP  cosa  =  —  R'  cosa', 
Pcosp  =  — R'cos^', 
P  COS7  =  —  R'  cosc'; 

d*où  l'on  tire,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à 

membre, 

P'==R'»    ou     P  =  R', 

et,  par  suite, 

cosa  =  —  cos«',     cosp  =  —  cos^',     cosy  =  —  cosr', 
ou  bien 

d'où  l'on  conclut  que  la  force  P  est  bien  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  R'  des  forces  P',  P'^,  V"^ .... 

ÉQUILIBRE   d'un    POINT    ASSUJETTI    A    SE    MOUVOIR    SUR 

UNE    SURFACE. 

!24.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  le  point  A, 
à  part  l'action  des  forces  P,  P',  P'', . .  . ,  était  parfaitement 
libre  dans  l'espace.  Les  conditions  d'équilibre  ne  seraient 
plus  les  mêmes  si  le  point  était  assujetti  à  demeurer  sur 
une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée. 

Dans  le  premier  cas,  si  le 
point  A  est  sollicité  par  une  force 
R  normale  à  la  surface  considé- 
rée, il  devra  être  en  repos.  Car 
il  ne  pourrait  commencer  à  s'é- 
loigner de  sa  position  que  sui- 
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vaut  la  direction  d^uue  des  tangentes  à  la  surface  au 
point  A,  et  comme  toutes  les  tangentes  font  un  angle 
droit  avec  la  direction  AN  de  la  force,  il  n'y  a  pas  de 
^  raison  pour  que  le  mouvement  naisse  dans  un^eens  plutôt 
que  dans  un  autre  ^  donc  le  point  A  restera  en  repos. 

Au  contraire,  si  le  point  A  est  sollicité  par  une  force  S, 
dont  la  direction  ne  soit  pas  normale  à  la  surface,  il  ne 
restera  pas  en  équilibre.  En  effet,  on  peut  décomposer  la 
force  S  en  deux  autres,  Tune  dirigée  suivant  la  nor- 
male AN  à  la  surface,  Tautre  suivant  l'une  des  tangentes 
AT  à  cette  surface,  savoir  celle  qui  est  à  Tintersection  du 
plan  tangent  et  du  plan  SAN.  La  première  force  ne  fera 
que  presser  le  point  sur  la  surface;  mais  la  seconde  aura 
tout  son  effet,  et  dès  lors  le  point  A  glissera  sur  la  sur- 
face. 

Ainsi>  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qii  un 
point  A ^  placé  sur  une  surface  et  sollicité  par  des  forces 
(\iielconques  P,  P',  P", . . . ,  reste  en  équilibre,  est  que  ces 
forces  aient  une  résultante  R  normale  à  la  surface, 

25.  Pour  exprimer  cette  condition  par  l'analyse,  pre- 
nons trois  axes  rectangulaires 
quelconques  Ox,  Oy,  Oz.  Ap- 
pelons a,  P,  y  •,  a\  (3',  y'; .  •  •  5  l^s 
angles  que  font  les  forces  P,  P', 
P'', . . .  avec  les  axes.  Il  y  aura 
équilibre  si  nous  introduisons 
une  force  N  égale  et  directement 
opposée  à  R^  Donc  si  X.  jul,  v  dési- 
gnent les  angles  que  la  force  N  (dirigée  suivant  AI  ou  AI') 
fait  avec  les  axes,  nous  aurons 


V\rr    9- 


(') 


(  N  cos>  H-  P  cosa  -h  P'  cosa'  4- . .  .  =  o , 
cosfz  +  Pcosp  -h  P'cosp'4-.  .  .=  o, 


l  N 


cosv  -h  p  COS7  -h  P'  COS7'  -h .  . .  =  o. 
Ces  trois  équations  peuvent  être  mises  sous  une  forme 
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plus  simple.  Eu  eiïct^  soil 

réquatîon  de  la  surface;  on  aura 

dx 


(3)  COS>=r± 


\/(l)'-^(î)"-(f)' 


Il  faut  laisser  le  double  signe,  parce  que  la  force  incon- 
nue N  peut  tirer  de  A  Tcrs  I  ou  de  A  vers  I'.  Si  Ton  pose, 

pour  abréger, 

I 
V  =±:  — - 


\/(£)'-(l)'-(f) 


on  a 

(4)  cos>  =  V-r->     cosfx  =  V-T-j      cosv  =  V -T" 
^    '  dx  dy  dz 

De  plus,  si  X,  Y,  Z  désignent  les  sommes  algébriques 

des  forces  P,  P',  P", . . . ,  estimées  suivant  les  axesO.r,  Oj^ 

Oz,  on  a 

X  =  P  cosa  -4-  P'  cosa'  H- . 

Y  =  Pcosp  -hP'cosp'4-. 

Z  =  P  COS7  -H  P'  COS7'  -4-  .  .  . . 

Les  équations  (1)  deviennent  donc 

d.v 

(5)  /NvJ+Y=io, 

NV4-H-  Z  =  o. 

Comme  N  csl  une  inconnue  auxiliaire,  ou  trouvera  les 
conditions  d'équilibre  chercbées  en  éliminant  N  ou  NV 
entre  ces  équations,  ce  qui  donne 

dx       dy       dz 
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On  énoucc  ce  résultat  eu  disaut  que  les  sommes  des 
forces  estimées  suiv>ant  trois  axes  doivent  être  /propor- 
tionnelles respectii^ement  aux  dérii^ées  partielle^  de  /  c- 
qmtion  de  la  surface,  rapportées  au  point  d'applica- 
tion, 

26.  Si  les  équations  (6)  sont  vérifiées,  il  y  aura  équi- 
libre et  il  sera  facile  de  connaître  le  sens  suivant  lequel 
agit  la  résultante  des  forces  P,  P',  P'^, .  .  . ,  car  on  a 

V 

—  NV  =  — 

dx 

ce  qui  montre  que  V  est  de  signe  contraire  à  l'un  quel- 
conque de  ces  quotients.  Quant  à  N,  qui  est  la  pression 
exercée  sur  la  surface  par  les  forces  données,  elle  sera 
représentée  par  l'un  des  trois  quotients 

X  Y  Z 


Y 

z 

~dr 

dy 

Hz 

dx  dy  dz 

27.  Les  deux  équations  de  .condition,  trouvées  plus 
haut,  auraient  pu  être  établies  plus  rapidement,  en  obser- 
vant que  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  résultante  dc^ 
forces  P,  P',  P'', . . .  avec  les  axes  sont  proportionnels  à 

X,     Y,     Z, 

ei  que  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  AN 
svec  les  mêmes  axes  sont  proportionnels  à 

^       ^       4f. 
dx       dy        dz 

On  exprimera  que  ces  deux  directions  coïncident  en  écri- 
vant que  leurs  cosinus  sont  proportionnels,  c'est-à-dire 
que 

dx       dy       dz 
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28.  Si,  donuaiit  seulement  les  directions  et  les  inten- 
sités des  forces  P,  P',  P?, . . . ,  on  ne  fixait  pas  la  position 
du  point  A  sur  la  surface,  il  faudrait  joindre,  aux  deux 
équations  d^équilibre,  l'équation  de  la  surface 

f[x,x,z)  =  o, 

ce  qui  déterminerait  complètement  les  coordonnées  du 
point  A. 

ÉQUILIBRE    d'un    POINT    ASSUJETTI    A    DEMEURER    SUR    UNE 

COURBE. 

29.  Supposons  maintenant  que  le  point  d'application 
des  forces  P,  P',  P'', . . .  soit  assujetti  à  demeurer  sur  une 
courbe  fixe  LM. 

On  fera  voir,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  est 
que  la  résultante  R  de  t(Mtes  ces 
forces  soit  perpendiculaire  à  la 
tangente  AT  à  la  courbe,  c'est- 
à-dire  située  dans  le  plan  nor- 
mal mené  par  le  point  A.  Or,  en  appelant  a^  b^c  les 
angles  que  la  résultante  fait  avec  les  axes,  on  a 

X  Y  Z 

(l)  COS«  =  — >       COs6=r-'9       COSC=--. 

R  H  JR. 

D^ailleurs,  .r,  y^  z  étant  les  coordonnées  du  point  A, 
et  ds  la  différentielle  de  l'arc  de  courbe,  la  tangente  AT 
fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 


donc 


dx        dy        dz 
ds         ds  '      ds^ 


•      ^        X  r/.r        X  dy        Ta  dz 

cosRAT  =  ^:r-*~5T--»-5T^ 
R  ds        R  ds        R  ds 
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donc,  comme  l'angle  BAT  est  droit,  on  aura 

cos  RAT  =  o 

cri 

(2)  ÏLda: -h  Y df -h  Zdz  =z  o  ; 

c'est  la  seule  condition  d'équilibre  dans  le  cas  actuel. 

SI  le  point  Â  n'était  pas  donné  d'avance,  on  aurait 
pour  le  déterminer  l'équation  (2)  et  les  équations  de  la 
courbe. 

30.  Quand  le  point  Â  est  donné,  on  peut  choisir  la 
tangente  AT  pour  l'un  des  axes^  l'axe  des  x  par  exemple^ 
et  alors,  en  décomposant  chaque  force  en  deux  autres, 
l'une  dirigée  suivant  la  tangente  AT,  et  l'autre  située 
dans  le  plan  normal,  on  voit  que  la  seule  condition  d'é- 
quilibre sera 

(3)  X=ro, 

puisque  les  forces  normales  à  1&  courbe  ne  peuvent  pro« 
duire  aucun  effet.  C'est  ce  que  donne  encore  Téquation 
générale,  car  dans  ce  cas  on  a 

dy  dz 

ctTéquation  (2)  se  réduit  à 

X  =  o* 
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TROISIÈME  LEÇON. 

COMPOSITION   ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  PARALLÈLES. 

Composition  de  deux  forces  parallèles.  —  X2oup1e.  —  Composition  d'un 
nombre  quelconque  de  forces  parallèles.  —  Centre  des  forces  parallèles. 
—  Théorème  des  moments.  —  Calcul  des  coordonnées  du  centre  des 
forces  parallèles.  —  Équilibre  des  forces  parallèles. 


COMPOSITION    DE    DEUX    FORCES    PARALLELES.  — ^  COUPLE. 

31 .  On  sait  que  si  deux  forces  P  et  Q,  parallèles  et 

dirigées  dans  le  même  sens, 
sont  appliquées  respectivement 
à  deiix  points  A  et  B  liés  inva- 
riablement entre  eux,  «lies  ont 
une  résultante  R  é^lc  à  leur 
somme  T?  +  Q^  dirigéè'^dans  le 
même  sens  et  appliquée  en  un  pointC  deABlel,  que  Ton  ait 

—  =  -^  =  A 
BC        CA        AB' 

Quand  les  deux  forces  agissent  en  sens  contraires,  la 
Fip.  12.  résultante  R  est  égale  à  leur  dif- 

férence P — Q  si  Ton  a  P>Q, 
lîre  dans  le  même  sens  que  la 
force  P,  et  sa  direction  rencon- 
tre le  prolongement  de  AB'  en 
un  point  C,  situé  du  côté  dû 
point  A  et  tel,  que  Ton  ait  encore 

BC  ~~  CA  ■"  aB' 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  Jeux  forces  parallèles  et 
leur  résultante,  ou,  ce  qui  revient  aij  même,  trois  forces 
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parallèles  gui  se  font  équilibre  sont  proportionnelles 
chacune  à  la  distance  des  points  d* application  des  deux 

autres, 

32.  Dans  le  cas  de  deux  forces  de  sens  contraires,  on 
aura 

P.AB 


R  =  P  — Q,     BC=: 


P-Q 


Si  Q  =  P,  on  a  R  =r  o  et  BC  =  oo  .  Ainsi,  le  système 
de  deux  forces  parallèles  y  égales  et  de  sens  contraires, 
(juin'agùisent  pas  suii^ant  la  même  droite,  na  pas  de 
résultante.  Un  pareil  système  se  npmme  un  couple. 

.33.  Oii  peut  démontrer  directement  qu'un  couple  n'a 
pas  de  résultante.  En  effet,  supposons  que  le  couple  (P,  Q) 

ait  une  résultante  R.  En  faisant 
pivoter  le  couple  en  même  temps 
que  la  force  R  autour  du  milieu 
O  du  bras  du  levier  AB,  on, 
amène  la  force  P  à  prendre  la 
place  deQ  et  vice  versa ^  R  aura 
pris  la  position  R'.  Mais  dans  cette  nouvelle  position  on 
aura  le  même  couple  qu'auparavant.  Il  en  résulte  que  ce 
couple  aurait  deux  résultantes  différentes  R  et  R',  ce  qui 
est  impossible  (8).  Donc  un  couple  ne  peut  pas  être  rem- 
placé par  une  force  unique. 

COMPOSITION    d'^UM    KOMBRE    QLELCONQUK    PE    FOîlCES. 

PARALLELES. 

34.  Soient  P,  P',  P", .....  plusieurs  forces  parallèles  ap- 
pliquées à  des  points  A,  A',  A",.  . .  liés  entre  eux  d'une 
manière  fixe  et  invariable,  et  supposons  d'abord  que  toutes 
ces  forces  tirent  dans  le  même  sens.  Le  point  d'application 
G  de  leur  résultante  s'obtiendra  en  composant  les  deux 
premières  forces,  puis  la  résultante  des  deux  premières 
avec  la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  La  résultante  des 

2, 


Ri 
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forces  P,  P',  P*, . . .  sera  évidemment  parallèle  à  ces  forces 
et  égale  à  leur  somme. 

Admettons,  en  second  lieu,  qu'un  cerlain  nombre  de 

forces  P,  P',  P'',   par  exemple, 
*^   '  '     ^  agissent  dans  un  sens,  et  les  au- 

I  très  P'",  P*^  dans  le  sens  con- 

traire.  On  composera  d'abord 
les  forces  P,  P',  P"  en  une  seule 
Rj  =  P  -H  F  +  P'^,  appliquée 
au  point  D;  puis  les  forces  P*^  et  P""  en  une  seule 
R,  =  P"' -4- P*"",  appliquée  au  point  E  et  parallèle  à  Ri. 
Alors  si  la  force  Ri ,  par  exemple ,  est  plus  grande  que 
Rs,  la  résultante  lolale  sera  une  force 

R  =  R ,  —  R.  =  p  -f-  p'  4-  p'^  —  p'"'  — .P«^, 
appliquée  en  un  point  O  déterminé  par  la  proportion 

K  OE  ""  r/ 

35.  Si  Ton  avait  R2  =  Ri  et  si  le  point  E  n'était  pas 
sur  la  direction  de  Ri,  le  système  des  forces  proposées  se 
réduirait  à  un  couple. 

CEI«TRE    DES    FORCES    PARALLÈLES. 

36.  Le  point  d'application  de  la  résultante  d^un  sys- 
tème de  forces  parallèles  ne  dépend  que  des  rapports  de 
grandeur  qu'ont  ces  forces  entre  elles  et  de  la  figure  for- 
mée par  leurs  points  d'application,  d'où  résulte  ce  théo- 
rème :  Si  Von  change  simultanément  les  directions  et  les 
intensités  de  lotîtes  les  forces,  de  manière  çiie,  passant 
toujours  par  les  mêmes  points  d^ application ,  elles  con* 
serinent  les  mêmes  rapports  de  grandeur  et  leur  parais 
lélismey  la  résultante  de  tontes  ces  forces  passera  tou- 
jours par  le  même  point, 

te  point  est  appelé  le  centre  des  forces  parallèles. 
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37.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  par  U* 
Calcul  la  position  du  centre  des  forces  parallèles. 
Considérons  en  premier  lieu  deux  forces  P  et  P'  tirant 
Fîg.  i5.  dans  le  même  sens.  Soient  A  et  A' 

leurs  points  d'application,  et  C 
celui  de  leur  résultante  P  •+-  P'. 
Prenons  trois  axes  rectangu- 
laires, et  soient 


AB  =  3,       A'B'n:*',       CF=:Z,. 

Menons  HCH'  parallèle  à  BB'. 
Les  deux  triangles  semblables  CAH,  CA'H'  donnent 


A' H' 


au 


«'  — r. 


•I 


CA 


d'où  Ton  lire 

(a)  (P-f.P')2.  =  Pa-hP'2'. 

L'expression  Pa,  ou  le  produit  de  la  force  P  multipliée 

par  la  distance  de  son  point  d'application  au  plan  xOy, 

comptée  sur  une  direction  parallèle  hOz^  est  ce  qu'on 

appelle  le  moment  de  la  force  P  par  rapport  à  ce  plan  et 

à  cette  direction»  Le  plus  ordinairement  cette  direction 

est  perpendiculaire  au  plan   xOy  :  dans  tous  les  cas, 

l'équation  (2)  montre  que  le  moment  de  la  résultante  de 

deux  forces  parallèles  par  rapport  à  au  plan  est  égal  à 

la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  ce 

plan, 

38.  De  là  on  (  oncliit  aisémoiil  que  si  Ton  a  un  nombre 
quelconque  de  forces  P,  P',  P'', .  .  .  ])arallèlrs  et  do  mùme 
sens,  appliquées  en  dos  points  A,  A\  A'\.  .  .  situés  d'un 
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même  côté  du  plaii  xOy,  on  aura 

(3)  Rï,  =  P*  +  P'î'-|-P"*"-ï-. .., 

R  éUBt  la  résultante  et  2,,  z,  z\  z", . . .  let  distances  au 

plan  xO/,  comptées  parallèlement  à  l'axe  des  z,  des 

points  d'application  des  forces. 

39.  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  forces  P 

Fig.  ]6.  et  P' parallèles  et  de  sens  con- 

f  traircs.   Soient  A,   A'  et  C  les 

points   d'application  -des   deux 

forces  et  de  leur  résulunte.  Po-r 


Menons  CHH'  parallèle 
nous  aurons 


,  î  — a,._  P^ 
î'  — r,  ~  P" 
On  déduit  de  Ih 
(a)  .,(P-P')  =  Pï-PV. 

Par  conséquent,  /e  moment  de  la  résultaitie  de  deux 
forces  qui  agissent  en  seTis  coniraiies  est  égal  à  la  dif- 
férence des  moments  de  ces  forces. 

4U.  Enfin ,  considérons  plusieurs  forces,  dont  les  unes. 
Fie-  17.  P,  P',  P",  tirent  daiis  un  sens, 

elles  antres,  P^/P",  tirent  dans 
le  sens  opposé. 

La  composition  des  forces  P, 
P',  P",  donnera  une  résultante 

R,  =  P  -+-  P'  +  P" 
ap|iliquée  au.  point  D,  et  l'on 


\ 
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aqra 

(i)  R,.DI  =  P2  4-P'«'-hP''«''.        .      - 

La  compoaidon  des  forces  P^*^  et  P'^. donnera  une  ré- 
sultante 

R,=a:P'^-hP«^ 

appliquée  en  E,  -et  Toii  aura 

(2)  R,.EH==P'^»'^4-P*^**\ 

Donc,  si  R  est  la  résultante  de  toutes  les  forces,  G  son 
point  d -application,  et  si  Ton  pose  GK  =  ^i,  oïl  aura, 
en  supposant  Rt  >•  R|, 

R  =:  R|  —  Rj , 

R«î=:R,.DI  — Ra.EH, 

ou  bien   • 

.  (     R  =  P-hP'-t-P''— P^— P'% 

'  '  I    RZirrPî  +  pz'  +  P''»"— P^'z''— P«^2'\ 

41.  Ou  voit  que  ces  deux  équations  rentrent  dans  les 

«suivantes  ; 

I      R  =  P-f-P'4-P''-t-P"+P'% 

'*^         I  R3,3=P«-hP'a'-f-P"2''4-P'^«'''4-P«^2«% 

pourvu  que,  regardant  comtne  positives,  les  forces  qui 
agissent  dans  un  sens,  on  regarde  comme  négatii^es  celles 
qui  agissent  dans  le  sens  contraire.  A  l'aide  de  cette  con- 
vention, on  peut  dire,  en  général,  que  le  moment  de 
la  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  par  rapport 
à  un  plan  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments 
de  ces  forces. 

42.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  points 
d'application  des  forces  étaient  situés  du  même  côté  du 
plan  xOj\  mais  celte  restriction  n'est  pas  nécessaire,  et 
le  théorème  des  moments  a  toujours  lieu  en  regardant  les 
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quantités  désignées  par  z,  z'^  z'\, ,  ,y  z^  comme  positives 
pour  des  points  situés  d'un  certain  côté  du  plan,  et  comme 
négatives  pour  des  points  situés  du  côté  opposé. 

En  effet,  les  points  A,  A^,  A'^, . . . ,  auxquels  sont  appli- 
quées les  forces  considérées^  étant  situés  d'une  manière 
Fig.  i8.  quelconque,    menons    le    plan 

x'Q/y'  parallèle  à  xOy  et  à  une 
distance  00'= /i  assez  grande 

î  pour  que  tous  les  points  A,  A', 

^ —  A'', . . .  soient  au-dessus  du  pla^n 

x'Oy.  Alors  si Z,Z',Z^...,Z| 
désignent  les  dislances,  comp- 
tées parallèlement  à  Oz,  des  points  d'application,  au  plan 
xOy\  on  aura 

RZ,  =  PZ  -h  P'Z'  4-  P''Z''  +  . . .  ; 

maisi,  à  cause  de  R;?=P-+-r'-4-  P"-H-  •  •»  ou  a 

R^  r=  P//  4-  P' A  +  P"A  -h ...  ; 

ilonç,  en  retranchant  membre  à  membre, 

R(Z,— A)  =  P(Z  — /0-f-P'(Z'— yi)-hP''(Z"-  h).... 

Mais  on  sait  qu'en  ayant  égard  aux  signes  des  çoordoq-r 
^éçs,  on  a  toujours 


Z  — A  =  a,     Z'— A  =  z',...,     Z,  — // 
doue  on  aura,  dans  tous  les  cas, 

R^z,  =  P2  -h  V'z'  -h  P"z"  H- .  . , . 


«»; 


CALCUL  DES  COORDONNÉES  DU  CENTRE  DE  PLUSIEURS 

FORCES  PARALLÈLES. 

43.  Si  Ton  applique  le  thcorcmc  des  moments  à  trois 
plans  coordonnés,  on  aura,  pour  déterminer  la  grandeur 
de  la  résultante  R  d'un  système  de  forces  parallèles,  et 
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les coordoniiées  x^^ji^  Zi  de  sou  point  d'applicatiou,  les 
quatre  é|ttatîons 

(i)  R  =  P4-P'~hP*4- 

IR^,  =  P X  -i-  P' j:' -h  P'^x''  -h .  .  .  , 
R^^,=  P^4-P'/-HPV-H--.. 
R  z,  ==  P  s  -t-  P'  3'  -h  P''  «"  4- . . . , 

Qaand  les  coordonnées  sont  obliques,  on  peut  rcuipla-^ 
cerles  jr,j^,  z  par  les  perpendiculaires  abaissées  des  divers 
points  sur  les  plans  y O^,  jrOz,  xOy\  car  cela  revient 
à  multiplier  chacune  des  équations  (2)  par  le  sinus  de 
l'angle  que  fgit  Taxe  correspondant  avec  le  plan  des  deux 
autres  axes. 

44.  Si  le  plan  ^Pj(  était  mené  par  le  centre  des  forces 
parallèles,  on  auraîf-jé|  =  o,  et  par  suite  Rzi,  ou 

(3)  P3-hP'8'-4-P''z''  +  ...=  o. 

Donc-/a  somme  algébrique  des  moments  d'un  système  de 
forces  parallèles^  par  rapport  à  tout  plan  qui  passe  par 
k  centre  de  ces  forces^  est  nulle.  Et  réciproquement,  si 
ia  somme  algébrique  des  tjioments  d'un  système  de  forces 
parallèles,  par  rapport  à  un  plan,  est  nulle,  ce  plan 
contient  le  centre  de  ces  forces^  car  de 

on  déduit  R^i  =  o  et,  par  suite,  z,  =  o. 

45.  Si  le  système  des  forces  proposées  se  réduisait  à  un 
<ouple,  on  aurait  Tt  =  b  et 

;ri  =  co,      j^,=  co,     z,  =  00. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  résultante,  comme 
on  le  sait  déjà. 

46.  On  peut  encore  déduire  des  formules  ce  fait,  d'ail- 
leurs évident  par  la  conslruclion  géométrique,  que  si  tous 
les  points  d*applicalion  sont  dans  un  même  plan,  le  cen- 
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tre  des  forces  sera  dans  ce  plan.  En  effet,  si  Ton  prend 
ce  plan  pour  plan  des  xy^  on  aura  2  =  0,  r^ss=  o, . .  ^, 
et  la  troisième  des  formules  (2)  donnera  z^  =  o.  On  verra 
de  même  que  si  tous  les  points  A,  A',  A", . . .  sont  sur 
une  ligne  droite,  le  centre  des  forces  parallèles  sera  sur 
cette  ligne. 


Fig.  19. 


K 

A* 


Jp.       A 


ÉQUILIBRE    DES    FORCES    PARALLELES. 

47;  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  plu- 
sieurs forces  parallèles  P,  P', 
P^', ...  se  fassent  équilibre,  est 
que  l'une  d'elles,  P  parexem-^ 
pie,  soit  égale  et  directement  op- 
posée à  la  rëôultante  R^  de  toutes 
les  autres.  Pour  exprimer  cette 
condition  par  l'analyse,  prenons 
trois  axes,  dont  l'un  OZ  soit  pa- 
rallèle à  la  direction  des  forces. 
La  force  P  et  la  force  R'  se  faisant  équilibre,  on  doit 
avoir 


P" 


"F 


R'=— P     ou     P-hR'=o; 


mais 


R' =  p/ +  P'' -f- 

Donc  une  première  condition  d'équilibre  es3t  que  l'on  ait 

(1)  •  .  .  P.4-P'-^P"-f-...=  o. 

Il  faut,  en  outre,  que  les  directions  des  forces  P  et  R' 
coïncident^  par  conséquent,  que  Vx  et  \y  de  leurs  points 
d'application  soient  les  mêmes.  Or  si  a  et  j3  sont  les  coor- 
données du  point  K,  où  est  appliquée  la  force  R\  on  doit 
avoir  (43) 

R'ûé  =  P'y4-P''a7"  +  ..  ., 

.    ■      R'p  =  F/  +  PV-^ 

Mais  puisque   a  =  :r,  (5  =  y,  R'  =  — P,    il  en  résulte 
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ces  deux  nouvelles  équations  d^éqùilibre 

(2J  Px -f.P'x'+P"^'' -+-...  t=o, 

(3)  P^4-P'/-+- PV -+-... =  o.^ 

« 

48.  Réciproquemeat,  si  les  conditrions  (i),  (2)  et  (3) 
sont  remplies,  la. force  P  sera  égale  et  directement  op- 
posée à  la  résultante  R'  des  autres  forces,  et  il  y  aura 
équilibre. 

g,     49.  Ainsi  les  conditions  nécessaires  et 'suffisantes  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  sont  données  par  les  trois  équations 

IP  4- P'  4-P"  H-...=  o, 
.P.r-f-P'A'-+-P''x"H =0, 
P74-P'y+PVH^-.=  o. 

.  On  les  énonce  ordinairement  en  disant  que  la  somme 
algébrique  des  forces  doit  être  nulle,  et  que  la  somme 
algébrique  des  moments  des  forces,  par  rapport  à  deux 
plans  parallèles  à  leur  direction,  doit  être  nulle  pour 
chacun  de  ces  deux  plans, 

SO.  Quand  le  système  renferme  un  point  fixe  O,  les 
forces  proposées  ne  peuvent  pas,  dans  le  cas  de  Téqui- 
libre,  se  réduire  à  un  couple.  En  effet,  si  1  équilibre  existe, 
le  point  O  éprouve  une  certaine  prçssion,.  déterminée 
de  grandeur,  de  direction  et  de  sens.  Par  conséquent,  si 
I  on  remplaçait  la  fixité  du  point  O  par  une  force  L  égale 
et  directement  opposée  à  cette  pression,  il  devrait  y  avoir 
encore  équilibre;  donc  un  couple  et  urie  force  unique  se 
détruiraient,  ce  qui  est  absurde. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  cas  d'un  point  fixe,  les 
forces  doivent  avoir  une  résultante  unique,. dont  la  direc- 
tion passe  par  le  point  fixe,  sans  quoi  cette  force  et  la 
force  L  ne  pourraient  se  faire  équilibre.  Celte  condition 
est  d'ailleurs  suffisante. 

Or  si  l'on  prend  le  point  fixe  pour  origine  et  Taxe  des 
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z  parallèle  à  la  direction  des  forces,  la  résultante  des 
forces  devant  être  dirigée  suivant  cet  axe,  ses  momeuls, 
par  rapport  aux  plans  zOx  et^O/,  devront  être  nuls, 
et  par  conséquent  on  aura 

'^^  I  Pj4-PyH-PV4-...=  o. 

Dans  ce  cas  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  à 
deux. 

Si  le  point  fixe  était  le  centre  des  forces  parallèles,  ces 
conditions  seraient  remplies  d'elles-mêmes.  Par  consé- 
quent, V  équilibre  existe  dans  un  système  de  forces  pa- 
rallèles  quand  on  fixe  le  centre  de  ces  forces,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident. 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

DU  CENTRE  DE   GRAVITÉ. 

NottoQs  sur  la  pesanteur.  —'  Poids.  —  Centre  de  gravité.  —  Poids  npéci' 
fique.  —  Densité.  -*  Centre  de  gravité  d'un  assemblage  de  poid».  - 
Propriétés  da  centre  de  grayité.  —  Centre  de  gravité  des  iignes. 


MOTIONS    S13R    LA    PESAMTEUK. 

51.  On  appelle  pesanteur  on  gravité  la  force  qui  sot-^ 
licite  tous  les  corps  vers  la  surface  de  la  terre.  Elle 
s'exerce  sur  chaque  particule  matérielle,  suivant  une 
direction  perpendieulaîre  à  la  surface  de  la  terre,  ou 
plutôt  à  la  surface  des  eaux  tranquilles.  Cette  direction 
est  appelée  verticale. 

Comme  les  corps  que  nous  considérons  ont  toujours 
des  dimensions  très-petites  relativement  au  rayon  ter- 
restre, il  est  permis  de  r^arder  les  verticales  menées  des 
dilTérenls  points  d'un  même  corps  comme  parallèles  entre 
rfles. 

L'intensité  de  la  pesanteur  varie  avec  la  latitude  et 
avec  la  hauteur  du  corps;  mais  on  peut,  sans  erreur  ap- 
préciable, supposer  cette  intensité  constante  aux  divers 
points  d'un  même  corps. 

POIOS.  CENTRE    DE    GRAVITÉ. 

52.  La  force  de  la  gravité  ne  s'exerce  pas  seulement 
sur  les  molécules  situées  a  la  surface  d'un  corps;  elle 
sollicite  également  toutes  ses  particules,  puisqu'il  faut  le 
même  effort  pour  soutenir  un  corps  que  pour  soutenir 
les  différentes  parties  dans  lesquelles  on  le  décompose. 

Un  corps  pesant  peut  donc  être  considéré  comme  un 
assemblage  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  ma- 
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ilière  invariable,  et  sollicités  par  de  petites  forces  paral- 
lèles, puisqu'elles  agissent  toutes  dans  la  verticale,  et  de 
même  sens.  Là  résultante  de  toutes  ces  forces  est  appelée 
le  poids  du  corps,  et  Içur  centre  est'dit  le  centre  de  gra- 
vité du  corps* 

.  53.  La  directiou  du  poids  du  corps  passera  toujours 
par  le  centre  de  gravité,  quelle  que  soit  la  position  du 
corps,  et  li  corps*  demeurera  en  équilibre  si  l'on  fixe  le 
centre  de  gravité. 

De  là  résulte  un  moyen  dç  déterminer  par  Texpérience 
le  centre  de  gravité  d'un  corps.  Car  si  l'on  suspend  le 
corps  à  un  point  fixe,  par  un  fil  flexible,  la  direction  de 
ce  fil,  quand  l'équilibre  est  établi,  doit  passer  par  le  cen- 
tre de  gravité.  Doue,  si  Ton  suspend  le  corps  dans  deux 
positions  différentes,  son  centre  de  gravité  sera  déterminé 
par  l'intersection  des  deux  xlir^ctions  du  fil. 

POïDS    SPÉCIFIQUE.  — ^  DENSITÉ. 

54.  Quand  la  matière  d'un  corps  est  homogène^  des  vo- 
lumes égaux  de  ce  corps  ont  des  poids  égaux  -,  en  d'autres 
termes,  le  poids  est  proportionnel  au  volume. 

Si  l'on  compare  entre  eux  deux  corps  homogènes,  for- 
més .de  substances  différentes,  les  poids  de  chacun  d'eux, 
sous  le  même  volume,  sont  différents.  • 

.  On  appelle  pesanteur  spécifique  d'un  corps  le  poids  de 
l'uni  lé  de  volume  Se  ce  corps.  Si  car  désigne  ce  poids,  P  le 
poids  du  corps  et  p»  le  volume,  on  aura  donc 

On  prend  pour  uniié  de  poids  le  poids  de  i  ceiitimètre 
cube  d'eau  distillée,  à  son  maximum  de  densité,  c'est-à- 
dire  à  la  température  de  i\^^ir  Le  poids  d'un  corps  varie 
avec  le  lieu  où  il  est  placé  \  mais  comme  les  poids  de  tous 
les  corps  varient  dans  le  même  rapport,  le  poids  d'un 
corps  quelconque  exprimé  en  grammes  est  le  même  par- 
tout. 
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K  Quand  un  corps  n'est  pas  homogène,  on  nomme 
ffemàé  moyenne  le  rapport  du  poids  de  ce  corps  à  son 
volume.  On  appelle  dénsilé,  en  un  point  M  de  ce  corps, 
h  limite  vers  laquelle  tend  la  densité  moyenne  d'un  vo- 
lume, de  matière  tout  autour  du  point  M,  quand  ce  volume 
lend  vers  zéro.  La  densité  d'un  corps  non  homogène  est 
ordinairement  une  fonction  continue  des  coordonnées  de 
ses  difTéren  ts  poin ts . 


*  >.- 
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S6^  Quand  on  connaît  lés  poids  et  les  centres  de  gravité 
(le  plusieurs  corps  liés  entre  eux  d'une  manière  invaria- 
ble, on  peut  trouver  le  centre  de  gravité  de  )eur  ensemble, 
soii  par  la  composition  successive  des  poids  de  ces  corps,  ' 
soii  par  le  théorème  des  moments. 

Soient  A  (x,jr,  z),A'{x',j',  z').  A"  (x%j",  z"), ..., 
les  centres  de  gravité  de  différents  corps,  dont  les  poids 
sont Pj  p\  p"^.  .,,  Nommons  P  le  poids  total  et  JCj, y^  ^\ 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système  ;  on  a  (43) 

(i)  P=/?4->t>'-+-/>"-h...,. 

IP  .r ,  =  pje  -{-  p'  x'  -\'  p"  x"  -{-  , .  i  y 
^yx  =  px  -^ p' y'  -^ p" f  -^ r. . , 
p  z,  =  pz  -^  p'  z'  -Jr  p"  z"  -h .  ".  . , 

équations  qui  font  connaître  P,  Xy^jx  et  Z|. 

Quand  les  corps  sont  homogènes,  on  peut,  dans  les  éga- 
lités précédentes,  substituer  les  volumes  aux  poids  cor- 
respondants. 

57.  Si  l'un  des  plans  coordonnés,  par  exemple  le  plan 
jy,  contient  le  centre  de  gravité,  alors  2,  =  o,  et   "" 
l'on  a 

(3)  pz^p'z'  -^-p'^z" -\'.  ,.z=:Oj 

m  m 

c  est-à-dire  que  la  somme  des  moments  des  poids,  par 
rapport  à  tout  plan  passant  par  le  centre  de  grquité  du 
système j  est  égale  à  zéro. 
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PROPRIÉTÉS    DU    CENTRE    DE    GRAVITÉ. 

S8.  Soient k(x,y,z),  h'{x',y,z%k"[x",j",z"),..., 
Fig.  Qo.  ^e$  centres  de  grav^ité  de  plu- 

sieurs corps  dont  les  poids  sont 
respectivement  p,  p',  p'', .  .  . , 
et  O  le  centre  de  gratuité  du 
système  de  ces  poids;  posons 
O  A  =  /•,  0A'=  r',  0M'=  r\ ...  : 
si  Von  applique  suivant  OA^ 
OA',  OA'', . . .  des  forces  pr,  p'r',  p''r'', . . . ,  ces  forces 
se  feront  équilibre. 

En  effet,  menons  par  le  point  O  trois  axes  rectangu- 
laires. Puisque  le  plan  zOy  passe  par  le  centre  de  gravité^ 
on  aura  (57) 

(i)  px-^p^ x'  -{-p" x"  -^  ,  .  .  =  ô. 

Or  on  a 


/  CCS  a',      .r"  =r  r"  cosa", .  .  . 


X  =  rcosa,      X  : 

a,  a',  a'', . . .  étant  les  angles  queOA,  OxV,  OA'', . .  .  font 
avec  l'axe  des  jr;  donc 

(2)         pr  CCS  OL-^  p'  /  cos  a'  •+•  p'^  /•"  CCS  a''  4- . .  .  =  o . 

Mais  /prcosa,  p'r'cosa'^  p" r" qosol"^.  .  ^  sont  les  com- 
posantes des  forces  pr,  p'/', . .  .  estimées  suivant  l'axe 
Ox,  Donc,  comme  la  somme  algébrique  de  ces  compo- 
santes est  nulle,  quelle  que  soit  la  direction  de  cet  axe, 
les  forces  pr^  p' r' ^ . . . ,  appliquées  suivant  OA,  OA', . . . , 
se  font  équilibre  (22). 

59.  On  conclut  de  là  que  si  les  poids  appliqués  en  A, 
A',  A'^, .  . .  sont  égaux  y  des  forces  appliquées  au  point  O 
et  représentées  par  les  droites  OA ,  OA',  OA'', .  .  .  se  font 
équilibre. 

60.  Réciproquement,  5/  des  forces  appliquées  en  un 
même  point  O,  et  représentées,  en  grandeur  et  en  direc- 


QUATRIÈME    LEÇON.  33 

tion,  par  OA  =  r,  0A'=  r',  0A"=  r", . . . ,  se  font  équi- 
libre, des  corps  ayant  tous  des  poids  égaux  à^^  et  leurs 
centres  de  gravité  aux  points  A,  A',  A", .  . .  ,  Jorme- 
ront  un  système  dont  le  centre  de  grauité  sera  au 
point  0. 
En  effet,  puisque  les  forces  se  font  équilibre,  on  a 

(i)  /-cosa -H  r' cosa'-h  7^'cosa''-l-.  .  .=  o; 

par  suite 

(2)  ^   /^rcosa-f-/?/ cosa'-h/jr^cosa"-!-.  .    =0, 

ou  bien 

/?jr -h /?a:' H- ^r" -f- .  • .  =  0. 

Mais  si  P  désigne  le  poids  du  système,  et  x^^jx^  z^  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  le  premier  membre  de 
la  dernière  équation  est  égal  kVxx*  Donc 

(3)  X,  =  0. 

On  démontrerait  de  même  que  Ton  a 

(4)  Xx  =  o,     2.  =  o; 

donc  le  point  O  est  le  centre  de  gravité  du  système. 

61 .  Soient  A  {x,y,  z) ,  A' {x',y',  z') ,  A"  (x",  j",  z'%... 
p.      j  les  centres  de  gravité  de  divers 

^idsp,p\p^^^..,^etG(xx^i^Zx) 
A\  le  centre  de  gravité  du  système, 

^*  •^'         les  axes  étant  menés  par  un  point 

.4".        quelconque.  Posons 

*  OA  =  r,     0A'=  /, 

^  0A''=^'^,..,     OG  =  r,. 

On  a,  comme  nous  l'avons  Vu  (S6), 


•  •  •  > 


(l)  i      ^y^^py^p'y'^p"y"  ^ 


I. 
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EleTanl  ces  trois  équations  au  carré  cl  ajoutant,  on  a 


Or  on  a 

=  H  -f-  r"  —  2  {xjr'  -h  7'v'  -hzz'); 

donc 


et  de  même 


2  (xx'^  -H  j/'  -¥-  zz")  =  r-^  -f.  /^>  —  AA"  , 

et  ainsi  de  suite. 
Donc 


OU  bien 

P»r;  =  (^r» -h />V^ -H /?'^/^> -+....)  (i» -H /?'-+- A>" -f- ... ) 
—  pp'  AT''— />;>"ÂA^'— ...  —  />>"  A'A"  — .  . . , 

OU,  à  cause  de  P  =  p-+-p' -+-/?"-+-.  - ., 

/   P»r;  =  P  (pH -+-/>'/»-+-/>'' /^^  H-...) 
I  -pp'kh!  ^pp^AA''  — .... 

Cette  formule  donne  la  distance  Ti  du  centre  de  gravité 
à  un  point  quelconque  O,  en  fonction  des  distances  des 
points  A,  A',  A'', ...  au  point  O,  et  des  distances  mu- 
tuelles de  ces  points.  On  pourra  donc  déterminer  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  G,  en  calculant  par  celte  for- 
mule sa  distance  à  trois  points  donnés. 

62.  De  la  dernière  formule  on  tire 
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Quand  le  point  O  se  déplace,  le  terme  PrJ  varie  seul 
dans  le  second  membre  ;  on  en  conclut  que  l'expression 

alteint  sa  plus  petite  valeur  quand  /^  =  o,  c'est-à-dire 
quand  le  point  O  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du 
système,  et  que  cette  expression  a  la  même  valeur  pour 
tous  les  points  de  la  surface  d'une  sphère,  ayant  le  point 
G  pour  centre'. 

CENTRE    DE    GRAVITÉ    DES    LIGNES. 

63.  Les  lignes  et  les  surfaces  que  Ton  considère  en 
géométrie  n'ont  aucun  poids,  mais  on  peut  supposer  que 
ces  figures  soient  chargées  d'une  multitude  dé  points  ma- 
tériels pesants,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  tous  leurs 
points  géométriques  soient  sollicités  par  de  petites  forces 
parallèles.  Le  centre  de  ces  forces  sera,  par  définition, 
le  centre  de  gravité  de  la  ligne  ou  de  la  surface  considérée. 

Une  ligne  est  homogène  quand  des  parties  de  cette 
ligne  égales  en  longueur  ont  des  résultantes  égales  ou 
<fes  poids  égaux.  De  même,  une  surface  sera  homogène 
lorsque  des  portions  égales  de  cette  surface  auront  des 
résultantes  égales. 

64.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'une  ligue  ho- 
mogène CD,  il  suffit  d'exprimer  que  le  moment  du  poids 
de  cette  ligne,  par  rapport  à  trois  plans  quelconques,  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  poids  des  éléments  li* 
néaires  qui  composent  celte  ligne,  par  rapport  aux 
mêmes  plans. 

Soient  C1MD=/  la  longueur 
de  l'arc  entier,  M  (a:,  y,  s)  un 
point  quelconque  de  cette  ligne, 
et  posons 


Fig.  12. 


0 


p  r  B 


On  a  d'abord,  entre  des  limites 

3. 
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convenables, 


=  I   y  dx^ 


H-  rt?7'+  (Iz^. 


Le  moment  de  rélément  MM'=:  A.v,  par  rapport  au 
plan  xj^  est  £^s  (z  -\-  ct)^  cl  devenant  nul  en  même 
temps  que  Û5.  En  effet,  on  peut  supposer  que  le  point 
M'  (j:  -h  Aar,y  -+-  Aj^,  z  -|-  Az)  soit  assez  rapproché  du 
point  M  pour  que  l'arc  MIM'  soit  entièrement  compris 
entre  deux  plans  parallèles  à  jcOj^,  menés  par  les  points  M' 
et  M' 5  par  suite,  le  z  du  centre  de  gravité  de  ce  petit  arc 
sera  compris  entre  z  et  z  •+■  £^z.  On  pourra  donc  le  re- 
présenter par  ^  +  a,  a  étant  moindre  que  A,z. 

Donc  si  l'on  désigne  par  oTi,  y,,  z^  les  coordonnées  du 
poinE  G,  centre  de  gravité  de  CD,  on  aura 

(i)  /z,  =  2zAj -f- 2aAj, 

de  quelque  manière  que  la  courbe  soit  partagée.  Celte 
équation  a  donc  encore  lieu  quand  les  éléments  analogues 
îi  MM' sont  infiniment  petits  et  leur  nombre  infini.  Mais 
on  sait  que 

liin2aA^  =  o,     limZzA^=  i  zds^ 
donc 

(2)  lzi=z  j  zds. 

On  opérera  de  la  même  manière  par  rapport  aux  plans 
xOz  eiyOz^  de  telle  sorte  que  les  coordonnées  du  point 
G  seront  déterminées  par  les  trois  formules 

(3)  lXi=z  I  xdsj       ljri=  j  yds^       lzt=z   I  zds, 

ces  trois  intégrales  étant  prises  entre  des  limites  qui  cor- 
respondent aux  extrémités  C  et  D  de  Tare  proposé. 

65.  Si  la  courbe  est  plane,  on  peut  prendre  son  plan 
pour  celui  des  xy,  et  alors  Zi  =  o.  On  n'a  donc  plus  be- 
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soin  que  des  formules 

(4)  /xi=  j  x(hy       ly,^=.   I  yds, 

66.  On  peut  encore  parvenir  aux  formules  (3)  en  con- 
sidérant la  ligne  CD  comme  la  limite  d'une  ligne  polygo- 
nale et  homogène  qui  lui  serait  inscrite. 

En  effet,  on  peut  admettre  comme  évident  que  le 
centre  de  gravité  d'une  droite  homogène  est  au  milieu  de 
sa  longueur.  Le  moment  de  la  droite  MM',  par  rapport 
au  plan  xOy^  sera  donc 


MM' X  (  2-*-  ^^ 


^) 


ou 


V^Ax'4-  A/' -h  Lz'  (  z  -H 


2    -' 


Zi  étant  le  z  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  polygonale 
inscrite,  on  aura  donc 

..../         ,,.-/  MM'.  A  3 

z,  .2MM'=  iMM'.z 

Si  Ton  passe  à  la  limite,  on  aura 

MM'.Az 


lim2MM'=:/,      WmlMW  .z=:  I  zds,     liin  i: 
doue 

lz^  =.    I    zds. 


=  o  ; 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

CENTRE  DE   GRAVITÉ  DES   LIGNES  ET  DES  SURFACES. 

Application  des  formules  précédentes  :  ligne  droite,  —  arc  de  cercle,  — 
cycloïde,  —  parabole.  —  Centre  de  gravité  des  surfaces.  —  Cas  des 
figures  planes.  —  Application  au  triangle,  —  à  la  parabole,  —  au  seg- 
ment circulaire,  —  à  la  cycloïde. 


LIGIVE    DROITE. 


Fig.  23. 


67.  Comme  exemple  de  ce  qui  pFecède,  cherchons  le 

centre  de  gravité  d'un  segment  de  droite. 

Appelant  a,  i,  c  les  coordon- 
jiéesdupoinlC,  a,(3,  y  les  angles 
que  la  droite  fait  avec  les  axes,  et 
CM  =  5  la  longueur  comprise 
sur  la  droite  entre  le  point  C  et 
un  point  quelconque  M[x^y^  z) 
de  cette  droite,  il  est  facile  de 

voir  que  celle-ci  est  déterminée  par  les  trois  équations 

( 


X  =.  a  -\-  s  ces  a 


(') 


y  z=i  b  -\-  f  COSê, 


Z  ==  C  -h  JCOS7. 

Or,  en  appelant  /  la  longueur  CD  du  segment,  on  a 
d'abord 

lxi=  j   xds=:  j   a  ds -i-  1   s  ds  cos a. 

Cette  intégrale  indéfinie  est 

iXi  =  as  -\ ces  a. 

Nous  ne  mettons  pas  de  constante,  parce  que  le  mo- 
ment Ixi  doit  être  nul  pour  5  =  0.  Cette  intégrale  devant 
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être  prise  de  s  =  o  à  5  =  /,  on  a 

Ixt  =  ai  -\ cos  a , 

2 

ou 


on  a  de  même 


X,  ==  fl  -H  -  /cosa; 

2 


r^=  b  -\ —  /  cosê, 

9. 
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3|  =  c  H /COS7. 

2  ' 


Le  centre  de  gravité  G,  ainsi  déterminé,  est  le  milieu 
de  CD  :  car  les  équations  (i),  en  y  faisant  5  =  -/  don- 
nent, pour  les  coordonnées  du  point  milieu  de  CD, 


.r  =  flf  H —  /cosa, 
2 


Y  =;=  b  -^ —  /  cosê , 

•^  2  ' 


«  =  c  H —  /COS7. 
2 


ARC    DE    CERCLE. 


68.  Le  centre  de  gravité  de  Tare  de  cercle  BAC  est 


évidemment  situé  sur  la  droite 
OA,  qui  passe  par  le  centre  du 
cercle  et  par  le  milieu  de  Tare. 
Prenons  donc  OA  pour  axe  des 
X  et  une  perpendiculaire  Ojr 
pour  axe  des  y. 
Posons 


OA=:fl,     BAC=/,     AM  =  ^,     «,=  0G, 


4o 

On  a 


donc 

(0 

Or- 
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X  =  OP  =  a  CCS  MOP  =  a  ces  -  ; 

a 


Ixx  =  j   ^ds  =1  j  a  cos  -  ds. 


donc 


/ 


a  cos  -  as=  a^sin  — h  C  ; 
a  a 


II 

2 


I         a  cos  —  as  =  2a^sin  —  =  «  X  2 a  sin  —  =  «  X 
J     ^  a  art  2a 


BC. 


—  -1 

2 


Donc  si  Ton  désigne  par  c  la  corde  BC,  on  aura 


(>) 


ac 


Xt  = 


Ainsi,  la  distance  OG  du  centre  de  grai^ité  de  Varc 
au  centre  du  cercle  est  une  quatrième  proportionnelle  à 
Varc,  à  sa  corde  et  au  rayon. 


CYCLOIDE. 


69.    L'équation  différentielle  de  la   cycloïde  rappor- 
Pig.  25.  tée  aux  axes  A  a:  et 

Ky  est,  comme  on 
sait  (Cours  d^Ana- 
lyse,  246), 

a  étant  le  diamètre  du  cercle  générateur.  Pour  détermi- 
ner le  centre  de  gravité  de  l'arc  CM,  compté  à  partir  du 
sommet,  prenons  pour  axe  des  y'  la  tangente  au  sommet, 
et  pour  axe  des  x*  la  perpendiculaire  C  j:'.  Posons 
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On  a 

doù 

dx  =•  —  dy'y      dy  •=!  —  djc' , 

L'équation  différentielle  (i)  devient  donc 

[a  —  x')dx'  la  —  x'    ,  , 

y/ax'  -  x'^         V       -^ 

et,  en  supprimant  les  accents, 

(2)  dy=:^^-^dx. 

Soit  CM  =  /.  On  aura 


c^est'-à-dire 


/        ,        /         a  —  X  r    dx  \ia 


(3)  /=  2  ^ax  . 

L'abscisse  Xi  se  calculera  par  la  formule 

/d7,  ==  I      xds  =    1       ya  yx  dx  =  —  .x  ^ax , 

donc 

ixslax 

Xi  =  r 

3/ 

ou 

(4)  •''^s^' 

On  a  ensuite 


<ri=  I  ydszzz^a  I  y  ~ 


et,  en  intégrant  par  parties, 

=  s] a  I  2/  ^j:  H-  ^(a  —  x)sja  —  .r  -t-  C 


42  COURS    DE    MÉCANIQIE. 

Or,  pour  X  =  o,  on  a  y^  =  o,  donc 

i 

d*où,  en  divisant  par  /=  2  ^"ax^ 
(5) 


70.  Si  l'on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de  Tare  GA, 


Fig.   26. 


C        P     D         X 


(6) 


Xi 


•7:  a 


on  fera,  dans  les  formules  pré- 
cédentes, 


x  =  a,     j=-7r«, 
et  Ton  aura 


71.  Soit 


(0 


Fig.  27. 


ftl 


ti 


H        p      a; 


PARABOLE. 


2  - 


2/?X 


Téquation  d'une  parabole  rapportée  à 
son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet; 
soit  /  la  longueur  de  l'arc  A  M,  et  nom- 
mons encore  x^ ,  y^  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  cet  arc.  On  a 
[Cours  d^  Analyse  y  408) 


(2)       / 


=  —  (  7  s/r 


»  -H  yr,»   -f-   /7'  l 


y 


sjy'' 


2), 


et  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  Tare  AM  se 
détermineront  par  les  formules 


(3) 


IXx 


=  j  xds,     ifi=j  y  fis. 
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Cherchons  d'abord  ly^.   Puisque 

•        -        I    f 


on  a 


=  J^(^.^^.)T+C. 


ur  pour  y  : 

=  o,  on  a 

/  —  o     et     //,  —  0  ; 

donc 

€  =  -3-, 

et  enfin 

« 

(4) 

^r.-3/r +;>•)' -^ 

doù  l'on  déduira  j^i  en  divisant  les  deux  membres  par  / 
dont  la  valeur  est  connue. 
Pour  obtenir  x^  on  partira  de  Téquation 


ixi  =.  i  xds  ; 


or 


l  xdi  z=  j  dx  i/x^  ^Çf=zl  d.T  yix 


16' 


En  achevant  l'intégration  indiquée,  on  arrivera  à  la 
formule 


,  /        p\      I Vx      »'    ^x+p  +  ^Ja-+Pl 

(^^  '-=î  h?)  V  ^^-^T-fe» T 


CEKTUE    l>B   l 


72.  Soient  M(x,j,z),  M'(x-h  Aa;,  j-  + Aj,  z-i- Az 


Fig.  aH. 


rTl 


deux  poiuts  v 

surface  rapportée  à    trois    axes 

rectangulaires  ;  soit  m  l'élément 

de  surface  MmM'wi'  intercepté 

eutre  quatre   plans,    parallèles 

deux  à  deux  aux  plans  zOx  et 

zOy. 

Quand  leà  acci'oissemenls  Ax 

et  A/  sont  nuls,  m  de\  iont  Hx  ilj  v'i  +  p'+  i/' ,  />  el  ^ 

...  11...  ■   11      '/ï         i'*  1 

désignant  les  dérivées  partu^lles  -r^:  et  —  ;  on  aura  donc 


\np 


d/' 


(0 


r(V 


h'r  +  =), 


où  a  représente  une  quanti  lé  i|ui  devient  nulle  à  la  limite. 
Le  z  du  centre  de  gravité  de  MntM'/w'  peut  être  repré- 
senté par  z  -\-  S,  S  devenant  nul  eu  mèrae  temps  que 
Ax  et  Ay,  car  ce  plan  est  compris  entre  deux  plans  pa- 
rallèles au  plan  des  xy  menés  par  le  point  le  plus  haut  et 
pur  le  point  le  plus  bas  de  1  élément  MmM'm'.  Dès  lors 
le  niomenl  de  l'élément  par  rapport  au  plan  ^Oj  est 


ï  V I  ,-l-  p'  +  7*  i  I  4_)-  +  7  4  j:  ij , 

y  étant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  et  Aj-.  Si 
l'on  décompose  de  la  même  manière  toute  la  surface  ton- 
sidérée,  en  appelant  A  l'aire  de  cette  surface  et  x,,  y,,  z, 
les  rmMdonnées  de  son  centre  de  gravité,  oii  aura 


Or,  puisque  «x'ite  équation  subsiste,  ijucls  que  soient 
^X  et  Aj}',  elle  sera  encore  vraie  tjuand  ces  accroisse- 
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menls  seront  infinimcnl  petits.  Mais  alors 

lini  227  A. r  ^r  =  o, 


donc  enfin 


(3)  Xz,  =  M  2^1  ^  p^^q^dxdy. 

En  opérant  de  cette  manière  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés,  on  aura,  pour  déterminer  les  inconnues  j*,, 
ri,  ^1,  les  équations 

(4)  {  ^r.=  /  /  J«» 


\z 

\ 


'=/j  ^"' 


Gt) 


tenant  la  place  de  ^i-{-^*-h  q^  dx  dy.  On  ad^ailleurs 

(5)  ^  =  r  Çsji  +p'-\-q'  dx  dy. 

73.  Quant  aux  limites  de  ces  diverses  intégrales,  elles 
sont  faciles  à  assigner.  Si 

sont  les  valeurs  de^  correspondant  à  deux  points,  qui, 
sur  la  projection  du  contour  de  la  surface  sur  le  plan  xy^ 
ont  le  même  x^  il  faudra  intégrer  d'abord  par  rapport 
à  j,  en  considérant  x  comme  une  constante,  depuis 
j=(p(ji;)  jusqu'à  y=iif{^x).  On  intégrera  ensuite  par 
rapport  à  .r,  depuis  x^=  a  jusqu'à  x^=  h^  en  supposant 
que 

soient  les  équations  des  plans  menés  parallèlement  au 
.plan  des  zy^  par  les  points  extrêmes  du  contour,  a  étant 
moindre  que  b. 
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CEKTRE    DE    GRAVITÉ    DES    FIGURES    PLANES. 

74.  Les  formules  (4)  se  simplifient  lorsque  la  surface 

est  plane.   Si   Ton  prend  le  plan  de  cette  figure  pour 

plan  des  xy^  on  aura 

dz  dz 


z,=  o,      -  =  o,      - 


o 


et  les  formules  (4)  et  (5)  se  réduisent  aux  suivantes  : 


dxdy^ 


•6) 


/  l 


or,  =.   i    I   xd: 


y  dxdy. 


Fig.  29. 


(7) 


75.  C'est  ce  que  Ton  peut  d'ailleurs  trouver  directement. 

En  eflet,  soient^  eXy'  les  ordon- 
nées des  courbes  CD  et  CD', 
correspondant  à  une  même  ab- 
scisse, et  posons 

On  a  d'abord 


y 

H 

■ 

i.      -■ 

"^ 

c^i 

1 

M 

M' 

9 

kl^ 

ir 

c 

H'    V 

0 

i 

i 

B     X 

Jnb  /»  B      /*r 

I      [y—y)dx=:  f        I       dxdy. 


Maintenant  si,  par  les  points  infiniment  voisins 
M  (x, j^)  et  lVl'(a:-f- ^jC,  r-h  rf^)  pris  sur  la  surface, 
on  mène  HH'  et  KR'  parallèles  à  Taxe  Oy,  on  formera 
une  tranche  HRH'R'  qui  différera  infiniment  peu  du  rec- 
tangle HHTI  obtenu  en  menant  HI  et  HT  parallèles 
à  Ox. 

Le  centre  de  gravité  g  de  celte  tranche  est  infiniment 
voisin  du  centre  de  gravité  du  rectangle,  et  par  suite  du 
milieu  de  HH'.  On  peut  donc,  en  négligeant  des  quan- 
tités infiniment  petites,  prendre x  c\- pour  les  coor- 
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données  du  centre  de  gravité  de  la  tranche  HKK'H';  or 
celle  tranche  a  pour  mesure  {j  — j^')  dx.  Donc  son  mo- 
ment par  rapport  à  Oj^  est  (y  — j^)  x  dx^  et  son  moment 

par  rapport  à  O a:  est  -  (/* — y^)  dx^  ce  qui  donne 

(8)  \  *''■     ^ 

formules  qui  reviennent  à  celles  qu'on  a  trouvées  plus 
haut  (74), 

Cette  démonstration  pourrait  être  rendue  tout  à  fait 
rigoureuse  par  la  méthode  des  limites. 

APPLICATIONS.  — -  TRIANGLE. 

76.  Prenons  deux  axes  rectangulaires  Aj:,  ky^  pas- 
pj     3q  sant  par  le  sommet  A,  et  dont 

l'un  Kx  soit  perpendiculaire  au 
côté  BC.  Soit  AD  =  A.  Nom- 
mons Xi  etyi  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  G,  et  X  la 
u    D  a:  surface  ABC.  Soient 

les  équations  des  droites  AB  et  AC.  On  aura 

\      w  — j)«J?=  I      \J^  —  m)xdx'= 9 

^•^•=  I      [X'-x')xdxz=  j      {m-'m')x^dx=^    ^  ' 

d'où  Ton  conclut 
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Or  le  point  F  milieu  de  BC  a  pour  coordonnées 

donc  le  centre  de  gra\^ité  du  triangle  ABC  est  sur  la 
ligne  médiane  AF  et  aux  -r  de  cette  ligne  à  partir  du 
sommet. 


PARABOLE. 


77.  Soit 


(  I  )  X'  r=  7,px 

Téquation  de.  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
p.     3,  gente   au  sommet.    Proposons- 

nous  de  trouver  le  centre  de  gra- 
vité du  segment  OAD.  Comme 
la  courbe  dont  Fordonnée  était 
désignée  par  j^'  dans  le  cas  géné- 
ral se  confond  avec  Taxe  des  x, 
on  a  j^'  =  o,  et  les  formules  gé- 
nérales (7)  et  (8)  du  \\^  75  se  réduisent  a 


0 


RI 


fO 


-^ 


U     g    1).      X 


{^•) 


Jo  ^0  -*■  t/o  • 


On  aura  donc 


Xi  =   I 

*/o 


s/ip .x^  dx  =  ^ ^ sl^px , 

6 


Slip.x"^  dx  =z  - .r' sjipx , 


px  dx  = 


px^ 


Par  conséquent 

3  3     /px       3 
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SECTEUR    CIRCULAIRE. 


78.  Le  point  cherché  est  sur  la  droite  AO,  qui  passe 

par  le  milieu  de  Tare  BC  et  qui 
partage  le  secteur  en  doux  par- 
ties symétriques.  Il  ne  reste  donc 
plus  qu'à  trouver  la  distance OG. 
Imaginons  que  Ton  ait  in- 
scrit dans  l'arc  BC  une  ligne 
polygonale  régulière,  et  que  Ton  ait  joint  les  sommets  au 
centre.  On  aura  un  secteur  polygonal  composé  de  trian- 
gles égaux  et  dont  le  centre  de  gravité  coïncidera  avec 
le  centre  de  gravité  d'une  ligne  polygonale  régulière  in- 

scrile  dans  l'arc  B'C  décrit  d'un  rayon  OA'  égal  à  ^  OA. 

Ce  résultat,  indépendant  du  nombre  des  divisions  de  Tare 
BC,  conviendra  encore  lorsqu'on  passera  à  la  limite^  d'où 
résulte  que  le  point  cherché  G  sera  le  centre  de  gravité 
de  l'arc  B' A' G'.  Soient 


-, 

OA 

=  /ï, 

BC  =  r 

y 

BAC  — 

/, 

on 

aura 

(68) 

2 

2 

0G  = 

OA'.B'C 
B'A'C 

3 

, 

1' 

ou 

bien 

0G  =  | 

ac 

—      • 

/ 

Delà  il  est  aisé  de  conclure  le  centra  de  gravité  du 
segment  BAC,  puisqu'on  connaît  ceux  du  secteur  OBAC 
et  du  triangle  BOC. 


CYCLOIDE. 


79.  Prenons  pour  axe  des  y  la  tangente  au  sommet,  et 
pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  CD.  Soient  x  =  CP, 

I.  4 


5o  GOUmS    OH    SÉCAJSIQUE. 

j  =  MP  les  coordoDiiées  d'im  point  M  de  la  courbe , 

^-  32-  JCi*  Tt  celles  du  centre  de  gra- 

9  <  vite  G  dn  segmoit  MCP,  et  a  le 

diamètre  dn  cercle  génératenr. 
Uéqnadon  de  la  courbe  est 


Q 


i 


/ 


i        tD 


et  les  formules  à  employer  poor 
déterminer  Xi  et  j^t  soot 


(a)     À=i     jàxj     Àx,  =  i      xrdbr,      Àr,  =-4      /^dlr. 

Or  ^~  /      r<Ér=JPr—  ^      x^Tt 

et,  en  remplaçant  (fy  par  sa  iraleor* 


— i 


\  ^  x>^  —  i      ^  V  «^  —  x=^. 


Hais  si  Ton  appelle  V  Faire  du  segment  CXP  du  cercle 
gmérateur,  on  a 

donc 


<£jr  %  ax  — 


(3)  \=xr^\y 

ce  qu  on  pourait  d  ailleurs  poser  immédiatement  (  Cours 

80.  On  a  ensuite 

'^-'^      ^   r   r    ' 1; 

=r  = i  xdx  Uax  —  or . 

2  2  J 

Mais 
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Cl,  par  conséquent, 

I  xdx  \/ax  —  X*  =-  j    rix  ^ax  —  x^ 


ou  bien 


l  [a  —  ix)dx  ^ax  —  x* 

xdx  ^ax  —  x*=r-iiV  —  -^{^x  —  X*)*: 


donc 


(4)  X  j:.  =  -^  —  —  +  ^  {ax  -  x'Y  , 

d'où,  en  divisant  par  A,  on  déduira  Xj. 
81.  Le  calcul  dej^t  est  un  peu  plus  compliqué.  On  a 

^  ^ri  =  -    j  J^dx  =  -y*x  —  1  xydjr; 


or 


j  xfdy  =  j  xy  i/      ^      dx  =  j  y^x^a—xdx 


=  —  -5/  (/î  —  J?)  sjax^x^ 


1  r  *  — 


yx 
Mais 


r(^  ^xy  sfidy  =  /*(«  -  •*)'  rfx  =  -  1  («  -  x)% 

/-       dx  r  y  I  I     /* 

4. 
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donc 


/ 


d'où 


xy  dy  '=i —  Q^l^  —  x)^ax  —  x"* [a  —  x)^ 

m  î/ 

dy  =zc  —  —./  [a  —  x)  \jax  —  .r' 


/ 


"^  ' 


I  ,  .1 


et 


\y,  =  -a:/»  —  -  ay""  -»-  -  j-  ( ^r  —  ar)  ^ax  —  ar' 
^  o  ^ 

(^)     ■  .  , 

82.  Si  l'on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de  la  demî- 
cycloïde  ACD,  il  faudra  faire,  dans  les  formules  iroufées, 


7r« 

X       a,     y-   ^, 

et  l'on  aur^ 

^^     8    ' 

32 

7r'fl3       Tf^fl^        I     3       37r*«' 

'•^'^   8       ■  32       ë''  -    32 

6    ' 

d'où 


1  Tta       La 

12  4  97r 
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SIXIÈME  LEÇON. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  SURFACES  ( SUITE). 

Centre  de  grayité  dm  «urfaces  de  révolution.  —  Centre  de  gravité  d'une 
xone  sphérique,  —  d'une  ïone  cycloïdale.  —  Théorèmes  de  Guldin.  — 
Volume  du  cylindre. 


CENTRE   DE   GRAVITÉ  DES    SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 


Fig.  34. 


83.  Considérons  la  surface  engendrée  par  la  révolution 

d*une  courbe  plane  CD,  tour- 
nant autour  d'un  axe  Ox  situé 
dans  son  plan.  Prenons  cette 
droite  pour  axe  des  abscisses  et 
pour  axe  des  ordonnées  une  per- 
pendiculaire k  Ox  située  dans 
le  plan  de  la  courbe. 
Le  centre  de  gravité  de  la  surface  est  évidemment  sur 
Ox.  On  n'a  donc  qu'à  déterminer  son  abscisse  OG  =  Xi. 
Soient  M  (x,y)  et  M'  (x  +  dx, y-^dy)  deux  points 
infiniment  voisins  pris  sur  la  courbe.  On  peut  regarder 
la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  l'arc  infiniment 
petit  MM'  =  ds  comme  celle  d'un  tronc  de  cône  dont 
Taire  est  alors  anyds  ;  donc  si  S  est  la  surface  engendrée 
par  CD,  on  aura 

dS  =  TLizydsy 
d'où 

(!) 


=  2  TT  I  y  ds. 


D'ailleurs  le  moment  de  l'élément  de  surface  ^S,  par 
rapport  à  tiu  plan  zOy  perpendiculaire  à  Ox,  est 
'^'Rxyds-^  car  x  est  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de  Té- 
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lément  à  an  infiniment  petit  près  ;  le  moment  de  la  sur- 
face totale  est  Sxi  :  donc 


(a) 


r,  =  air  I  xjds. 


84.  Si  Tare  CD  tournait  autour  de  Taxe  des  j,  en  nom- 
fie-  35.  mant  G'  le  centre  de  gravité  de 

'l  la  surface  ainsi  engendrée,  on 

FI J?  aurait 


^-^ _^ 

o!      i       6     ■     s 


S'XOG 
Maison  a 


'=../ 


xydU. 


SXOG 


=  2x1  x7/w; 


don 


S'xOG'zirSxOG, 


relati<m  qui  fera  tiourer  rone  des  quatre  quantités  S,  S', 
<Xï,  OG',  quand  on  connaitra  les  trois  autres. 


CBSTIS   DE  GEATnt  D^ITBB   ZOSB   SPBÉEIQUE. 

85.  Soit  CD  un  arc  de  cercle  qui,  en  tournant  autour 
Fiç.  36.  ij^  Ox,  engendre  la  zone  dont 

ou  Teut  aToir  le  coitre  de  gra- 
Tité.  Posons 


OA  =  tf,     OB=*,      OE  =  li, 
nous  aurons 


d'où 


ou 


à      B     I      i 


S  =  2xr    j'ds=iiic  j      R«Lc 


S==2tR    ^  —  <r\ 
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et  ensuite 


a  Ja 


donc 


X,  = 


h  -ir  a 


•»• 


2 


Ainsi,  le  centre  de  gra^fité  d'une  zone  sphérique  est 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  aux  deux  bases  et  à 
égale  distance  de  ces  bases. 

CEUTRE    DE    GKÀYITÉ    d'uHE    ZONE    CTCLOÏDÀLE. 

86.  En  prenant  les  axes  comme  au  n^  69,  l'équation 
Fip.  37.  ^^  '*  cycloïde  sera 

(i)      ^^  =  ^Y/__, 

d'où 

ilx  Ja 
as  = — =- 


y 


C        P     D         ^ 


^ 


et 


Or 


dx 

Spc 


/  ^--=r-«=   i  jrd{iispi:)=z  ^y\pc — 2  i  >Jxdjr 


OU  enfin 


=,.^-,/^^ï=^. 


Si  l'on  veut  obtenir  l'aîre  engendrée  par  l'arc  CM,  on 
aura  S  =  o  pour  ar  =  o.  On  a  donc 


C=  — 


~' 
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donc 

(2)  S=r4irjv'«.rH 1^  (a  —  x)' 5— 


Maintenant 


Sx,=  2  7r  ^  j  jr  ^.dx; 


mais 


1  y  sjxdx=  j  yd  f  ^-^^J  =3*/^'-^  —  â    /  ^^  ^^ 
:=.'^xy  s[x  —  —   \  X  sfcT—x  dx 
=  -xx^-+-2   /  {a--xY  dx 5-    1  [a^xY  dx. 

» 

Eq  effectuant  ces  dernières  intégrations  et  déterminant 
la  constante  arbitraire  par  la  condition  que  Sxi  soit  nul 
pour  orso,  on  aura 

i  Sx,  =  ^  -Kxy  ^Hx  H Tffl'  (a  —  xY 

i  8  -        16 

d'où  l'on  déduira  x^. 

87.  Si  Ton  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
engendrée  par  la  demi*cycloïde;  il  faudra  faire 


ce  qui  donnera 


x=a,     jr= — , 

2 


S  =  27ra*  (  TT  —  ^  1  , 

27r        /  8 


(loù 
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X,  =  - 


a 
3 


TT 


i5 


TT  —  ■;r 


4 

3 


THÉORÈMES    DE    GULDIN. 

88.  Soient  CD  une  courbé  plane,  l  sa  longueur   ot 
Fig.  38.  g  (  JTi,  /i  )  son  centre  de  gravité  ; 

y  ^^  as  étant  la  différentielle  de  cet 

c,/^  arc,  on  a 


B   X 


I' 


Maintenant,  si  S  est  Taire  de 
la  surface  engendrée  face  b  révolution  de  CD  autour  de 
Ox^  on  a 

S=27r  Ijrds; 

on  aura  donc 

S  =  27rj,  x/, 

d'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 

La  surface  engendrée  par  la  réi^olution  iVune  courbe 
plane  autour  d^un  axe  situé  dans  son  plan,  a  pour  me- 
sure  la  longueur  de  la  courbe  multipliée  par  la  circon- 
férence que  décrit  son  centre  de  grai^ité. 

89.  Si  la  courbe,  au  lieu  d'accomplir  une  révolution 
entière,  ne  tournait  que  d'un  angle  d,  en  appelant  S' l'aire 
engendrée,  on  aurait 

S'        e 


27r 


d'où 


S'rr: 9 

27r 


ÔJ../. 


Or  ôyi  est  Tare  décrit  par  le  point  g  ;  on  peut  donc 
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dire  aussi  que  :  La  surface  engendrée  par  une  courbe 
plane  tournant  d\tn  angle  quelconque  autour  d^une 
droite  située  dans  son  plan  est  égale  à  la  longueur  de 
la  courbe  multipliée  par  l'arc  que  décrit  son  centre  de 
gravité, 

90.  Soîl  CC'D'D  une  surface  plane  comprise  entre 

deux  courbes  CD,  C  D',  et  deux 
droites  CA,DB  perpendiculaires 
àOx;  soientG(ari,j^i)  le  centre 
de  gravité  de  cette  surface,  et  X 
sou  aire  \  on  aura 


Fig.  39. 

y 

c 

c 

«G 

D 

0 

i 

> 

B        X 

>jl 


=  '^J{f-y" 


)dx. 


les  équations  des  deux  courbes  CD,  CD'  étant 

Soit  V  le  volume  engendré  par  la  révolution  de  l'aire  X 
autour  de  l'axe  Ox  situé  dans  son  plan,  on  a 


y  =  n  C(x^—y^ 


)  dx\ 


donc 


V  =  X  X  27rj^». 


Ainsi,  le  volume  engendré  par  la  révolution  (Tune 
aire  plane  autour  d*un  axe  situé  dans  son  plan  est  égal 
à  Vaire  de  la  surface  génératrice,  multipliée  par.  la  cir- 
conférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

91.  Si  l'aire  n'accomplissait  pas  une  révolution  en- 
tière, le  volume  engendré  serait  égal  à  l'aire  X  multi- 
pliée par  l'arc  de  cercle  que  décrit  le  centre  de  gravité  de 
l'aire. 


92.  Par  exemple,  soit  un  cercle  de  rayon  a,  tournant 
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autour  d'un  axe  situé  à  une  distance  CH  =  /*  de  son 
^^'  ^°-  centre,  nous  aurons 

/=  2  7rûr,      \  =r  ira', 

et  par  suite 

Si  une  ellipse  dont  les  axes  sont  2 a  et  ai  tourne  au- 
^^^'  ^''  tour  d'un  axe,  situe  dans  son 

plan  à  une  distance  h   de  son 
centre,  on  aura 

"k  =  naby 
Yz=2n'ab/t, 

93.  Le  théorème  de  Guldin  relatif  aux  volumes  est 
susceptible  d'extension. 
Si  une  surface  plane  se  transporte  dans  l'espace,  de 
^^'  42.  ielle  sorte  quun  de  ses  points 

restant  toujours  sur  une  courbe 
quelconque  IK,  son  plan  de^ 
meure  constamment  normal  à 
cette  courbe  y  le  solide  engendré 
par  le  moui^ement  de  cette  sur^ 
face  aura  pour  mesure  l'aire 
de  la  surface,  multipliée  par  la 
courbe  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

En  effet,  soient  MO  et  M^O  deux  droites  infiniment 
voisines  suivant  lesquelles  le  plan  de  la  surface  mobile 
rencontre  successivement  le  plan  osculateur  de  la  courbe 
IK  au  point  M.  Les  deux  plans  qui  auront  ces  droites 
pour  trace  étant  normaux  à  la  courbe,  se  couperont  sur 
une  droite  projetée  en  O  et  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur MM'O  de  la  courbe  au  point  M.  Cette  droite  est  l'axe 
du  cercle  osculateur  et  O  en  est  le  centre.  Donc,  quand  la 
surface  génératrice  passera  de  la  position  qui  correspond 
àOM,  à  celle  qui  correspond  à  OM',  elle  pourra  être  sup- 
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posée  lournei'  autour  de  Taxe  projeté  enO.  Dès  lors  le 
volume  du  solide  engendre  par  ce  déplacement  infinîm'cDt 
petit  aura  pour  mesure  l'aire  de  la  surface  mobile,  mul- 
tipliée par  le  petit  arc  de  cercle  que  décrit  le  centre  de 
gravita  de  cette  surface.  La  même  chose  peut  se  dire  de 
chaque  élément  de  volume  ainsi  formé  ;  on  voit  donc  bien 
que  le  volume  total  sera  égal  à  l'aire  génératrice  multi- 
pliée par  la  courbe  que  décrit  le  centre  de  gravité. 

Ou  renurquera  que  le  plan  de  la  surface  mobile  reste 
toujours  tangent  à  la  surface  développable  formée  par  les 
intersections  successives  des  plans  normaux  à  la  courbe 
directrice. 

VOLUME  DU  cyliudee. 

94.  Soit  ABCDun  cylindre  dont  la  section  droite  est 
Fie.  i^.  AB,  coupé  par  un  plan  CD  in- 

cliné à  ses  arêtes.  Soient  XTaire 
de  la  base  AB,  et  z,  la  disUnce 
du  centre  de  gravité  de  la  base 
supérieure  à  la  base  inférieure. 
Je  dis  que  le  volume  du  cylindre 
ABCD  est  égal  à  Wx,. 

En  effet,  soient  Ox,  Oy,  Oz 
trois  axes  rectangulaires,  dont  deux,  Ox^  Ojr,  soient  dans 
le  plan  de  AB.  En  désignant  par  X  l'àireCD  et  par  m  l'aire 
d'un  de  ses  éléments  infiniment  petits,  on  aura  (73) 


(■)■ 


^fl" 


Soient  ô  l'angle  des  deux  plans  AB  et  CD,  et  w'  la  pro- 
jection de  u  sur  le  plan  AB,  on  aura 


l'=;icosfl. 


En  multi|^nt  l'égalité  (i)  par  le  facteur  cosS,  on  aura 


''sixième  leçon.  6i 

ou 


(2)  X'Z,= 


//'"■ 


Or,  z  étant  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  l'élé- 
ment »,  zcû'  est  le  volume  du  cylindre  infiniment  petit 

W,  et  dès  lors  \   \  zts!  est  le  volume  du  cylindre  entier 

ABCD.  On  a  donc 

(3)  V  =  Vz,. 

Ce  qu*il  fallait  démontrer. 

95.  Le  centre  de  gravité  G'  de  la  section  droite  AB  est 
la  projection  du  centre  de  gravité  G  sur  le  plan  de  la 
section  droite. 

En  effet,  soient  J^i,  /i,  z^  les  coordonnées  du  point  G, 
etar^y,  5  o  celles  du  point  G'.  On  a 

d'où  Ton  déduit,  en  multipliant  par  le  facteur  constant 

cosfi, 

on  aurait  de  même 

donc 

^e  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

96.  De  là  résulm  que  les  centres  de  gravité.G,  G',  G'' 
de  toutes  les  sections  planes  faites  dans  uii  cylindre 
quelconque  sont  sur  une  même  droite  parallèle  aux 
arêtes. 
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n  peut  en  déduire  que  le  volume  d'un  cyl 
"B  4V  quelconque  EFCD   est    éj 

l'aire  d'une  section  droite, 
tipliée  par  la  dïsunce  GG 
centres  degravitédes  deux  1 
En  effet,  soient  V,  le  vt 
ABCD,  V,  le  volume  ABf 
V  le  volume  EFCD.  En 
gnant  par  V  l'aire  de  la  si 


droite  AB,  on  aura 


V,  =  V.GG', 


=  y(GÇ'  — G'G"), 


SEPTIÈME    LEÇOIf.  63 


SEPTIÈME  LEÇON. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  VOLUMES. 


Centre  de  gravité  du  cône.' —  Centre  de  gravité  du  secteur  sphérique.  — 
Centre  de  gravité  des  solides  de  révolution.  —  Corps  dont  le  centre  do 
grafité  s'obtient  par  une  seule  intégration.  —  Volume  et  centre  de  gra- 
vité d'an  corps  quelconque. 


CENTRE  DE  GHÀVITÉ  DU  c6nE. 

97.  Soit  OIL  un  c6ne  quelconque  à  base  plane  IL  et 
posons  OH  =  h.  Soient  OP  =  x,  0P'=:  x  -h  dxy  les  dis- 
Fig.  45.  tances  au  point  O  de  deux  sec- 

tions planes,  infiniment  voi^ 
sines  et  parallèles  à  la  base. 
Nommons  u  Taire  de  la  section 
il  et  b  celle  de  la  base  IL.  On 
peut  considérer  la  tranche  ill'i' 
comme  un  cylindre  ayant  pour  base  u  et  pour  hauteur 

(fx.  Ce  volume  sera  donc  udx.  ou  -4t-  dx  à  cause  de  Té— 

galité 

u        b 

Par  suite  on  aura  pour  le  volume  du  cône 

*  bx'dx 


=x 


ou 

0 


Appelons  maintenant  jCi  la  distance  du  ceiUre  de  gra- 
nité du  cône  k  un  plan  parallèle  à  IL  mené  par  le  sommet. 
Le  centre  de  gravité  de  la  tranche  infiniment  mince  ili'V  à 
^  même  plan  est  x,  en  négligeant  des  quantités  infini- 
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mentpelilcs.  On  aura  donc,  en  prenant  les  moments  par 
rjapporl  à  ce  mùmc  plan, 


JT,  =    i      xudx'==.    I 
•/o  «/o 


^'bx'dx 


donc 


bh'^       bh^ 


d'où 

(2) 


^'•=p-'= 


4 


D^ailleurs  le  centre  de  gravité  du  cône  est  sur  la 
droite  Og^  menée  du  sommet  O  au  centre  de  gravité  de 
la  base  IL,  puisque  les  centres  de  gravité  de  toutes  les 
tranches  sont  dur  cette  droite  ;  par  conséquent  le  centré 
de^ravité  et  un  cône  à  base  quelconque  est  sur  la  droite 
qui  va  du  sommet  au  centre  de  grauité  de  la  base  et  aux 
trois  quarts  de  cette  droite  à  partir  du  sommet. 

98.  *En  appliquant  ce  théorème  à  la  pyramide  trian- 
gulaire, on  démontre  aisément  que  le  centre  de  gravité 
d'une  telle  pyramide  est  le  même  que  celui  de  quatre 
poids  égaux  appliqués  à  ses  sommets,  et,  par  suite,  que  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque  est 
le  quart  de  la  somme  des  distances  des  quatre  sommets  à 
ce  plan. 

CENTRE    DE    GRAVITÉ    DU   SECTEUR    SPHÉRIQUE. 

99.  On  peut  concevoir  le  secteur  sphérique  en- 
gendré par  la  révolution  du 
secteur  circulaire  BOA  autour 
de  OA,  comme  décomposé  en 
une  infinité  de  pyramides  trian- 
gulaires équivalentes,  dont  lies 
bases  seraient  les  éléments  trian- 
gulaires infiniment  petits  de  la 
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zone,  base  du  secteur  sphériquc.  Or  les  centres  de  gravite 
Je  toutes  ces  pyramides  se  trouveront  uniformément  dis- 
tribués sur  la  zone  décrite  par  la  révolution  de  Â'Bfv'A>*<^ 

3 
dont  le  rayon  OB'=  j  OB.  Donc  le  centre  de  gravité  du 

secteur  sphérique  coïncidera  avec  le  centre  de  gravité  de 
cette  zone.  Ce  point  sera  donc  le  point  G  situé  à  égale  dis- 
tance de  A'  et  de  D',  D'  étant  le  point  où  la  corde  de 
l'arc  B' A'C  rencontre  OA. 

Si  Ton  désigne  par  r  le  rayon  de  la  sphère  et  par  a 
l'angle  AOB,  on  aura 

3  3 

CD'  =  -  OD  =  7  /  cosa, 

4  4 


•  OA'=vr; 
4 


do 


ne 


0G  = 


OD' 


OA'        3    , 


cosa), 


ou  bien 


3  I 

0G  =  -jrcos'-a. 

4  2 


Ainsi  on  obtiendra  le  point  G  en  projetant  le  point  A'  sur 
la  bissectrice  de  Tangle  AOB,  et  en  projetant  cette  pro- 
jection sur  OD. 


CENTRE    DE    GRAVITÉ    DES    SOLIDES    DE    RÉVOLUTION. 

100,  Soit  CDC'D'  une  surface  plane  comprise  entre 

deux  courbes  CD,  C/D'  et  deux 
droites  parallèles  CC,  Diy.  Sup- 
posons que  cette  aire  tourne  au- 
tour  d'une    droite  Ox,    située 
dans  son  plan  et  perpendiculaire 
à  ce.  Considérons  la  bande  in- 
finiment mince  MNM'N'  limitée  aux  deux  courbes  CD 
<îl  CD'  et  aux  deux  parallèles  infiniment  voisines  PM  et 
I  5 


Fig. 

47 

'. 

y 

] 

f 

) 

\f 

NX' 

JE 

^ 

~ 

C 

j 

r~ 

M 

12 

0     JC 

66  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

QN.  jSoient 

OP  =  x,    PQ=rfx,     PM  =  /,     PM'  =  j'. 

I^e  volume  engendré  par  MM'NN'  peut  être  regardé 
comme  la  différence  de  deux  cylindres  ayant  pour  hau* 
leur  commune  dx  et  pour  bases  les  cercles  décrits  par 
les  droites  PM  et  PM'  :  ce  volume  sera  donc 

et  si  V  est  le  volume  total,  on  aura,  en  posant  OA  =  a, 
OB  =  i, 

Maintenant  x  étant  Tabscis^  du  centre  de  gravité  du 
volume  engendré  par  MM'NN',  le  moment  de  ce  volume, 
par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire  à  Ox,  mené  par 
le  point  O,  sera  i:x(j*  —  y*)  dx»  Donc  si  Xi  est  l'ab- 
scisse du  centre  de  gravité  que  l'on  cherche,  on  aura 

(2)  \xi  =  n    j     {x^  —  x'^)xdx, 

égalité  qui  fera  connaître  Xj . 


CORPS    DONT    LE    CENTRE    DE    GRAVITÉ    s' OBTIENT    PAR    UNE 

SEULE    INTÉGRATION. 

101.  On  peut  obtenir  par  une   seule  intégration  le 
Fîg.  48.  centre  de  gravité  d'un   corps 

lorsqu'il  est  décomposable  en 
éléments  infînîment  petits, 
ayant  leurs  centres  de  gravité 
en  ligne  droite. 

Considérons,  par  exemple, 
un  segment  d'ellipsoïde  com- 
pris entre  deux  plans  parallèles 
AL  et  BM. 

Menons  par  le  centre  O  dej l'ellipsoïde  un  plan  zOy, 
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parallèle  à  ces  deux  plans  ^  soient  Oj^  Qz,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  section  ainsi  obtenue,  et  Ox  le  diamètre 
conjugué  à  ce  plan  diamétral.  Le  diamètre  Ox  passera 
par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  parallèles  à 
zOy,  puisque  ces  centres  de  gravité  sont  les  centres  de 
toutes  ces  ellipses. 

Or  2a,  2 6,  2C  étant  les  longueurs  des  trois  diamètres 
conjugués,  l'équation  de  l'ellipsoïde  sera 


.X*       jr^       z' 


On  peut  concevoir  le  segment  ALBM  comme  fprmé 
d'une  infinité  de  tranches  infiniment  petites,  limitées  par 
des  plans  parallèles  à  zOj,  Soit  PRP'R'  une  de  ces 
tranches,  telle  que  OP  =  a?,  OP'  =  x-h  dx.  Le  volume 
de  celte  tranche  différera  infiniment  peu  de  celui  d'un 
cylindre  qui,  ayant  l'ellipse  PR  pour  base,  aurait  pour 
hauteur  la  distance  entre  PR  et  PR'.  Or  Téquation  de 
Tcllipse  PRest 

^  '  —  I    — 


C'  rt» 


et  par  suite  son  aire  est 


JT^ 


nbc{  t ^  I  sin  ô, 


d  étant  L'angle  .-2 Oj^.- D'un  autre  côté,  X  désignant  l'angle 
que  le  diamètPe  Oaf  fait  avec  le  plan  diamétral  zOjTf 
dxsiuï.  est  l'épaisseur  de  la  tranche^  le  volume  de  celle 
tranche  sera  ddnc 

•tt  hc  sin  0  sin  >  I  i  —  —  |  dx. 

Par  suite,  x  ■=  a,  x  =  (3  étant  les  équations  des  plans 
AL,  BM,  le  volume  V  du  segment  sera 

7rZ>csinôsinA    C '^ ,   .         ,\  , 

5. 
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ce  qui  donne,  en  intégrant, 

^^)'     ^=  37^ (3_a)(3«»-a'~ap— p^). 

Maintenant  le  centre  de  gravité  G  du  segment  ALlîM 
est  sur  le  diamètre  Ox,  et  comme  l'abscisse  du  centre  de 
gravité  de  la  tranche  infiniment  petite  diffère  infiniment 

peu  de  x^ 

^csinOsinX,   ,  . 

TT —  ia^  —  x^)xdx 

a* 

sera  le  moment  de  cette  tranche  par  rapport  au  plan  zOj 
et  à  la  direction  Ox.  D'un  autre  côté,  si  OG  =  j:i, 
\Xi  sera  le  moment  du  segment-.  On  aura  donc 

TT^csindsinX    r^ 


ou 


TT^csinO  sin>  ,^ 
\x,  = ^-^5 (p._a')(2«»-«'-p'), 

d- OÙ,  en  divisant  par  V, 


(3)  x.= 


4(3fl^— a^— ap~p») 


On  doit  remarquer  qne  Xi  ne  dépend  ni  des  dia- 
mètres ai  et  2C,  ni  des  angles  6  et  X,  en  sorte  que  cette 
formule  donne  immédiatement  l'abscisse  du  centre"  de 
gravité  d'un  segment  sphérique  dont  le  rayon  est  a  et 
dont  a  et  (3  sont  les  distances  des  bases  *au  centre  de  la 
sphère.  ^        ^ 

CENTRE    DE    GRAVITÉ    d'uN    CORPS    QUELCONQUE. 

102.  Supposons  le  corps  rapporté  à  trois  axes  rectan- 
gulaires Ox^  Oy,  Oz.  Si.ron  mène  une  infinité  de  plans 
parallèles  au  plan  xOj,  on  partagera  le  solide  en  une 


z 
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iniiûlté  de  tranches  dont  les  bases  seront  parallèle^  à  ce 
Fig.  49.  plan  ;  en  menant  des  plans 

parallèles  au  plan  zOx^  on 
décomposera  chaque  tran- 
che en  une  infinité  de  petits 

_, filets    prismatiques     ayant 

toutes  leurs  arêtes  perpen- 
-^  diculaires  au  plan  zOy^  et 

enfin  au  moyen  de  plans  parallèles  au  plan  z  Oy^  cha- 
cun de  ces  filets  se  trouvera  partagé  en  une  infinité  de 
parallélipipèdes  infiniment  petits  dans  toutes  leurs  di- 
mensions. 

Soient  M(x^y,z)  et  M'(j:-f-^,  J-4-^jKi  ^-^dz) 
deux  sommets  opposés  d'un  de  ces  parallélipipèdes  infini- 
ment petits.  Son  volume  sera  dxdydz  et  par  consé- 
quent, si  V  est  le  volume  du  solide  entier,  on  aura 


(i)  V=   j   j   j  dxdydz. 

Si  le  corps  est  homogène,  cette  intégrale  triple  pourra 
èlre  considérée  comme  représentant  le  poids  du  corps.  Si 
le  corps  n'est  pas  homogène,  le  poids  de  l'élément  MM' 
sera  représenté  par  p dxdydz  et  le  poids  du  solide  en- 
tier P  par  la  formule 

(2)  P=   /   /   /  ^dxdydz, 

p  désignant  la  densité  du  corp$  au  point  (x,  y,  z) .  On  sup- 
pose que  p  est  une  fonction  continue  des  coordonnées, 
fonction  qui  peut  être  considérée  comme  ayant  sensible- 
ment la  même  valeur  dans  toute  l'étendue  d'un  élément 
infiniment  petit. 

Voici  maintenant  comment  on  devra  effectuer  Tînté- 
graiion  indiquée.  L'équation  de  la  surface  du  corps 
donne,  en  général,  pour  un  système  de  valeurs  de  x  et 
dej,  deux  valeurs  de  z  :  soient /*(x,  y)  la  plus  petite,  et 
^(x^y)  la  plus  grande  de  ces  valeurs.  On  commencera. 


I 
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par  chercher  rinlég^'ale 

en  regardant  xety  comme  des  constantes. 

Imaginons  maintenant  que,  de  Téquation  de  la  trace 
sur  le  plan  des  xy  d'un  cylindre  parallèle  à  Oz  et  cir- 
conscrit à  la  surface  du  corps,  on  lire 

la  première  étant  la  plus  petite    et  la  seconde  la  plus 

grande  des  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  une  valeur 

attribuée  à  .r.  En  regardant  x  comme  une  constante, 

on  cherchera  l'intégrale  définie 
« 

dr    f  pdz. 

bnfin 

étant  les  équations  de  deux  plans  parallèles  au  plan  ^Oj  , 
l'un  mené  par  le  point  le  plus  rapproché,  Tautre  par  le 
point  le  plus  éloigné  de  ce  plan  sur  la  surface  du  solide, 
on  aura 

]      djc    1  dy    \  pdz. 

103.  Pour  trouver  maintenant  le  centre  de  gravité 
(^lîJTi^^i)  ^^  solide,  observons  que  xpdVy  ypdW^ 
7,pd\  seront  les  moments  du  parai léli pi pède  MM'  par 
rapport  aux  plans  coordonnés,  en  regardant  x^  jr^  z 
comme  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce  paral- 
lélipîpède.  On  aura  donc,  d'après  le  théorème  des  mo- 
ments, 

I    Po;,  =r    f  j   j-rpdY, 
(4)  i  ?r,^  JC  ÇypdW 

Pr,r^     en  z:.â\\ 
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Si  le  corps  était  homogène,  le  facteur  constaDt  p  pourrait 
sortir  du  signe  d'intégration  et,  en  remplaçant  -  par  V, 
on  aurait 


^''  =  ///^'^' 


'^^  W'=fff 


Xd\, 


=ni 


yz,=  \  \  l  zdv. 


Les  limites  de  ces  int^rales  sont  les  mêmes  que  pour 
Tintégrale  qui  représente  le  volume. 


7» 


COURS    DE    XÉCAMIQl/'E. 


HUITIÈME  LEÇON. 

VOLUME  ET.  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  CORPS  RAPPORTÉS 
A   DES  COORDONNÉES  POLAIRES. 

Coordonnées  polaires.  —  Poids  et  yolnme  d'un  corps  rapporté  à  des  coor- 
données polaires.  —  Coordonnées  polaires  du  centre   de  gravité.  — 

Limites  des  intégrales  qui  entrent  dans  les  foripules  précédentes. 

Application. 


COORDONNÉES    POLAIRES. 

104.  Soient  z  =  MP,  j  =  PQ,  a:  =  OQ  les  coordonnées 
Fig.  5o.  reclangulaîres  d'un  point  M.  Ce 

point  peut  être  déterminé  par 
sa  distance  OM  =  r  à  un  point 
fixe  O,  par  l'angle  MO  a:  =  0 
que  fait  le  rayon  vecteur  OM 
avec  Taxe  fixe  Ox,  enfin  par 
Tangle  MQP  ==  ^  que  le  plan 
MOwC  fait  avec  le  plan  fixe  xOy,  Les  quantités  r,  0,  ^  sont 
dites  les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

On  voit  que  les  coordonnées  polaires  déterminent  le 
point  M  par  F  intersection  de  trois  surfaces,  savoir  une 
sphère  décrite  du  point  O. comme  centre  avec  r  pour 
rayon  :  un  cône  de  révolution  dont  Ox  est  l'axe  et  dont 
la  génératrice  fait  avec  Taxe  un  angle  6  ;  enfin  un  plan 
passant  par  Ox  et  faisant  un  angle  ^  avec  le  plan  xOy. 

105.  Les  formules  propres  à  passer  des  coordonnées 
rectangulaires  x,  j^,  z  aux  coordonnées  polaires  r,  0,  ip  se 
tirent  immédiatement  de  la  considération  des  triangles 
MOQ  et  MPQ  qui  donnent 


(0 


( 


JC  =  T-COSÔ, 


<   V  =  rsinGcos  \p, 
'   z  =  rsinOsin\(/. 
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106.   Inversemenl,  pour  passer  du  second  système  au 
premier,  on  aura  les  formules 


=  v/x^ -+- jr' 4- «S 


(^) 


r 


cosO  = 


.T 


r 


POIDS    ET    VOLUME    DES    CORPS    RAPPORTÉS    A    D|;s 
COORDONirÉES    POLAIRES. 


107.   Soit  M(r,  0,  ^)  un  point  pris  dans  le  corps 

considéré.  Décrivons  dans  le 
plan  MOx  et  du  point  O 
comme  centre  deux  arcs  de  cer- 
cle  MI  et  LK,  avec  les  rayons 
OM  =  r  et  OL  =  r  4-  A/-,  ter- 
minés à  la  droite  OK  telle  que 
LOK=A0. 

Si  Ton  imagine  que  le  qua- 
drilatère plan  IMLK  tourne  autour  de  Oo:  d'un  angle 
A<p  et  vienne  en  FM'L^K',  nous  obtiendrons  un  petit 
solide  MK^que  nous  prendrons  pour  l'élément  du  volume 
total.  D'après  le  théorème  de  Guldin  (90),  MK'  aura  pour 
mesure  l'aire  IMLK  multipliée  par  l'arc  de  cercle  que 
décrit  le  centre  de  gravité  G  de  cette  aire.  Or 


IMLK 
ou  bien 


OKL  —  OMI  =  -  (r-h  ArVAÔ 


1MLK=  (  r-h-àr]  ArAÔ. 


2 


D'un  autre  côté,  si  u  est  la  perpendiculaire  GH  abaissée  du 
point  G  sur  l'axe  Ox,  l'arc  décrit  par  le  point  G  sera 
^al  à  liA^.  Mais  le  point  G  étant  compris  dans  Tinté- 
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rieur  du  quadrilatère  IKLM,  peut  deTenir  aussi  voisin 
que  Ton  voudra  du  point  M  en  prenant  A 9.  et  A^  assez 
petits.  Par  conséquent,  GH  différera  peu  de  la  perpendi- 
culaire MQ  =  r  sin  0  abaissée  du  point  M  sur  l'axe  Ox  : 
on  aura  donc 

(i)  a  =  rsin ô -i- a, 

a  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  o  en  même  temps 
que  Ar  et  A9  ;  et  par  suite 

(2)  AV  =  (rsine-f-a)  (/"-f-  -  Arj  ArAÔAr|». 

Mais  si  Ton  appelle  p  la  densité  du  solide  au  point  M, 
p  +  6  sera  la  densité  moyenne  de  Félément  de  vo- 
lume AY,  6  devenant  nul  à  la  limite.  En  appelant  AP 
le  poids  de  cet  élément,  on  aura  donc 

AP  =  (p-f-6)AV 
et  par  suite 

(3)  AP  =  (p  H- 6)  (rsinô-+- a) (r-H-ArjAr  A9A^|/. 
De  là  on  conclut 

P  =  Ipr2sinôArAÔA^»-h27ArAÔA^*. 

Or  si'i'on  suppose  les  accroissements  Ar,  A9,  At{<  de  plus 
en  plus  petits,  on  a, 

limlpr'sinôArAÔ  A\|/^    fil    pr^ sinB dr d Q U'^, 
Donc 

(4)  P=    /    i  jpr'sinBdrdBd^, 

relation  que  l'on  aurait  pu  obtetiir  plus  rapidement  par 
la  méthode  des  infiniment  petits. 

Quand  le  corps  est  homogène,  p  est  une  constante  qu'on 
peut  faire  sortir  du  signe  d'intégration,  et  si  l'on  observe 


;> 
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que-  est  égal  au  volume  V  du  cprps.  on  aura 

P  . 

(5)  V=     i  i  j  r^smOdrdBd^. 

COORDONNÉES  POLURES  DU  CENTRE  DE  GRiVlTÉ  d'uN   CORPS. 

108.  En  posant  r/P  =  pr'sîn9r/r/70r/ip,  un  raisonne- 
ment analogue  à  celui  que  nous  venons  de  faire  nous  don- 
nera pour  les  moments  du  solide  par  rapport  au  trois 
plans  coordonnés  les  intégrales 

///-"••  fff""-  fff""' 

et  comme  ces  moments  sont  aussi  égaux  à  Po:  j ,  P^j  >  P^i  ^ 
on  aura  finalement,  pour  déterminer  les  coordonnées 
rectangulaires  du  centre  de  gravité  solide,  les  formules 
suivantes  : 

(4)  ^~  /  /  /  pr'smQdr€lQd^, 

Pjt,  =  l  f  j  pr^sinQcosBdrdBd-^f 

(6)  '    Pj.  =  j  j  j  pr^sïn^Bcos^drdBd^, 

Pz,  =  1  j  I  p/**sin»ôsin^|;^^rfGrf^p. 

On  obtiendrait  ensuite  les  coordonnées  polaires  pi,  61,  ^i , 
du  centre  de  gravité  à  Taide  des  formules  du  n°  106. 


LIMITES    DES    INTÉGRALES    PRÉCÉDENTES. 

109.  Quant  aux  limites  de  ces  intégrales,  il  faut  distin- 
guer deux  cas,  suivant  que  l'origine  des  coordonnées 
<î8idans  le  corps  ou  hors  du  corps. 

Dans  le  premier  ras,  i"  on  intégrera  d'abord  par  raj>- 
pori  à  r  en  regaixlant  0,  ip,  dO^  d^  comme  des  constantes, 
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depuis  r=  o  jusqu'à  r:=f{9,^)^  Téquation  polaire  de  la 
surface  du  corps  résolue  par  rapport  à  r  étaul 

Ou  aura  ainsi  le  poids  et  le  centre  de  gravité  d'une  pyra- 
mide infiniment  petite  ayant  son  sommet  au  point  O  et 
dont  les  quatre  arêtes  seraient  les  droites  OL,  OK,  OL', 
OK'  qui  correspondent  aux  angles 0  et  ^, 

2^.  On  intégrera  ensuite  par  rapport  à  0  en  regardant  (p 
et  d^  comme  des  constantes,  depuis  0  =  o  jusqu'à  0  =  tt, 
ce  qui  donnera  le  poids  et  le  centre  de  gravité  d'une  tranche 
infiniment  mince  comprise  entre  deux  plans  infiniment 
voisins  passant  par  Ox  et  correspondante  un  angle  t|/. 

3".  Enfin  on  aura  le  résultat  définitif  en  intégrant  les 
quatre  expressions  trouvées  par  rapport  à  ^  entre  les 
limites  (|;=oett|;  =  27r.  D'après  cela  la  formule  qui 
donne  P,  pourra  s'écrire 

d^    I      sinWO    I  pr^dr. 

HO.  Si  le  point  O  est  extérieur,  on  intégrera  d'abord, 

par  rapport  à  r,  entre  les  limites 

en  supposant  que  l'équation  de 
la  surface,  résolue  par  rapport 
à  r,  donne  pour  cette  variable 
les  deux  valeurs 

r=OA=r/(G,  ^),     r  =  OB  =  F(0,  ^z). 

Soient  maintenant  B'  et  b"  les  angles  que  les  tangentes 
menées  par  le  point  O  à  la  courbe  d"interseclion  de  la 
surface  et  du  plan  MOx  font  avec  Taxe  Ox,  On  inté- 
i^rera  par  rapport  à  0  depuis  0' jusqu'à  b" ,  Enfin,  on  inté- 
grera par  rapport  à  ^  depuis  ^=cx.  jusqu'à  (j^  =  (3,  a  et  /5 
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\       éliiM  les  valeurs  de  (|^  correspondant  à  deux  plans  menés 
par  Or,  et  tangents  à  la  surface. 

Si  l'axe  Ox  passait  par  rinlérieur  du  corps  solide,  il 
faudrait  intégrer  par  rapport  à(|^dei{/  =  oài|/  =  2  7r. 

Enfin,  dans  tous  les  cas,  on  pourrait  changer  Tordre 
des  intégrations  ;  mais  les  limites  des  intégrales  ne  se- 
raient plus  les  mêmes. 

APPLICATIOW. 

111.  Nous  allons  appliquer  ks  formules  précédentes  à 
la  recherche  du  centre  de  gravité  d'un  corps  homogène, 
terminé  par  deux  surfaces  sphériques  concentriques  de 
rayons  a  et  i  et  par  la  surface  d'un  cône  droit  ayant  son 
sommet  au  centre  commun  des  deux  sphères. 

Prenons  pour  origine  ce  centre  et  pour  axe  des  x  Taxe 
du  cône.  Le  centre  de  gravité  sera  évidemment  situé  sur 
celte  droite.  Nous  n'aurons  donc  que  la  seule  coor- 
donnée Xi  à  déterminer  au  moyen  des  formules 


Or  on 


J^  lit  /»  a  r*  o 

0  Jo  Ja 

J/»  27r  /»  a  n  y 

\        d^    j      sinOcosdr/O    i       r^dr. 
o  t/o  */a 


£ 

a 


r'  dr  =Z    ;; 5 


don 


I      s\nBdB=i  —  cosa  =  2sin' -  a, 

0  ^ 


</\|/  =  27r; 

0 


C 


(3)  \z=^(b^-^a')s\n'-^. 
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Ou  aura  ensuite 


r  '  tir  = 

a 


4~"' 


X 

J'       sîn^cosÔrr-    I       sin  2  9^0=  -  sin'a; 
donc 

.    /  ^  ,r  ./,»  —  «' 

(4)  Vx,  =  7rsin'a  7 > 

4 

el,  en  divisant  (4)  par  (3). 

3    b'  —  a^      sin-a 


sin*  —  a 


i6  ^^  —  «^     .  .  I 

2 
OU 

3  ^*  — tf*  I 

^  4  ^ — "         2 

Si  rt  =  o  et  a  =  90",  ou  trouve 

•'i  =  77  •  ^. 

Ainsi  le  centre  de  gravité  d'une  demi-sphère  est  situé 
à  une  distance  du  centre  égale  aux  trois  huitièmes  du 
rayon,  comme  on  le  trouverait  par  la  formule  du  n*^  99. 
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ATTRACTION  DES  CORPS. 

Loi  de  TaUraction.  —  Attraction  d'une  couche  sphcriquc  —  Attraction 
de  deux  sphères.  —  Formules  (générales.  —  Réduction  des  intégrales 
générales  à  une  seule.  —  Propriétés  de  la  fonction  V. 


LOI    DE    l'attraction. 


H2.  Tous  les  corps  de  la  nature  s'attirent  mutuelle- 
meut  et  l'intensité  de  l'attraction  pour  deux  corps  est  pro- 
portionnelle aux  masses  ou  quantités  de  matière  de  ces 
corps  et  en  raison  im^erse  du  carré  de  leur  distance. 

Pour  éclaircir  cet  énoncé,  supposons  que  deux  corps 
de  dimensions  et  de  formes  quelconques,  ayant  chacun 
une  masse  égale  à  l'unité,  s'attirent  mutuellement,  et  con- 
cevons que  cette  attraction  ne  varie  ni  en  grandeur  ni 
en  direction  dans  toute  l'étendue  de  ces  deux  corps,  en 
sorte  qu'elle  soit  la  même  entre  deux  points   matériels 
a  et  6  de  ces  deux  corps  que  celle  qui  aurait  lieu  entre 
ces  deux  points  s'ils  étaient  placés  à  Tuniiéde  distance  l'un 
(le  l'autre.  Appelons  y  l'attraction  totale  exercée  par  l'un 
(le  ces  deux  corps  sur  l'autre.  La  loi  énoncée  plus  haut  si- 
gniGe  que  si  deux  points  matériels  ont  des  masses  fx  et  /jl' 
et  sont  placés  à  une  distance  u  l'un  de  l'autre,  l'attraction 

exercée  par  l'un  d'eux  sur  l'autre  sera  mesurée  par  -^« 

ATTRACTION    d'uNE    COUCHE    SPH^RIQUE. 

113.  Considérons  une  couche  homogène  comprise 
entre  deux  sphères  concentriques  dont  les  rayons  soient 
^  etc,  et  cherchons  à  déterminer  l'attraction  exercée  par 
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la    couche  sur   un   point  matériel   K  extérieur    à   cette 

couche. 

p.     -j  Soit  M  un  point  matériel  de 

la  couche  ;  nommons  /x^  sa  masse 

et  r,  Oy  ^  ses  coordonnées  pelai- 

^  ^  res,  en  prenant  le  point  O  pour 

pôlc^  pour  axe  polaire  la  droite. 

Ox  qui  passe  par  le  point  K,  et 

enfin   pour   plan    fixe  le    plan 

xOy,  Posons  en  outre 

En  nommant  d\  l'élément  de  volume  de' la  couche, 
on  a (407) 

et  par  conséquent^  si  p  est  la  densité  de  la  Substance  dont 
la  couche  est  formée,  on  a 

il'  =  pdY^=pr''sïn9firdQd^. 

L^attraction  exercée  par  le  point  matériel  M  sur  le  point  K 
aura  pour  expression  (ii3) 


//' 


c'est-à-dire 


fyipr'smBdrdBd^ 


a» 


il 4.  Les  attractions  exercées  par  tous  les  points  de  la 
couche  sphérique  sur  le  point  K  sont  des  forces  appli- 
quées en  ce  point  et  dont  la  résultante  doit  être  dirigée 
suivant  KO,  car  tout  est  symétrique  autour  de  cette 
droite.  Il  suffira  donc  d'évaluer  la  somme  des  composantes 
partielles  dirigées  suivant  KO.  Or  la  composante  sui- 
vant KO  de  l'attraction  mutuelle  des  points  M  et  K  est 


'^  cos 


iV 


fait!  fà*-\-u^  —  r»\ 
MRO  =  tl.L±_  (  2_Jir L  ) 
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00,  en  remplaçant  yi'  par  sa  valeur, 


mais  on  a 

m'  =  a^  4-  r'  —  aarcosÔ, 

d'où 

udu==  arsinOdB. 

Donc  l'expression  ci -dessus  peut  s'écrire 

/liprdrdud^  I         a'  —  r'\ 

H 5.  Pour  intégrer  cette  expression,  on  remarquera 
d'abord  que  ^  n'y  entre  que  par  sa  diâérentielle.  Car  a  et  r 
sont  indépendants  de  ^,  En  intégrant  par  rapport  à  ^, 
depuis  zéro  jusqu'à  2  7r,  on  aura  donc 

Intégrant  par  rapport  à  u,  on  aura  d'abord  pour  l'inté- 
grale indéfinie 

116.  Maintenant  si  le  point  K  est  situé  entre  le  centre 
Fig.  54.  et  la  couche  sphérique,  conmie 

la  distance 

u  =r  V^r*  -\^a^  —  2  ar  cos  0 

doit  être  positive  et  que  les  li- 
mites de  Q  sont  zéro  et  tt,  les 
limites  correspondantes  de  u  seront  r —  a  et  r -h  a  5  mais 

Il  résulte  de  là  qu'en  multipliant  par  — —^ —  et  inté- 
1.  6 
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graiit  par  rapport  à  r,  on  aura  une  constante  pour  l'inté- 
^rale  indéfinie,  et  par  suite  zéro  pour  Tintégrale  définie. 
On  a  donc  ce  théorème  ; 

La  résultante  des  attractions  de  tous  les  points  maté- 
riels  d'une  couche  sphérique  homogène  sur  un  point  ma- 
tériel placé  dans  son  intérieur  est  nulle. 

117.  En  second  lieu,  si  le  point  K  est  situé  à  l'extérieur 
de  la  couche,  après  avoir  intégré  par  rapport  à  (p,  il  fau- 
dra intégrer  par  rapport  à  {ideii  =  a  —  rà  ii=a-f-  r, 
valeurs  extrêmes  de  a  :  or 

1  fi-J ; — \du=za-\-r  —  fl-f-r — [a  —  r — r — a)'=^r\ 

par  suite,  en  intégrant  entre  les  limites  i  et  c  Texpres- 
si  on  - — ^ —  an  on  aura 

On  peut  simplifier  ce  résultat,  en  observant  que  si  m 
est  la  masse  de  la  couche  sphérique,  p  étant  sa  densité 

et  5  7r(t"'  —  i')  son  volume,  on  a 


3 


m  =  ^n(c^  —  b^)p, 


d'où  résulte  que  l'attraction  exercée  sur  le  point  est 

De  là  ce  théorème  : 

L'attraction  exercée  par  une  couche  sphérique  homo- 
gène sur  un  point  matériel  extérieur  à  cette  couche  est 
égale  à  celle  qu^ éprouverait  ce  point  si  toute  la  masse 
de  la  couche  était  réunie  à  son  centre. 

118.  Les  résultats  trouvés  (116  et  117)  s'étendent  au 
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«as  d'un  corps  composé  de  couches  sphériques  et  concen* 
Fig.  55.  triques    dont    la    densité    varie 

de  l'une  à   Taulre  suivant  une 
loi   quelconque,    mais  de   telle 
sorte  que  cette  densité  reste  con- 
stante dans  toute  Tétendue  d'une 
même  couche. 
En  effet;  si  le  point  K  est  dans  l'intérieur  du  corps,  la 
résultante  des  actions  de  chaque  couche  élémentaire  étant 
nulle,  Tattraction  totale  est  bien  nulle  aussi . 

En  second  lieu,  si  le  point  est  à  l'extérieur  du  corps, 
chaque  couche  élémentaire  agissant  comme  si  toute  sa 
masse  était  concentrée  en  son  centre,  Tattraction  du  corps 
tout  entier  sur  ce  même  point  sera  la-  même  que  si  la 
masse  totale  était  réunie  au  centre. 

119.  Si  le  point  K  fait  partie  de  la  masse  attirante,  on 

concevra  celle-ci  partagée  en 
deux  couches  sphériques  con- 
centriques au  moyen  d'une 
sphère  de  même  centre  passant 
parce  point.  L'attraction  totale 
exercée  sur  le  point  par  la 
couche  extérieure  sera  nulle  et  le  point  sera  seulement 
attiré  par  la  seconde  couche,  comme  si  toute  la  masse 
de  celle-ci  était  réunie  au  centre. 

120.  Quand  le  rayon  intérieur  de  la  couche  sphérique 
est  nul,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la  sphère,  les  résultats 
précédents  subsistent  encore.  En  supposant  la  sphère  ho- 

"iogène,  '-  ^    p  est  la  partie  de  sa  masse  qui  agit  sàr  le 

point  considéré  et  l'attraction  a  pour  valeur  ^itfiipa^ 

c'est-à-dire  qu'elle  est  proportionnelle  à  la  distance  du 
point  attiré  au  centre. 

121 .  Au  contraire  si  le  point  attiré  est  extérieur  à  la 

6. 
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sphère,  Tattractioa  exercée  sar  re  point  |^a  récipro- 
quement  prc^tortionnelle  au   carré  de   5a  distance    au 

centre  et  anra  pour  mesure  ^Tzftic  —  Do  reste  la  com- 

paraison  des  expressions  ^  ^f'J^p  ~  ^^  ?  '^fl'-?^  ^^  ^^*'' 

que  F  attraction  a  sa  pins  ^ande  Taleur  quand  a  =  c, 
c* est-à-dire  quand  le  point  est  à  la  surface  de  la  sphère  et 
que  cette  attraction  est  nulle  pour  a  =  o  ainsi  que  pour 
a  =  00  .  ce quil  était  facile  de  reconnaître  à  priori . 

âTTaACTI09    DE    DCCX    SFHÈmES. 

123.  Soient  deux  sphères  de  rayons  a  et  i  et  dont  les 
centres  soient  a  une  distance  c  Tun  de  Vautre. 

Tous  les  points  matérids  de  la  première  ^hère  attirent 
une  molécule  de  la  seconde  comme  s  ils  étaient  réunis 
au  centre  de  la  première.  On  peut  donc  remplacer  celle-ci 

par  un  point  matériel  de  masse  ^TTsa'.  L  attraction  exer- 
cée par  la  seconde  sphère  sur  ce  point  niatérid  étant  la 

4 

3 

centre^  il  en  résulte  que  T attraction  mutuelle  des  deux 
sphères  sera  égale  à 

»   4 

9         *^ 

Ainsi  deux  sphères  homogènes  (ou  ctMnposées  de 
couches  homogènes  dont  la  densité  Tarie  d*une  couche 
à  r autre)  s^attirent  comme  deux  molécules  de  même  masse 
placées  à  leurs  ceatres  respectifs. 

FOUXIJLES    GÉJ!fCR\L£S. 

123.  L'attraction  exercée  par  un  point  M  (x,  y\  z)  de 
masse  //m  sur  un  point  0(a,  fS,  y)  dont  la  masse  est  a 


même  que  si  la  masse  ^  7ra'Z>^  de  celle-nri  était  réunie  à  son 
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f\i.din 


II? 


et  les  composantes  de  cette  attrac- 
tion élémentaire,  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées,  sont 


/iii^ziflrf^,  -Miziilrf,,.,  -^flijufl  ./,„ . 


w 


w 


w 


en  regardant  ces  composantes  comme  positives  quand  elles 
tendentii  diminuer  les  coordonnées  du  point  attiré. 

Pour  avoir  les  composantes  A,  B,  C  3e  l'attraction 
totale  exercée  par  tous  les  points  du  corps  attirant^  il  fau- 
dra intégrer  les  expressions  précédentes  dans  toute  l'éten- 
due de  ce  corps.  Ou  aura  ainsi 


(-) 


124.  Pour  rendre  l'intégration  plus  facile,  transportons 
IWigine  au  point  attiré  et  désignons  par  g^h^l  les  angles 
que  la  droite  OM  fait  avec  les  axes  de  coordonnées.  On  a 


COSg'  = 


u 


—  9       CCS  //  =r  ' 

u 


cos  /  = 


3-7 


n 


Prenons  en  même  temps  des  coordonnées  polaires  //,  0,  t|/ 
liées  aux  angles  g;,  A,  /  par  les  formules 

icos/5:  =:  cosô, 
cos  A  =sin0  cos\[/, 
cos/'  =  sinôsin;[; 

l'-c  qu'on  voit  en  faisant  u  ou /*=i  (105)].  D'ailleurs  on  a 

dm  =  p  u^  du  sin  9dQ  d^. 
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On  aura  donc  • 

(3)  /  B  =  —  /f*    /    /    /  pcoshdusïnBdBd^, 

I   C=  —  /"fA    III  pi^os  A  dusinB  dOd-^. 

Si  le  point  O  est  intérieur,  il  faut  intégrer  par  rapport 
a  u  depuis  k  ==  o  jusqu'à  li  =  R,  R  désignant  le  rayon 
vecteur  terminé  à  la  surface  du  corps  •,  par  rappor.t  à  6^ 
depuis  6  =  o  jusqu'à  9  =  n;^  par  rapport  à  ^^  depuis  ^  =  o 
jusqu'à  (p=  aTT. 

RÉDUCTION    DES    INTÉGRALES    GÉNÉRALES    À    UNE    SEULE. 

125.  Les  intégrales  comprises  dans  les  formules  (i) 
peuvent  être  ramenées  à  la  seule  intégrale  triple 

étendue  à  toute  la  masse  du  corps. 
En  effet,  puisque 


on  aura 


'^«  ^       J  J  J  «' 

^y"     JJJ       ^* 

par  suite  (123) 

dY 
A  =  — /f*-T-» 

(6)  ^B=^/P-, 
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Ainsi  tout  le  calcul  se  réduit  à  la  délerminatioii  de  la 
fonction  V. 

PROPRIÉTÉS    nE    LA    FONCTION    V. 

126.  Si  le  point  attiré  est  extérieur,  la  diflércntielle 

—  ne  devient  pas  infinie  dans  les  limites  de   Tinlégra- 

tion.  On  peut  donc  appliquer  les  règles  de  la  diflérentia- 
tien  sous  le  signe  à  Tintégrale  défînie 

cl  Ton  en  tirera 


rf^v    d'y    ^v 

Mais  à  cause  de 


="]  J  J'^'"\^'^^''^4) 


on  a  • 


(3) 


u       a 


da  «' 

u 


OU  bien 


(4) 


da'  u' 


u       u'  —  3  (a  — xy 


On  conclut  de  cette  dernière  égalité 

d'^      d'-      rf'i 

^  '  d(x}       rf6»       ^7' 

Le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  donc  nul  et 

l'on  a 

,a.  d^y      d'y      d'y 

(0)  1 1 :zz  o. 

^  ^  d(A'      rfê'      €if 
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137.  Quand  le  point  attiré  est  intérieur ,  il  faut  prendre 
les  formules  (3)  du  n"  124.  On  en  déduira 


dp  dû  do 

smBdudBd-^  (  cosgr-; — hcosA  -r^  -hcos^  ^ 

*  aot  ab  a^ 


-4-1    1  p,  sm  9  <^d  £f >|»  I  oM^T  ^ hcosA  — -t-cosA^  — jt 

fit  et  R  désignant  les  valeurs  de  |9  et  de  ci  à  la  surface.  On 
a  d'ailleurs 

dû  ,  d^  .  dp        dû 

COS  S-r    -h  CtiS  ^  -r;   -h  COS  ^  — -  =  -^  > 
**  fl^x  rfS  dy         du 


dK  ^dK  ,rfR 

-; h  COSA-7-r--hCOSA^  -T— 

rfa  a5  «7 


COS  gr  -7—  4-  COS  A  -7x  -h  COS  ^  -7—  =  —  i  - 


Par  conséquent 


<^V  d'Y         iPY  L     Cl    -     A^^r    ^^     i 

rfat*         rfe»         dr       J  J  J  ^  du 

Mais  si  Ton  désigne  par  px,  la  densité  du  corps  au  point  G, 
on  a 

fl    i^nf^dt^d^^J!^  dtê^'in  j      ip,  — p,)sin9<i9 


=  —  ^Kp,  -h   I    I  pi  «n  BdBd^  - 


donc 

d'Y        d^Y        d'Y  , 
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DIXIÈME  LEÇON. 

ATTRACTION  d'uN  ELUPSOÏDE  HOMOGÈNE  SUR  UN   POINT   INTÉRIEUR. 

Fonnules  relatÎTes  à  Tellipsoîde.  —  Conséquences  de  ces  formules.  — 

Suite  de  Tlutégration.  —  Fonnules  de  jacobi.  —  Cas  où  rellipsoide  est 
peu  différent  de  la  sphère. 


FORMULES    RELATIVES   A    L^ELLIPSOIDE. 

128.  Proposons-nous  de  trouver  raltraction  de  Tellip- 
solde 

sur  un  point  intérieur  (a,  6,  y). 
Pour  avoir  la  valeur  de  R,  il  faut  faire 

j  =  6  -h  a  cosA, 
«  =7  -4-  tf  cosA-y 

dans Féquation  (i),  ce  qui  donne 


(3) 

pu^  -\-  2qu:=z  iy 

en  posant 

i            cos^g       cos'A       cos'X 
i  '^          a^              b^             r' 

(4) 

6» 


a^        b^        c 


On  lire  de  l'équation  (3) 


Comme  pet  /  sont  positives,  ou  a  deux  valeurs  de  m,  Tune 
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positive  qui   est  — *    -  '  '        '^  ,  1  autre  négative  qu  il 

faut  rejeter,  car  le  rayon  vecteur  est  une  quantité  posi- 
tive, sa  direction  étant  déterminée  par  les  angles  g^  A,  à 
qui  peuvent  ôtre  aigus  ou  obtus.  On  prend  donc 

P 
et  l'on  a,  en  intégrant  par  rapport  a  u^  la  première  des 
formules  (3)  du  n°  124  et  en  omettant  le  facteur  con- 
stant y  |uip, 

A  =  —    I    I  Rcos^.sinô^/0 J^[/ 

ou  

(4)  ^=   j  )"  ^"'''^^^cosg.smOdQd^, 


et  de 


même 


(5)  B=    M? ^'^'~^^'  cosh.sinBdOd^, 

(6)  C=z    C  C'f^ZL^lfjtf!  co$^    smQdBfi^. 

129.  On  peut  supprimer  le  radical  \q^  +  pl  dans  ces 
formules.  Par  exemple,  la  partie 


// 


^^        '1  cosg' .sinÔc?ô^>|/ 


9 

qui  entre  dans  la  formule  (4)  est  nulle,  car  si  Ton  consi- 
dère un  élément  de  l'intégrale  double  correspondant  à  une 
certaine  direction  (9,  ^)  du  rayon  vecteur,  puis  l'élément 
correspondant  à  la  direction  opposée  (tt  —  0,  7r-|-t|i), 
cosg'  ou  cos9  changera  de  signe  sans  changer  de  valeur  en 
passant  du  premier  élément  au  second  et  sin  6  ne  chan- 
gera pas,  de  sorte  que  les  deux  éléments  étant  égaux  et  de 
signes  contraires  se  détruisent.  La  valeur  de  A  se  réduit  . 
donc  à 


\z=    1   I  ^-Lcosg  ,sinOdOd\> 
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OU,  en  remplaçant  ^par  sa  valeur  (128), 

(      -+■  ?  j  j   —7 8»n9r/9rff 

130.  En  prenant  deux  éléments  pour  lesquels  Q  ait 
deux  valeurs  supplémentaires  tandis  que  (p  sera  le  même, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  éléments  qui  répondent 
à  des  valeurs  supplémentaires  de  g  et  aux  mêmes  valeurs 
de  h  et  de  A,  on  voit  que  les  deux  dernières  intégrales  sont 
composées  de  parties  qui  se  détruisent  deux  à  deux,  et  A 
se  réduit  à  la  première  intégrale.  Une  simplification  ana- 
logue aura  lieu  dans  les  valeurs  de  6  et  de  C.  On  aura  donc 

(7)  i^^Ji    CC^'-^.sinedBd^, 


7     /•feus»/     .    ^  ;^  ,, 


ou  en  remplaçant  cosg'jCOsA,  cosA"  par  leurs  valeurs  (124), 

b^c^cos^BsmBflBd^ 


-fj 


(8) 


b^c^  cos'Ô  4-  ^  V  cos'\|^sinô  -+-  a^b^  sin'^/  sm'G 

r  r a'c'sm'Bcos''^dBfi^ 

■"     J  J   ôVcos'Ô  -f- fl'c'cos'r^sin^ô -f-fl^^'sin'r^sin^ô' 

_        r  r a^b'sin'Bsin^^dBd^ 

^      J  J   AVeos»©  -+-  i7V^cos''^^sin'ô  4-  a'^'sin'i^sin'O 

CONSÉQUENCES    DES    FORMULES   PRÉCÉDEINTES. 

131 .  Avant  d'effectuer  les  intégrations,  on  peut  déduire 
de  ces  formules  plusieurs  conséquences. 

i".  Tous  les  points  situés  dans  un  même  plan  perpen- 
diculaire à  un  axe  sont  également  atliros  dans  le  sens  dv, 
<^ct  axe  et  les  composantes  de  Taltrat  lion  sont  proporlioii- 
nclles  aux  dislances'du  point  altiré  aux  trois  plans  prin- 
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cipaux  (le  l'ellipsoïde.  Par  conséquent,  celle  attraction 
reste  parallèle  à  une  même  direction  pour  tous  les  points 
situés  sur  une  ligne  droite  passant  par  le  centre  et  elle 
est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  attiré  au  centre. 
2°.  On  a 

dh        dh        dC        ■ 
doL        d^         d'f        ^ 

cas  particulier  de  la  formule  (7),  n°  127, 

rf'V        d}V        d'y 

lï^'^dF'^dr-^^''^'' 

3°.  Les  valeurs  des  composantes  A,  B,  C  ne  renferment 
que  les  rapports  des  axes  de  Fellipsoïde  *,  elles  restent  donc 
les  mêmes  quand  ces  trois  axes  varient  proportionnelle- 
ment, c'est-à-dire  deviennent  na^  nb^  ne.  Donc  une  couche  ' 
homogène  comprise  entre  deux  surfaces  ellipsoïdales  con- 
centriques, semblables  et  semblablement  placc^es  (liomo- 
thétiques),  n'a  aucune  action  sur  un  point  placé  dans 
l'espace  vide  intérieur,  et  par  conséquent  l'action  d'un 
ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  propre  masse  se  réduit  à 
celle  de  la  partie  de  ce  corps  qui  est  terminée  par  une  sur- 
face concentrique  et  semblable  à  la  sienne  et  passant  par 
le  point  donné. 

SUITE   DE   l'intégration    DES    FORMULES    DANS   LE    CAS 

DE    l'ellipsoïde. 

132.  Comme  la  fonction  sous  les  signes    l    /  dans  les 

formules  (8) 

_       Ç  r h'c^cos''B%\xïBdBd'^ 

r  r  «^c'sin•Ôcos'^[;«/0fl?^^ 

"""     J  J    ô'c'cos^  e  H-  a^c^  cos'>|/  sin'  B+  ab''  sin';[;  sin^  0  ' 

rr r<^^^sin^Qsin^->^^e^;[; 

"^  J  J   ^'«^'cos'Ô-h/ï'c^cos'^sin^G-hrt^^'sin'i^sin'ô' 
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a  la  même  valeur  pour  deux  valeurs  de  6  supplémentaires 
el  pour  des  valeurs  de  t|/  telles  que  y,  tt  —  y,  tt  -f-  ç, 

2  7!  —  ç,  il  suffira  d'intégrer  par  rapport  à  0  de  zéro  à  - 

puis  de  doubler  le  résultat  ^  et  par  rapport  à  ^^  de  zéro 

à  -  en  quadruplant  le  résultat.  Occupons-nous  d'abord 

(le  la  valeur  de  A.  En  mettant  les  limites  en  évidence,  on 


aura 

TT 


A=86^c'a  I      cos^ÔsinÔf/ô 


TT 
2 


•  X  r ^-^ 

Jo    ^'^'cos^Ô-hrt'c'cos'r^sin^O  -h  «'^'sin'rpsin'Ô 
Posant  taiig>|/  =  ^, 

a  ou         d-i  =r ,       sin'J;  = ,       COS^>t  =  - ) 


on  a 

2 


I 
=1 


t/^l^ 


di 


0     c-(6^cos'ô  -+-«'sin'0J4-  ^'(c'cos'ô  -h  n'sm^Qjt' 

I 

—  TT 
_^  2 

^c  v^(^»cos'0-hû'sin»0)(c'cos*9  +  rt^sin''9) 
à  cause  de  la  formule 


donc 


TT 


Jo     V (  ^'  cos'  9  -H  «^sin^  9 )  {€^  cos^  9  -f-  «'  sin^  9 ) 
Sans  nouveau  calcul  on  déduira  B  et  C  de  A  par  de 
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simples  i)erniutations.  On  aura  donc 


bc  cos'  d  sin  BdB 


A  =  4'^*  I  » 

Jo     V(*=cos*0-|-ii»sin*9)  (c^cos'ô  -f-^^sin» 


«) 


(9>    \  B  = 


=  4ir6    / 


-•3 


accoS'O  sin  0^/0 


=î  J 


^^o     ^(fl»cos»0-l-  ^^sin*0)(c»cos*0-|-6-sin^ô) 


C  =  4tc7  /         = 


Ô-hc^sin^Ô) 

Ces  composantes,  étant  positives,  tendent  à  rapprocher 
le  point  O  du  centre  de  Tellipsoïde.  Elles  ne  renferment 
que  les  rapports  des  axes,  de  sorte  qa^en  remplaçant 
/î,  J,  c  par  na,  nh^  ne  elles  restent  les  mêmes.  Ainsi 
f  ellipsoïde  étant  augmenté  rfune  partie  comprise  entre 
sa  surface  et  une  sur/ace  semblable^  t  action  de  la  couche 
ajoutée  sur  le  point  intérieur  est  nulle  (131,  3**). 

133.   Faisant  cos  5  =  II.  on  a 

ti^du 


bc    n' 

A  =  ÙL'K'X  .  —•         t  = 

1  V{' 


/>'  — 


A  b^ a'  c^ a^ 

ou  en  posant     M  =  ^icabc^     V= ,     V*=: , 

3Ma     /"'  H^du 

(  I  O)  A  =  — -     /      ',  • 

En  permutant  a  et  ft,  on  a  de  même 

.       h   .  U  Jl  -i-A'  hu 

puis,  taisant  %f  =      — —  =  — ==i 

p       3M6     r»  u^du 
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et  puur  C  (  en  posant  f^  =  — t= 


eu  //  V  '  -♦-  ^'' 


134.  Posant 


on  a 


A  =  Hf:F, 


fl' 


\\Z)  {  B  =  — ^ — -^ 

3M7   r/.X'F 


C=r 


a^        rfX' 


FORMULES    DE    JÀCOBI. 

135.  Jacobi  fait 

u  =  ■  y      d  ou       au=z y 

ce  qui  lui  donne  les  formules  plus  symétriques 

/  2îta       /*°°  fit 


(.4)/^=T 


c  = 


,6 


:OJnt,y    >  s    MKLLXIQUC. 


\'M^.    >i  l'ï'ilÎDSouÏBerrt  DesaiiSnott  d'une  sphère,  en 
^*>rn*tTïM»H»5*mauBinte» r»c  " — ■ — ou  À*  et  À'*  soient 


.•-i*nre5,  ^^n  viev^opp«rai  A  i  tammie  t.iol]  en  série 


—  : '  ri P,rt- p. 


ri" 


..    J    —        '-•    V    1    


•n   -nr* 


1     »  -.  ■>    .. 


~  ■   V 


'.  \ 


.,»*r» 


*  .  ^..  J      r 


'.   t 


*  -    -     V  ^ 


r  i|  »^n  >.f»<nUeru 


^r. 


■;^ 


rV^  *nne5  ^<»malai}ies   '!EprTaxtirc*mL  :î  et  i^ 
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ONZIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  l'attraction  DES  ELLIPSOÏDES. 

Rédaction  aux  fonctions  elliptiques  des  composantes  de  l'attraction.  — 
Casd'un  ellipsoïde  de  révolution.  —  Théorème  de  Newton.  —  Cas  d'un 
point  extérieur.  —  Théorème  d'Ivory. 


RÉDUCTION    AUX    FONCTIONS    ELLIPTIQUES    DES  COMPOSANTES 

DE    l'attraction. 

137.  On  peut  exprimer  géuéralement  A,  B,  C  par  des 
fonctions  eJliptiques  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

En  supposant  a  <]  ft  <[  c,  d'où  X  <  X',  on  pose  dans  les 
valeurs  de  A,  B,C  (133) 

V«  =  iang(p,     ^=1  —  ^^,     tangT  =  V  =  i^^-l=lf!!, 
et  l'on  trouve 


3Ma    r'^     tang^yrfy 
"~  «*^"  Jo     v/i  — <?'sin». 


(1) 


_.       3M6    r^       sm»(p£/«p 

l^nT^   I     T' 

Jo    (I— ^'sin^^)' 
3M7     r'^       sin'yrfy 


Or  on  a 


/      iana^oafû  1  , ; — 

./  ;  ■  ,    =■— -,tangTv'i-^'»ir.'<p 

J   VI  —  ^'sin'  (f        '  —  ^ 

I. 
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En  mettanl  ~  [i  —  (i  — e'  siu^ç)],  au  lieu  de  sin*  y,  dans 
les  deux  dernières  formules,  on  aura 

^  yi  —  e'sin'(p       ^' J    yi  — e^sin^ep      ^J 


et 


SITIf  COS^ 


On  représente  ici,  pour  abréger,  par  F(e,  ç)  et  E(e,  y) 
les  fonctions  elliptiques  de  première  et  de  deuxième 
espèce,  savoir  : 


=5 


On  aura  donc 


F(e,î)=    /       7=4== 


3 Ma    r  b  I  „,      ^,1 

,      3m4,^,_*^1,.,e(..t, 

(2)  (  B  = 


(  i»  _  fl»)  y^c»  —  fl» 


F('.T) 


1    C=- f^^J^  [F(e,T)-E(e,T)]. 
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CAS  OU  l'ellipsoïde  est  de  révolution. 

138.  Si  r ellipsoïde  est  de  révolutiou  autour  de  son  pc- 
lit  axe  an,  on  a  J  =  c,  X'  =  X.  La  formule  (133) 

3Ma    /*« u}du 

devient  ^ 

'     w»  du 


3Ma    r  '      u' du 


et  donne 


(3)  A=-— ^(>--arctang>); 

et  comme  en  général 

3Mg 


B=r 


M6     /•' tt^/o 


on  aura  pour  c  =  b 


^       3M6    r*       u'du 


On  trouve,  en  effectuant  Tintégration, 

//^  «       3M6  /  ^  îi     \ 

Pour  avoir  la  valeur  de  C  on  remarquera  que  les  for- 
mules (i3)  du  n**  134  donnent,  en  faisant  X'  =  X, 

C_B 
on  aura  donc 


'  +  V 


n 

é 
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Les  composantes  B  et  C  éiani  entre  elles  comme  les 
coordonnées  6  et  y  du  point  attiré,  leur  résultante  A'  sera 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  â  abaissée  de  ce  point 
sur  Taxe  de  révolution  et  aura  pour  valeur 

A/        3M(Î/                 ^              \      \ 
A  —  — rr-,  (  «'*rc  tane  A —  | . 

• 

139.  Si  X  est  petit,  on  développe  suivant  les  puissances 

de  cette  quantité  et  l'on  a 

14-0.  Dans  le  cas  de  la  sphère  i  =  o,  la  résultante  est 
— -  =  ^  Tra  on  supposant  le  point  placé  sur  Taxe  des  j:. 

141.  Si  Tellipsoïde  était  de  révolution  autour  de  l'axe 
2  6,  en  supposant  c  =  a  el  b  ^  a,  on  aurait  ïf  =  o,  et  des 
calculs  analogues  aux  précédents  donneraient 


C_31M     r'     u'dn 


-'^S^^^'^Tv-^^i'^^^^^'^l 


THÉORÈME    DE    NEWTON. 

142.  On  peut  démontrer  syntliétiquement  ce  théorème 
de  Newton  qu'w/ic  couche  homogène  iTune  épaisseur 
quelconque  comprise  entre  deux  surfaces  ellipsoïdales 
semblables  et  semblablement  placées  n'exerce  aucune 
action  sur  un  point  intérieur. 
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Concevons  iin  cône  infiniment  étroit  ayant  sou  som- 
met au  point  attiré  O.  11 
intercepte  dans  la  couche 
deux  portions  de  volumes 
1^,  ^''  qu'on  peut  décompo- 
ser en  tranches  ou  troncs  de 
cônes  par  des  plans  perpen- 
diculaires à  l'arête  qq^ ,  La 
masse  de  la  tranche  m/i,  située  à  la  distance  O  m  =  u  du 
point  O  est  padu^  a  étant  la  section  mn  :  mais  j  =  b>tt', 
en  nommant  o)  la  section  faite  dans  le  cône  à  une  distance 
du  point  O  égale  à  l'unité.  L'attraction  d«  cette  tranche 
sur  le  point  O  est 

_      fTfiu  •  ^        , 

/pp  --p      ou     /nptA^llê. 

En  intégrant  par  rapport  à  u  depuis  u  =  Op  jusqu'à 

''^O^,  jo  et  0)  étant  des  constantes,  on  voit  que  l'action 
de  V est  égale  à  flipon  {Oq  —  Op)  ou  J^fipta  .pq.  De  nrènic 
l'aciion  de  u'  est  /[kptù.p^q'.  Ces  deux  forces  agissent  dn 
^  sens  contraires  et  se  détruisent,  car  pq=:zp*q\  puisque 
dans  deux  ellipsoïdes  semblables  les  coixles  parallèles  à 
une  même  direction  ont  leurs  milieux  sur  un  même  plan 
diamétral.  Donc  les  actions  exercées  sur  le  point  O  par 
les  divers  éléments  de  la  couche  peuvent  se  décomposer 
t'H  actions  deux  à  deux  égales  el;  contraires  *,  donc  elles  se 
iruisent. 


143.  Ce  théorème  est  vrai  pour  une  couche  infini- 
'ûent  mince,  et  par  conséquent  pour  une  couche  d'épais- 
seur finie,  telle  qu'on  puisse  la  considérer  comme  com- 
posée de  couches  infinimept  minces,  comprises  entre  des 
surfaces  ellipsoïdales  concentriques,  semblables  et  sem- 
Mablement  placées,  la  densité  ne  variant  que^ d'une 
'^ouche  à  une  autre. 

Si  le  point  O  était  extérieur,  les  deux  actions  exercées 
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par  les  portions  ^  et  i^'  seraient  encore  égales,  mais  elles 
s'ajouteraient. 

CAS  d'un  point  extérieur,  théorème  d'ivory. 
144.  En  conservant  les  mêmes  notations  on  a 


-fff 


cos  gdu  siïïQdBd'^. 


Ici  on  doit  intégrer  depuis  m  =  R  jusqu'à  w=R'^  R  et  R' 
désignant  les  distances  du  point  attiré  aux  deux  points 
où  la  droite  déterminée  par  les  angles  9  el^  rencontre  la 
surface  de  Tellipsoïde-  Oi^a  donc 

A=    ^^(R'  —  R)cosôsinef/G^^|;, 
ou  bien  (128)  ^  


"fj 


cosQsmBdBd-^. 


11  faudrait  intégrer  cette  expression  entre  les  limites  qui 
correspondent  à  R'  —  R  =  o^  c'est-à-dire  pour  toutes  les 
directions  qui  tombent  dans  l'intérieur  du  cône  circon- 
scrit. Mais  on  ramène  ce  cas  à  celui  du  point  intérieur 
parle  théorème  d'Ivory. 

145.  Concevons  deux  ellipsoïdes  ayant  leurs  axes  û,  i, 
c  et  a',  fc',  c'  dirigés  suivant  les  trois  mêmes  axes  rectan- 
gulaires. On  appelle  points  correspondants  deux  points 
dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  aux  demi- 
axes  auxquels  elles  sont  parallèles,  c'est-à-dire  que 
(Xj  y^  z)  et  (x^^y'^z')  étant  deux  points  correspon- 
dants, on  aura 


X       x'       y y'        z       z' 


Si  1-iin  de  ces  points  est  sur  la  surface  du  premier  el- 
lipsoïde, Taulre  sera  évidemment  sur  la  surface  du  se- 
cond. 
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Supposons,  en  oulre,  que  les  sections  principales  de  ces 
deux  ellipsoïdes  aient  les  mêmes  foyers,  c'est-à-dire  que 


a^^  a'^=ih^—  b''=z 


c'\ 


Si  Von  prend  sur  les  deux  ellipsoïdes  deux  points 
Fig.  59.  quelconques  m  (a:,  j,  z) , 

(x  (of,  6,  y)  et  leurs  corres- 
pondants  m'  (af^   y' y    *')> 
|UL'(a',  S\  7'),  les  distances 
lim  et  ^k'm!  sont  égales. 
En  effet,  on  a 

=  («-*)»+  (6-r)'+  (V  -  zY-  {o.'-xJ-  (6'-/)'-  (v'-z')' 

=(r--')'-(^'-)'-(7''-)'-(-'-7')'-- 

OU  bien 

Mais  ce  dernier  facteur  est  nul,  puisque  l'on  a 


a 


dont 


,/7i  =  a  m' , 


146.  Appelons  toujours  A',  B',  C  les  composantes  de 
l'attraction  du  premier  ellipsoïde  sur  le  point  |u.  On  a, 
eu  faisant  abstraction  du  facteur  /^fxp, 


A  =    /    M   ^—^dxdydz 


I. 


.-♦ 


*'■ 
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On  stj  en  r^ardant  x  comme  seule  variable, 

udu  =  —  (a  —  j)  #/.!•, 


d'où 


J      «V  J  «'      « 


donc  si  Ton  désigne  par  R  et  r  les  valeurs  de  u  qui  cor 
respondent  aux  limites  de  Tintégrale,  c  est-à-dire  ani 
deux  points  où  la  surface  de  rdlipsoïde  est  rencontrée 
par  une  même  parallèle  à  Taxe  des  x,  on  aura 


*=//(; -1).... 


Considérons  maintenant  l'attraction  que  le  second  ellip- 
soïde exerce  sur  le  point  (t'  correspondant  de  ft,  et  nom- 
mons A',  B\  C  ses  composantes,  on  aura 


''=ff{^-i)/^''' 


Mais  r=:=  [Arrty  r^  =  ii'm\  donc  (145)  r' =^  r  :  de  même 
R'  =  R.  D'ailleurs  df  =jdy,  dz'  =  ^dz.  Donc 


-//G-^)^"-=^//{;-^)* 


dz 


ou 


A'  — 

b'c' 
bc 

A. 

On 

aura 

de  même 

B  — 

"'-'b, 

a 

^M^M 

a' h' 
C. 


J:  ac  ab 

^f^'  Donc  r  attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  exté- 

rieur jx  est  ramenée  à  F  attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
focal  sur  le  point  [x'  correspondant. 

Ce  théorème  subsiste  quelle  que  soit  la  loi  d'attraction 

\A1.  Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  calculei 
les  valeurs  des  demi-axes  a',  b\  cf  du  second  ellipsoïde, 
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connaissant  ceux  du  [Premier  et  les  coordonnées  a,  6,  y 
du  point  fx.  On  a 


or 


d'où 


a' 


û'2        a'' 4- A         û'^-^-X 


.^-U  =  .. 


Celle  équation  donne  une  valeur  positive  pour  a'*  et 
une  seule,  car  a'*  =  o  rend  le  premier  membre  plus  grand 
que  l'unité  et  fl'*=Qo  le  rend  moindre  que  Tunité. 
D'ailleurs  ce  premier  membre  décroit  d'une  manière  con- 
tinue quand  a'  varie  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  :  il  ne 
peut  donc  passer  qu'une  seule  fois  par  la  valeur  de  i .  Le 
demi-axe  cd  étant  déterminé,  on  aura  les  deux  autres  par 
les  écpations 
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.  DOUZIÈME  LEÇON. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES  SUR    LE  MOUVEMENT. 

Définitions.  —  MouTement  uniforme.  —  De  l'inertie.  —  Vitesse  dans  le 
mouTement  varié. 


DÉFINITIONS. 

148.  La  dynamique  a  pour  objet  Tétude  des  lois  de 
mouvement  des  corps.  Od  considère,  dans  cette  partie  de 
la  Mécanique,  une  quantité  dont  on  n'a  pas  eu  à  s'occu- 
per en  statique,  le  temps.  L'idée  du  temps,  comme  cellt 
de  l'espace,  est  une  idée  simple,  qu'on  ne  définit  pas: 
mais  il  est  nécessaire  de  définir  l'égalité  des  temps. 

Deux  intervalles  de  temps  sont  égaux,  quand  deu> 
corps  identiques,  placés  dans  les  mêmes  circonstances 
parcourent  des  espaces  égaux  dans  ces  deux  intervalle 
de  temps,  quelle  que  soit  la  loi  de  leur  mouvement  com- 
mun. C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  l'on  aban- 
donnait le  même  corps  ou  deux  corps  identiques,  partan 
d'un  même  point,  à  l'action  de  la  pesanteur  à  deu: 
époques  différentes  :  le  point  de  départ  étant  le  même,  il 
emploieraient  le  même  temps  à  parcourir  le  mêi^  espace 
De  même  encore  si  l'on  suppose  deux  globules  pesants  e 
identiques,  suspendus  aux  extrémités  de  deux  fils  pareil 
et  de  ni^me  longueur,  dont  l'autre  extrémité  est  fixe,  e 
qu'à  deux  époques  différentes  ces  deux  pendules  soien 
également  écartés  de  la  verticale,  la  durée  de  la  première 
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oscillation  sera  la  même  pour  1  un  et  pour  l'autre.  La  no- 
tion d'une  si}ite  d'intervalles  de  temps  égaux  conduit  à 
celle  du  rapport  commensurable  ou  incommensurable  de 
deux  temps  quelconques.  L'unité  de  temps  généralement 
adoptée  est  la  seconde.  Nous  n'avons  pas  à  la  définir  ici. 

MOUVEMENT    UNIFORME. 

149.  Le  mouvement  le  plus  simple  que  puisse  prendre 
unpoiut  matériel  est  celui  dans  lequel  ce  point  décrit 
uneligne  droite,  sur  laquelle  il  parcourt  des  espaces  égaux 
dans  des  temps  égaux.  Ce  mouvement  est  dit  uniforme  et 
sert  de  terme  de  comparaison  à  tous  les  autres  mouve- 
ments. On  appelle  mouvement  varié  tout  mouvement 
qui  n'est  pas  uniforme. 

150.  Quand  un  point  M  se  meut  eu  ligne  droite,  Tes- 

Fig.  6o.  pace  parcouru  par  ce  point, 

0 B M'       X     ou  plus  généralement  sa  dis- 
tance X  à  un  point  fixe  O 
prissiir  cette  droite,  est  une  fonction  du  temps  t  écoulé 
depuis  une  époque  convenue,  en  sorte  qu'on  a 

^  =/(  0  ; 

cette  équation  est  ce  qu'on  appelle  V équation  du  mouv^e- 
ment, 

151 .  Un  mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre  mou- 
vement uniforme  par  la  grandeur  de  l'espace  constant  que 
le  mobile  parcourt  dans  l'unité  de  temps.  Cet  espace  est 
ce  qu'on  nomme  la  vitesse  du  mobile.  Si  donc  l'on  dé- 
signe par  s  l'espace  parcouru  dans  le  temps  t  et  par  a 
l'espacç  parcouru  dans  l'unité  de  temps,  on  aura 


s 
s  z=  at     ou      -  z=z  a, 

t 


On  voit  par  là  que  l'on  peut  encore  définir  la  vitesse,  lo 
rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le  par- 
courir. 
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Si  l'on  raf^rte  la  posilioD  du  mobile  à  lui  point  O  û\c 
pris  sur  la  droite  parcourue  et  que  Ton  désigne  par  b  sa 
distance  OB  à  cette  origine^  à  Forigine  du  tnnps,  il  est 
clair  qu'on  aura 

ou 

(i)  x  =  iif-r  b. 

C'est  Téquation  la  plus  générale  du  mouvement  uniforme. 

Pour  un  autre  point  M'  on  aurait 

(2;  x=a't-i-b'. 

Ces  deux  équations  serviront  à  résoudre  toutes  les  ques- 
tions qui  concernent  les  positions  relatives  des  deux 
points  mobiles,  à  des  époques  quelconques. 

132.  L*équation  du  mouvement  uniforme  su[^pose 
qu'on  ait  adopté  deux  unités,  Tunité  de  longueur  et 
l'unité  de  temps.  Le  nombre  qui  exprime  la  vitesse  dé- 
pend de  ckacune  d'elles  ;  mais  le  rapport  des  vitesses  dans 
deux  mouvements  uniformes  reste  invariable  quand  on 
change  ces  unités.  En  effet,  si  Tunité  de  temps  devient 
n  fois  plus  grande,  les  vitesses  qui  étaient  auparavant 
exprimées  par  a  cia\  léseront  maintenant  par  na  et  na'  : 

or   — -,  =  — •  De  même  si  l'unité  de  longueur  devient  » 
na'        a  or 

fois  plus  grande,  les  vitesses  auront  pour  expressions  nou- 
velles -  et  —9  cl  leur  rapport  ne  sera  pas  changé. 

En  général,  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse  varie 
avec  Tunité  de  longueur.  11  est  d^autant  moindre  que 
cette  unité  est  plus  grande.  Ce  nond>re  varie  àVissi  dans 
le  même  rapport  que  T  uni  té  de  temps. 

DE  L' INERTIE. 

153.  Il  esl  évident  que  si  un  poiul  matériel  est  en  rc« 
pob,  il  ne  peut  se  mettre  en  mouvement  d<*  lui-même  et 
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sans  une  cause  lextérieure,  car  il  n*y  a  pas  de  raison  pour 
qae  ce  poinl  se  meuve  de  lui-même  dans  un  certain  sens 
plutôt  que  dans  un  autre.  En  outre,  si  un  point  matériel 
a€té  mis  en  mouvement  par  des  causes  quelconques  (que 
nous  appelons  des  forces)  et  qu^ensuite  il  ne  soit  plus 
sollicité  par  aucune  force,  il  devra  se  mouvoir  suivant 
une  certaine  ligne  droite,  en  conservant  toujours  la 
même  vitesse,  c'^st-à-dire  en  parcourant  sur  cette  ligne 
droile  des  espaces  égaux  en  temps  égaux.  On  voit  bien 
d'abord  que  le  point  se  mouvra  en  ligne  droite,  car  il  n'y 
apasi  de  raison  pour  qu'il  s'écarte  de  la  direction  de  son 
mouvement  à  Tinstant  où  les  forces  ont  cessé  d'agir.  Il 
n'est  pas  aussi  facile  d'admettre  que  sa  vitesse  restera  la 
même  ou  que  son  mouvement  sera  uniforme,  car  il  n'y 
aurait  rien  d'absurde  à  supposer  que  son  mouvement  se 
ralentisse  peu  à  peu  et  cesse  entièrement  au  bout  d'un 
certain  [temps.  Mais  on  observe  qu'un  corps,  soumis  à 
une  impulsion  et^andonné  ensuite  à  lui-même,  possède 
pendant  un  oertain  temps  un  mouvement  sensiblement 
reciiligne  et  uniforme,  et  qui  dure  d'autant  plus  long- 
temps que  les  obstacles  et  les  résistances  qui  s'opposent  à 
ce  mouvement  sont  moindres.  Tel  est,  par  exemple,  un 
corps  solide  qui  reçoit  une  impulsion  sur  un  pla'n  Hxi) 
horizontal  très-poli,  sur  lequel  il  repose  par  une  face 
plane  et  qui  n'éprouve  que  peu  de  frottement.  On  est 
donc  conduit  à  admettre  que  s'il  était  possible  qu'un  point 
matériel,  après  avoir  été  mis  en  mouvement  par  des  causes 
quelconques,  ne  fût  plus  sollicité  par  aucune  force  et  ne 
rencontrât  aucun  obstacle,  son  mouvement  serait  recti- 
li^e  et  uniforme. 

154.  Ces  propriétés  constituent  ce  qu'on  appelle  l'iVie*/ - 
'/e  de  la  matière. 

L'inertie  de  la  matière  consiste  donc  en  ce  que  tout 
point  matériel  en  repos  reste  en  repos,  tant  qu'aucune 
cause  extérieure  n'agit  sur  lui,  et  s'il  a  été  mis  en  mou- 
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vemeut  et  qu'ensuite  aucune  force  ne  lui -soit  appliquée, 
son  mouvement  est  naturellement  rectiligne  et  uniforme. 
Le  mot  inertie  ne  signifie  pas  que  la  matière  soit  inca- 
pable d'agir,  car,  au  contraire,  la  plupart  des  forces  dont 
nous  observons  les  effets  proviennent  des  actions  que  les 
molécules  matérielles  exercent  les  unes  sur  les  autres,  de 
sorte  qu'un  point  matériel  peut  trouver  dans  un  autre, 
mais  jamais  en  lui-même,  la  cause  de  son  mouvement. 

VITESSE    DANS    LE    MOUVEMENT    VARIÉ. 

• 

155.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  point  maté- 
riel doué  d'un  mouvement  varié  rectiligne  ou  d'un  mou- 
vement curviligne  doit  être  sollicité  par  une  ou  plusieurs 
forces,  sans  quoi  son  mouvement  serait  uniforme.  Comme 
l'espace  parcouru  par  le  mobile  n'est  pas  toujours  le  même 
dans  des  temps  égaux,  la  définition  que  nous  avons  don- 
née de  la  vitesse  n'aurait  pas  de  sens  dans  ce  cas.  Pour 
concevoir  ce  qu'on  entend  alors  par  ff^esse,  imaginons 
que  la  cause  ou  force  qui  produit  Icf  moiîvement  cesse 
d'agir  à  un  instant  déterminé  :  le  point  continuera  à  se 
mouvoir  dans  la  direction  d'une  certaine  droite  et  son 
mouvement  sur  cette  droite  sera  uniforme.  On  appelle 
vitesse  d'un  mobile  au  bout  du  temps  f,  la  vitesse  du 
mouvement  uniforme  qui  succéderait  au  mouvement  varié 
si,  à  cet  instant,  la  force  motrice  cessait  d'agir. 

156.  Quand  le  mouvement  n'est  pas  uniforme  et  rec- 
tiligne, la  vitesse  varie  à  chaque  instant  et  d'une  manière 
continue  soit  en  grandeur,  soit  en  direction.  En  effet, 
l'observation  prouve  qu'il  n'existe  pas  de  force  qui  puisse, 
dans  un  instant  indivisible,  changer  brusquement  la  gran- 
deur ou  la  direction  de  la  vitesse  d'un  corps  ou  imprimer 
subitement  une  vitesse  finie  à  un  corps  en  repos. 

On  a  pendant  longtemps  distingué  deux  espèces  de 
forces:  les  forces  continues^  comme  la  pesanteur,  agissant 
sans  interruption  sur  le  mobile  pendant  un  temps  fini,  et 
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les  forces  instantanées  qu'on  supposait  capables  d'impri- 
mer subitement  à  un  corps  en  repos  une  vitesse  finie  ou 
dechan^r  instantanément  la  vitesse  ou  la  direction  d'un 
corps  en  mouvement;  mais  par  l'observation  attentive 
des  phçnomènes  on  reconnaît  que  ces  dernières  forces 
n'existent  pas  dans  la  nature,  et  qu'une  force  ne  peut 
changer  d'une  manière  sensible  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  la  vitesse  qu'en  agissant  pendant  un  certain  temps 
qui  est  quelquefois  assez  court  pour  n'être  pas  appréciable. 
On  s'accorde  aujourd'hui  à  n'admettre  que  des  forces 
continues. 

157.  Soit  M  un  point  matériel  qui  se  meut,  d'un  mou- 

Pi    g,  vement    varié,     sur    une 

0  MM'  droite  Ox,  Appelons  x  la 

**  .  *     distance  OM  de  ce  mobile 

a  un  point  quelcontjue  de  la  direction  Ojc,  et  ^  le  temps 
compté  à  partir  d'une  époque  quelconque,  temps  au  bout 
duquel  le  mols^st  en  M  ;  soit  \>  la  vitesse  inconnue 
qu'il  possède  à  t&L  instant.  Nous  allons  faire  voir  que 

dx 

<;=  — -. 

dt 

On  peut  d'abord  démontrer  ce  théorème  par  la  considéra- 
lion  des  infiniment  petits.  En  effet,  supposons  le  mobile 
arrivé  en  M  au  bout  du  temps  t.  Pendant  l'intervalle  de 
lemps  infiniment  petit  ^^qui  succède  au  temps  ^,  lemo- 
Wle  parcourt  l'espace  infiniment  petit  MM'=  dx^  et  sa 
vitesse  varie  infiniment  peu  (156),  de  sorte  qu'on  peut 
regarder  le  mouvement  du  mobile  de  M  en  M'  comme 
uniforme.  On  a  donc 

dx 

dx  =  vdt     ou     p  =  -r-* 

dt 

158.  On  peut  établir  rigoureusement  cette  formule 
parla  méthode  des  limites.  Supposons  qu'après  le  temps  t 
le  mobile  parcoure  pendant   l'intervalle  de   temps  ùkt 
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Fespace  MM'  =  Ax.  On  pourra  toujours  prendre  le 
temps  A/  assez  court  pour  que,  pendant  ce  temps*là,  la 
vitesse  du  mobile  soit  continuellement  croissante  ou  dé- 
croissante. Supposons-la  croissante  :  m  étant  la  vitesse  du 
mobile  au  point  M,  désignons  par  m' sa  vitesse  quand  il 
arrive  au  point  M'.  L'espace  A  j:  parcouru  par  le  mobile 
pendant  le  temps  A  t  doit  être  évidemment  plus  grand  que 
Tespace  i^Atquïl  parcourrait  s'il  %e  mouvait  uniformé- 
ment pendant  le  temps  At  avec  la  vitesse  m  qu'il  a  au 
commencement  de  ce  temps,  puisque  i^  est  sa  plus  petite 
vitesse  pendant  le  temps  A/.  Ensuite  Ax  doit  être  plus 
petit  que  Tespace  i^' ùt  que  parcourrait  le  mobile  s'il  se 
trouvait  avoir  la  vitesse  constante  t^^  qu'il  a  au  bout  du 
temps  A^  et  qui  est  sa  plus  grande  vitesse. 
On  a  donc 

d'où 

àx 

Si  Af  tend  vers  zéro,  (^'  se  rapproche  indéfiniment  de  (^ 
qui  ne  change  pas  \  -. —  se  rapproche  donc  aussi  indéfi- 
niment de  1^,  de  sorte  que  l'on  a 

Ax dx 

P  —  im  —  —  — . 

159.  Jusqu'ici  nous  n'avons  pas  considéré  le  sens  du 

mouvement.  Or  le  point  peut  se  mouvoir  dans  le  sens  M.X 

ou  dans  le  sens  contraire.  Mais  dans  l'un  et  l'autre  cas 

la  formule 

dx 

"=-di 

■ 

donnera  la  vitesse  du  mobile,  pourvu  que  Ton  convienne 
de  regarder  comme  positive  la  vitesse  du  mobile  lorsqu'il 
va  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  et  de  la  regarder 

comme  négative  dans  le  cas  contraire  5  car  le  rapport  — 
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est  positif  dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second,  et 

dx 
il  en  est  de  même  de  sa  limite  —r* 

dt 

dx 

160.  La  relation  v  =  —montre  que  si 

est  Téquation  du  mouvement,  on  aura 

Si  ré({uation  du  mouvement  était  de  la  forme 

on  aurait 

dm 

dff 
di 

161.  Réciprquemedt,   si  Ton  donne  Téquation 

une  simple  intégration  donnera  Téquation  du  mouvement 
rectiligne  du  mobile,  savoir  : 

x=   I  9(t)dt-{'  c. 


=/.(') 


^  déterminera  la  constante  c  en  exprimant  que  le  mo- 
wle  a  une  position  donnée  à  une  époque  donnée. 


I.  8 
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DE   l'accélération. 

Du  mouvement  uniformément  varié.  —  Principe  des  mouvements  relatifs. 
—  Comparaison  des  forces  d'après  les  mouvements  qu'elles  impriment 
aux  points  matériels.  —  De  Taccélération  dans  un  mouvement  recti- 
ligne  quelconque. 


DU    MOUVEMENT    UNIFORMÉMENT  VARIÉ. 

16i.  Soit  un  point  niatériel  M  qui  se  meut  sur  une 

Fig,  (5j.  droite  O j:  de  telle  sorte  que 

. , sa  vitesse  ^  croisse  propor- 

0  A  M  *^        .•  11 

tionnelJement  au  temps  f, 
à  partir  du  moment  où  le  mobile  était  en  un  point 
donné  A.  S^ît  g  ràccroissement  cohstant  de  la  vitesse 
pour  chaque  unité  de  temps.  Le  point  O  étant  pris  pour 
origine,  soient  OA  =  b  Tabscisse  du  mobile  à  l'époque 
initiale,  et  0\I  =  J:  soù  abscisse  après  le  temps  t.  En 
appelant  a  la  vitesse  du  mobile  an  point  A,  on  aura 

(i)  vz=a-{-gt 

ou 

dx  =  adi  -^gtdt; 

on  a  donc,  en  intégrant, 

X  =  c  -4-  nt  -^  ^— 


Or  pour  t=o,  on  doit  avoir  x=zb\  donc    c=zb^   et 
Tcquation  du  mouvement  est 

il]  X  =zh  -^  at-{-- — 

^  2 

Le  mouvement  représenté  par  celte   équation  est  dit 
uniformément  varié  ou  accéléré. 
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i63.  Si  l'on  place  le  point  O  en  A,  c'est-à-dire  si  l'on 
compte  les  espaces  à  partir  du  point  où  se  trouvait  le 
mobile  à  rorigine  du  temps  ;  si  de  plus  on  suppose  a  =  o, 

on  aura 

Ces  deux  équations  sont  celles  qui  lient  l'espace,  la 
vitesse  et  le  temps  dans  la  chute  des  corps  pesants  qui 
tombent  dans  le  vide.  L'observation  donne  à  Paris 
^=  9*980896  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps. 
II  en  résulte  que  tout  corps  pesant  parcourt  dans  le  vide, 
dans  la  première  seconde  de  sa  chute,  ^  g  oxx  4"',9o448< 

PRIJfCIVE    DBS    MOUVEMENTS    RELATIFS. 

164.  Il  existe  une  relation  entre  l'intensité  de  la  force 
<pii  sollicite  un  point  matériel  et  la  variation  de  vitesse 
que  cette  force  produit.  Cette  relation  se  déduit  d'un  prin- 
cipe qu'il  ne  parait  pas  possible  de  démontrer  à  l'aide  du 
seul  caîsonnement,  mais  auquel  on  a  été  conduit  par  une 
multitude  d'observations  et  d'expériences,  principe  qui 
est  vérifié  par  Taccord  constant  des  conséquences  qui  s'en 
tieduisent  avec  les  phénomènes  observés.  Ce  principe 
consiste  en  ce  que  si  des  points  matériels  M,  N,  P. . .  se 

meurent  dans  Vespace  suii^ant 
des  droites  parallèles,  ay^ec  une 
vitesse  constante  ou  variable^ 
mais  qui  soit  la  même  pour  tous 
M  1^  chaque  instant,  de  sorte  qu^Hs 

froissent  ne  pas  se  déplacer  les  uns  par  rapport  aux 
autres^  si  Fun  des  points,  M  par  exemple,  vient  à  être 
folUcité  par  une  certaine  Jorce^  le  woui^ement  relatif  du 
point  M  12  regard  des  autres  points  sera  le  même  que  le 
mouvement  absolu  qu-aurait  ce  point  M  si  le  moui^c- 
ment  commun  n^ existait  pas  et  que  le  point  M  partant 
du  repos  fût  encoi^  sollicité  par  la  même  force. 

8. 
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C'est  ainsi  que  sur  un  bateau  transporté  d'un  mouve- 
ment lectiligne  et  uniforme,  les  mouvements  relatifs  que 
nous  imprimons  aux  corps  transportés  avec  nous  sont  les 
mêmes  que  si  le  bateau  était  en  repos. 

Mais  cette  loi  de  la  nature  ne  peut  être  soumise  à  au- 
cune ex|>éricnce  directe  et  rigoureuse.  Elle  est  vérifiée 
par  l'accord  des  conséquences  qu*on  en  tire  avec  les  faits 
observés,  surtout  en  astronomie. 

165.  Il  résulte  d^abord  de  ce  principe  que  si  un  point 
matériel  animé  d^une  vitesse  acquise  vient  à  être  sollicité 
par  une  force  dirigée  dans  le  sens  même  de  son  mouve- 
ment, cette  force  lui  communiquera,  après  un  temps 
quelconque,  un  accroissement  de  vitesse  précisément 
égal  à  la  vitesse  qu'elle  lui  imprimerait  s'il  partait  de 
l'état  de  repos. 

En  effet,  soit  un  point  matériel  M  se  mouvant  unifor- 
mément sur  une  ligne  droite  avec  une  vitesse  v.  Dans  un 
temps  quelconque  0,  succédant  au  temps  t,  il  parcourra 
un  espace  vQ  si  aucune  force  n'agit  sur  lui.  Mais  suppo- 
sons que,  pendant  le  temps  6,  il  vienne  à  être  sollicité  par 
«ne  force  P  dans  le  sens  de  son  mouvement.  Désignons 
par  Ç  l'espace  que  cette  force  ferait  parcourir  au  point  M 
s'il  partait  du  repos,  et  par  u  la  vitesse  qu'elle  lui  im- 

primerait  au  bout  du  temps  fl,  vitesse  égale  à  — |  (158). 

Alors  le  point  M,  animé  de  sa  vitesse  acquise  v  et  sollicité 
en  outre  par  la  force  P,  parcourra  pendant  le  temps  6  un 
espace  égal  à  i^O  -f-  |.  Car  si  l'on  considère  d'autres  points 
sur  la  même  droite  Ox  ou  en  dehors,  se  mouvant  unifor- 
mément avec  la  vitesse  ^',  chacun  d'eux  parcourra  dans  le 
temps  â  Tcspace  v%.  Or,  en  vertu  du  principe  des  mouve- 
ments relatifs  (164),  le  point  M,  auquel  seul  est  appliquée 
la  force  P,  doit,  au  bout  du  temps  0,  précéder  les  autres 
points  dans  le  sens  du  mouvement  d'une  quantité  égale  à 
l'espace  \  que  la  force  lui  ferait  parcourir  s'il  était  d'abord 
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eo  repos.  Le  point  M  parcourra  donc  l'espace  i^0-+-$ 
dans  le  temps  0,  et  sa  vitesse  sera 

dO  dB 

Ainsi  la  vitesse  i^  se  trouve  augiueiilëe  par  Taction  de 
la  force  P  de  la  quantité  m,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  que 
la  force  P  imprimerait,  après  le  temps  d,  au  mobile  pris 
d'abord  à  Tétat  de  repos. 

On  voit  de  même  que  si  le  point  mobile,  animé  d*une 
vitesse  i^,  est  sollicité  par  la  force  P  en  sens  contraire  de 
son  mouvement,  sa  vitesse  diminuera  de  la  même  quan- 
tité u  et  deviendra  u  —  u  au  bout  du  temps  0.  Ainsi  le 
changement  de  vitesse  produit  par  une  force  qui  vient 
solliciter  un  point  en  mouvement  est  indépendant  de  la 
vitesse  précédemment  acquise. 

EFFET  n'uNE  FORCE    COUTSTAlfTE    SUR    UN    POINT    MATÉRIEL. 

i66.  Supposons  maintenant  qu'une  force  P,  d'iniensitë 
constante,  agisse  d'une  manière  continue  sur  un  mobile. 
U  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elle  devra  augmenter  ou 
diminuer  sa  vitesse  de  quantités  égales  en  temps  égaux. 
En  effet,  soit  u  la  variation  de  vitesse  produite  par  cette 
force  dans  un  premier  intervalle, de  temps  0,  i^  -f-  ii  sera 
su  boni  de  ce  temps  la  vitesse  du  mobile.  Mais  au  bout 
d'un  second  intervalle  de  temps  égal  à  0,  sa  vitesse  devra 
etre^'-f-M-f-a  ou  f'-f- 211  vpar  la  même  raison,  au  bout 
d  un  troisième  intervalle  de  temps  0,  sa  vilesse  est  i^-j-  J//, 
et  ainsv  de  suite. 

Soit  a  la  vitesse  que  possède  le  point  mobile  à  riustani 
où  la  force  commence  à  agir  sur  lui,  et  soit  g  la  vitesse 
que  la  force  imprimerait  à  ce  point  au  bout  de  Tunité 
de  temps,  s'il  était  d'abord  en  repos.  Alors  le  mobile  au 
bout  du  temps  t  aura  la  vilesse  a  -{-  gt  ou.  a  —  gt^  sui- 
vant que  la  force  constante  agira  dans  le  sens  de  la  vitesso 
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initiale  a  ou  en  sens  contraire.  Le  mouvement  du  point 
est  donc  uniformément  varié  (162). 

COMPARAISON     DES     FORCES,     D'APRÈS     LES     MOUVEMENTS 
qu'elles    impriment    au    MEME    POINT    MATÉRIEL. 

167.  Nous  n'avons  considéré  qu'une  seule  force  a^s-^ 
sant  sur  le  point  M.  Supposons  maintenant  que  ce  mobile, 
déjà  animé  de  la  vitesse  p',  vienne  au  bout  du  tefups  t  à 
être  sollicité  dans  le  même  sens  pendant  le  temps  0,  par 
deux  forces  P  et  P  qui,  en  agissant  séparément,  feraient 
parcourir  à  ce  point,  pris  à  Tétat  de  repos,  des  espaces  \ 
et  X  pendant  le  temps  ô  et  lui  imprimeraient  des  vitesses 

d\         ,      dV 
dB  dB 

Imaginons  que  de  la  position  M  partent  à  la  fois  deux 
points  matériels  animés  tous  deux  de  la  vitesse  u^  mais 
l'un  étant  soumis  simplement  h,  T  action  de  la  force  P  et 
l'autre  à  l'action  simultanée  des  forces  P  et  V.  Le  pre- 
mier parcourra  dans  le  temps  6  l'espace  vQ  -f-  Ç,  et  d'a- 
près le  principe  (164),  le  second  aura  sur  le  premier  une 
avance  de  |'.  De  là  il  suit  que  t^ô  H-  Ç  -♦-  Ç'  est  l'espace 
parcouru  par  le  point  matériel  M  qui,  déjà  animé  de  la 
vitesse  r,  est  sollicité  pendant  le  temps  Q  par  les  deux 
forces  P  et  V,  Donc  au  bout  de  ce  temps  sa  vitesse  sera 

dl        dl' 
dB        d9 

Ainsi  le  changement  de  "vitesse  produit  sur  un  mobile 
par  V action  simultanée  de  deux  forces  est  indépendant 
de  la  vitesse  acquise  et  est  égal  à  la  somme  des  vitesses 
au  aurait  eues  séparément  le  mobile  si^  pris  à  Vélat  de 
repos ^  il  aidait  été  tour  à  tour  soumis  à  l'action  de  cha- 
cune des  forces  V  etV . 

On  verrait  de  même  que  si  lé*  forces  P  et  P'  agissaient 
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.  enseDS  contraire,  le  changement  de  vitesse  dans  le  temps 
S  serait  ^al  au  —  u\ 

168.  Cela  posé,  il  est  facile  de  démontrer  que  tjleux 
forces  d^ intensités  constantes  sont  entre  elles  comme  les 
changements  de  vitesses  quelles  peuvent  produire  se- 
paréinent  pendant  le  même  temps  sur  un  même  point 
matériel. 

En  effet,  supposons  qu'une  force  f  agisse  pendant  un 
temps  6  sur  un  mobile  dont  )a  vitesse  acquise  est  (^.  Elle 
fera  subir  à  ce  mobile  un  accroissement  de  vitesse  A. 
Soit  A^  la  variation  de  vitesse  qu^éprouverait  le  point  par 
raciion  séparée  d'une  autre  force  J']  ^ifcif^  agissent  si- 
multanément, le  changement  de  vitesse  sera  k-+-h'  (167). 
Donc  si  y  =y,  on  aura  h-\-h!  z=  ih.  Ainsi  une  force  a/ 
produira  un  changement  de  vitesse  égal  à  2 A;  de  même, 
une  force  Zf  produira  un  changement  de  vitesse  égal  à 
3i,  et  en  général  uue  force  tï/*  produira  un  changement 
de  vitesse  égal  à  nk. 

Soient  maintenant  P  et  P  deux  forces  d'intensité  con- 
stante, et  soient  u  et  vl  les  changements  de  vitesse  qu'elles 
produisent  sur  un  même  mobile  pendant  un  temps  B,  Je 
^is  qu'on  aura 

L  —  ^ 

F  '^  u'' 

En  offet,  si  les  forces  P  et  P'  sont  entre  elles  dans  un 

rapport  commensurable,  soit^  leur  commune  mesure  et 
soit 

P  =  /i/,       P'  =  «'/, 

'i  et  n'  étant  deux  nombres  entiers,  de  sorte  que  l'on  ait 

P  _//^ 

Si  h  est  le  changement  de  vitesse  que  produirait  la  force  f 
dans  les  circonstances  déjà  spécifiées,  on  aura 
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d'où 


u        n 


donc 

F  ""  tt'* 

Si  les  forces  P  et  P  n'ont  pas  entre  elles  un  rapport 
commensurable,  je  dis  que  l'^alilé  précédente  aura  en- 
core lieu. 

En  effet,  divisons  la  force  P  en  n  forces  ^ales  à  f^  de 

sorte  que 

P  =  /î/: 

en  désignant  par  h  la  vitesse  que  produirait  la  force  y,  on 
aura 

Si  y  est  contenu  n!  fois  dans  P,  on  aura 

«'/<P'<{«'-Hi)/, 
/2'X<a'<(«'4-i)>^. 

^        'i  P'        a'  ,  n'       /f'H-l 

Donc  les  rapports  —  et  —  tombent  entre  —  et ? 

^^  P         a  n  n 

et,  comme  ces  derniers  peuvent  différer  d'aussi  peu  qu'on 

voudra  en  prenant  n  suffisamment  grand,  on  en  conclut 

que 

P  _  a 

F  ""  i?'  • 

Ainsi  des  forces  d'intensités  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  changements  de  vitesses  quelles  font 
subir  à  un  même  point  matériel,  quand  elles  agissent 
séparément  sur  lui,  pendant  le  même  temps, 

169.  Ce  fait  est  confirmé  par  l'expérience. 

i^.  On  sait  que  la  pesanteur  n'a  pas  la  même  intensité 
en  différentes  régions  de  la  terre,  et  le  poids  d'un  même 
corps  varie  d'un  lieu  à  l'autre,  dans  le  rapport  des  inten- 
sités de  cette  force.  Or  TexpéFience  montre  que  ce  rap- 
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port  est  précisément  le  même  que  celui  des  vitesses  ac- 
quises par  un  même  corps  tombant ,  en  ces  différents 
endroits,  pendant  le  même  temps. 
*  Q?.  Soit  P  le  poids  d^un  corps  tombant  sur  un  plan 
incliné^  qui  fait  avec  l'horizon  un  angle  a.  Soit  P'  la  com- 
posante de  ce  poids  parallèle  au  plan  incliné  :  on  a 

F  =  P  sin  a. 

Or,  en  appelant  u  la  vitesse  acquise  par  le  corps  tombant 

librement,  et  a^ celle  qu'il  acquiert  en  descendant  sur  le  plan 

p.     g,  incliné,  l'expérience  montre  que 

If '  =r  M  sin  a . 

Donc  on  a  bien 

L  — îi 

DE    l'acCÉLÉRÀTIOIV. 

170.  Supposons  qu'une  force  d'intensité  variable  sol- 
j,"    g3  licite  un  point  matériel  M 

^_ M       y  suivant  une  certaine  droite 

^  '  ^     Ojt.  Soient  0M  =  a:  étiola 

vitesse  que  possède  le  point  matériel  au  point  M,  au  bout 
du  temps  t  compté  à  partir  d'une  époque  quelconque.  A  V 
ce  moment  la  force  présente  une  certaine  intensité  P,  et  si 
elle  agissait  constamment  avec  cette  intensité,  elle  ferait 
éprouver  à  la  vitesse,  pendant  l'unité  de  temps,  une 
certaine  variation  f  •  Cette  quantité  <f  est  ce  qu'on  nomme 
i  accélération  ^  et  nous  allons  démontrer  que  Ton  a 

^  =  7/ 

En  effet,  soit  At  un  intervalle  de  temps  assez  petit  pour 
que  rintensité  de  la  forcé  soit  constamment  croissante  ou  - 
décroissante,  lorsque  le  point  ira  de  M  en  M'.  Ici,  pour 
fixer  les  idées,  nous  la  supposerons  croissante.  Soient  ç  et 
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ff'  les  accélérations  qui  correspondent  aux  points  M  et  M'^ 
u  et  M+  Am  les  vitesses  du  mobile  en  ces  deux  points.  Si 
la  force  conservait  pendant  le  temps  At  une  intensité 
égale  à  celle  qu'elle  a  en  M,  9  A^  serait  raccroîssement 
de  vitesse  du  mobile  sous  Faction  de  cette  force  au  bout 
du  temps  A  t.  De  même  (p' A  t  serait  la  vitesse  acquise  pen- 
dant le  même  temps,  si  la  force  avait  la  même  intensité 
qu'en  M',  dans  cet  intervalle.  On  aura  donc 

ou 

Doue,  comme  lim  ^  =  ^ ,  on  a 

^  M        dt 

171.  Autrement  :  l'espace  Aj?  parcouru  pendant  le 
temps  Al  est  évidemment  compris  entre  les  espaces  qui 
auraient  été  parcourus  si  la  force  avait  eu  constamment, 
pendant  cet  intervalle  de  temps,  ou  sa  plus  petite,  ou  sa 
plus  grande  intensité.  On  aura  donc,  si  At  =  d, 

Aar>PÔ4--  «*ô% 

2  ^ 


Or 


2 


dx  ^        ld}x  \    ô' 

dt  \dt^  /   1-2 


OU 


al  ; 

1  .  2 


donc  -ry  -f-  a  est  toujours  compris  entre  (f  el  (jp',  cl  par 


dt 

suite 

d'x  _^ 
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Mais  -7- =  1^1  doDc 


dv 


i72.  Quant  au  seus  du  mouvement,  Faccëlération  (p 
sera  positive  ou  négative* selon  que  la  force  P  tirera  dans 
le  sens  des  x  positifs  ou  dans  le  sens  contraire;  car  dans 
le  premier  cas  la  force  augmentera  la  vitesse  et  dans  le 
second  cas  elle  la  diminuera.  On  aura  donc  dans  le  pre- 

dv  -  dv 

mier  cas  —  >►  o,  dans  le  second  ;r  <  «• 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

DE  LA  MASSE   DES  CORPS. 


Masse  d'un  poiut  matériel.  —  Masse  à*nn  corps.  —  Relation  entre  les 
forces,  les  masses  et  les  vitesses.  —  De  la  quantité  de  mouvement.  — 
Force  motrice.  —  Force  accélératrice.  —  Relations  entre  le  poids  et  la 
masse.  —  Des  unités  employées  en  mécanique. 


MASSE    DES    POINTS    MATÉRlBLâ. 

173.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des 
forces  appliquées  à  un  seul  et  même  point  matériel.  Nous 
allons  maintenant  examiner  ce  qui  se  passe  quand  des 
forces  agissent  sur  des  corps  de  grandeur  finie.  Mais  quel- 
ques remarques  sont  utiles  auparavant. 

Concevons  qu'un  corps  soit  placé  sur  un  plan  horizon- 
tal et  qu'il  n'y  soit  retenu  par  aucun  frottement.  Si  l'on 
veut  faire  glisser  ce  corps  sur  le  plan,  il  faut  exercer  un 
effort  quelconque.  Pour  expliquer  cet  effort,  on  doit  ob- 
server que  si  l'on  agit  sur  un  corps  pour  le  mettre  en 
mouvement,  une  réaction  en  sens  inverse  s'exerce  contre 
l'agent  ou  l'organe  qui  donne  le  mouvement,  et  cette 
réaction  est  la  cause  de  la  sensation  que  nous  éprou- 
vons. En  général  un  corps  ne  peut  agir  sur  un  autre  sans 
éprouver  de  la  part  de  cet  autre  une  réaction  égale  et 
contraire. 

m.  De  ce  qu'il  faut  des  efforts  plus  ou  moins  consi- 
dérables pour  donner  le  même  mouvement  à  des  corps 
différents,  on  doit  conclure  que  ces  corps  ne  contiennent 
pas  des  quantités  égales  de  matière.  On  est  ainsi  conduit 
à  la  notion  de  la  masse  des  corps. 


QUATORZIÈME    lEÇON.  123 

On  dit  que  deux  points  matériels  ont  des  masses 

égales  y  quand  deux  forces 
égales  y  appliquées  pendant  le 
même  temps  à  ces  deux  points , 
leur  donnent  le  même  moui^e^ 
ment. 

Il  faut  remarquer  que  cette 
définition  ne  suppose  nullement  que  les  deux  points 
matériels  soient  formés  de  la  même  substance.  Quant  à 
Tégalité  des  forces,  on  doit  Tentendre  comme  en  sta- 
tique. Ainsi  deux  foires  sont  égales  si,  en  les  supposant 
appliquées  verticalement  aux  deux  plateaux  d  une  ba- 
lance, elles  se  font  équilibre. 

175.  Si  Ton  conçoit  une  multitude  de  points  matériels 
ayant  des  masses  égales  et  qu'on  réunisse  plusieurs  de  ces 
points  en  un  seul^  on  formera  des  molécules  dont  les 
masses  auront  entre  elles  des  rapports  quelconques. 

MASSE    DES    CORPS. 

176.  Soient  A,  B,  C,  D  des  points  matériels  de  même 

%•  ^7"  masse.  Des  forces  égales  et  pa- 

^^.,^'''**---^^^  rallèles  appliquées  à  ces  points, 

a\.     ^^^^^^^  pendant  le  même  temps ,  leur 

c  feront    parcourir     des    droites 

égales  et  parallèles  avec  une  vitesse  commune,  laquelle, 
du  reste,  sera  généralement  variable.  Il  suit  de  là  que 
le  mouvement  ne  sera  pas  troublé  si  ces  points  sont 
liés  entre  eux  par  des  droites  rigides  et  invariables.  On 
forme  ainsi  un  corps  solide,  lequel  d'ailleurs  peut  être 
quelconque.  D'un  autre  côté,  les  forces  égales  et  paral- 
lèles, appliquées  à  ces  diâérents  points,  peuvent  être 
remplacées  par  leur  résultante  qui  est  parallèle  aux  forces 
considérées,  égale  à  leur  somme  et  passe  toujours  par  le 
même  point,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  com- 
mune de  ces  forces.  Ce  point  est  dit  le  centre  de  masse 
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du  corps.  Donc  quand  un  corps  de  figure  invariable  est 
sollicité  par  une  force  qui  passe  par  le  centre  de  masse  ^ 
tous  ses  points  décriv^ent  des  droites  parallèles  et  égales^ 
dans  le  même  temps^  car  cette  force  pourrait  être  dé- 
composée eu  autant  de  forces  parallèles  et  éf^ales  appli- 
quées aux  dilTércnts  points,  éçaux  en  masse,  qui  com- 
posent ce  corps. 

Au  contraire,  le  mouvement  n'aurait  plus  lieu  de  cette 
manière  si  la  direction  de  la  force  ue  passait  pas  par  le 
centre  de  masse.  11  y  aurait  alors  pour  chaque  point  tout 
à  la  fois  un  mouvement  de  ti'auâjation  dans  Tespace  et 
un  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de  niasse. 

Cela  posé,  les  masses  de  deux  corps  sont  égales, 
lorsquen  appliquant  des  forces  égales  à  leur  centre  de 
masse  tous  les  points  de  ces  corps  dèeriuent  des  droites 
parallèles  avec  la  même  vitesse.  Les  masses  met  m'dedeux 
corps  sont  dans  le  rapport  de  n  à  /i'  lorsqu'on  peut  les 
partager  l'un  en  n  parties,  l'autre  en  n^  parties  ayant  la 
même  masse  p..  On  aura  dans  ce  cas 

BELATION   ENTRE  LES  FORCES,    LES    MASSES    ET  LES  VITESSES. 

177.  Il  suit  de  là  que  si  des  forces  constantes  P  et  P' 
appliquées  aux  masses  met  m'  leur  impriment  la  même 
vitesse  u,  elles  seront  entre  elles  comme  ces  masses. 

Soit  -7  le  rapport  des  masses,  en  sorte  que  l'on  ait 

en  appelant  13  la  force  qui  communiquerait  à  la  masse  fx 
la  vitesse  u  dans  le  temps  f,  on  a 

car  la  force  P  par  exemple  équivaut  à  n  forces  égales  à  cr 

appliquées  aux  n  molécules  (i  qui  forment  la  masse  m  : 

par  suite 

P        n        m 
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On  étendra  sans  peine  cette  propriété  aux  masses  dont 
le  rapport  serait  incommen^rable. 

178.  Supposons  que  deux  forces  d'intensité  constante 
V  et  P',  appliquées  à  deux  corps  quelconques  dont  les 
masses  sont  m  et  m\  leur  fassent  acquérir  des  vitesses  u 
etu'  au  bout  d'un  même  temps  t.  Je  dis  qu'on  aura 


ma 


Appelons  en  effet  Q  la  force  qui  dans  le  temps  t  donne- 
rait la  vitesse  u  au  corps  dont  la  masse  est  m'.  On  aura 

d'où  Ton  déduU   : 

P  __   mU 

DE   LA    QUANTITÉ    DE    MOUVEMENT. 

179.  Le  produit  mu  de  la  masse  d'un  corps  m  par  la 
vitesse  u  commune  à  tous  ses  points  est  ce  qu^on  appelle 
la  (fuantité  de  mouvement  du  corps.  Ainsi  la  proportion 

P        mu 


P'       m'a' 

peut  s'énoncer  en  disant  que  les  intensités  de  deux  forces 
appliquées  à  deux  corps  quelconques,  à  leurs  centrées  de 
masse,  sont  proportionnelles  aux  quantités  de  mouv^e- 

{*)  Car  en  désign&nt  par  ^  et  p'  les  forces  qui  imprimeraient  à  une 
molécule  /x  de  la  masse  m'  les  vitesses  respectives  u  et  u\  on  a 

1.=  " 
p'       ?* 

Doncla  somme  des  forces  q  appliqués  à  toutes  les  molécules  du  corps  m' 
est  à  la  somme  des  forces  p'  comme  u  est  à  u',  c'est-à-dire 

Q:P'=a:u'. 
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ment  quelles  donnent  à  ces  deux  corps,  d'où  il  suit 
qu  on  peut  prendre  pour  mesure  de  l'intensité  d'une 
force  P  la  quantité  de  mouyement  nuà  qu'elle  commu- 
nique à  une  masse  ni  dans  un  temps  déterminé,  par 
exemple  dans  l'unité  de  temps.  On  prend  donc 

mais  si  Ton  choisit  arbitrairement  Tunité  de  longueur, 
l'unité  de  force  et  Funité  de  temps,  on  est  obligé  de 
prendre  pour  unité  aê  masse  la  masse  d^un  corps  qui, 
sollicité  par  Funité  ^e  force,  acquerrait  dans  l'unité  de 
temps  une  vitesse  égale  à  Funité  de  longueur. 

FORCE    MOTRICE.  FORCE    ACCtLÉRÀTRICE. 

180.  La  formule  P  =  nrn  donne  la  niQiiBre  de  l'inten- 
sité d'une  force  constante  :  mais  elle  s^écend  aux  forces 
dont  l'intensité  est  yariable  avec  le  temps.  Supposons  en 
effet  qu'une  force  appliquée  au  centre  de  masse  d'un  corps 
dont  la  masse  est  m,  ait,  à  l'instant  considéré,  une  inten- 
sité P.  Soit  f  la  vitesse  que  cette  force  ferait  acquérir  au 
mobile  au  bout  de  Funité  de  temps,  si  pendant  ce  temps 
elle  conservait  une  intensité  constante  ^ale  à  P.  On  aura 
alors 

Mais  f  étant  l'accélération  du  mobile  au  bout  du  temps  f , 

on  a 

dp 

Donc  à  chaque  instant  l'intensité  de  la  force  P,  que  l'on 
appelle  ybrce  motrice,  est  donnée  par  la  relation 

P=m-7- 
de 

181.  Si  Fou  désigne  par  p  la  force  qui  donne  la  même 
accélération  (f  à  l'unité  de  masse,  on  a 
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Ainsi  le  aombre  p,  qui  représente  la  force  motrice  de 
•lunité  de  masse,  est  le  même  que  celui  qui  exprime  Tac- 
célératîon  9,  en  sorte  qu'il  est  permis  de  les  substituerPun 
à  l'autre.  La  force  motrice  qui  produit  le  mouvement  de 
l'anité  de  masse  est  dite  la  force  accélératrice  du  mobile, 
et  la  quantité  (f  est  nommée  indifféremment  V accélération 
ou  la  force  accélératrice, 

RELATION    ENTRE  LE   POIDS   ET  LA    MASSE. 

182.  L'observation  prouve  que  deux  corps  pesants, 
quelles  que  soient  leur  substance  et  leur  forme,  acquiè- 
rent la  même  vitesse,  au  bout  du  même  temps,  quand  ils 
tombent  dans, le  vide.  Ce  fait  n'était  pas  connu  avant 
Galilée,  et  l'onlâf^yait  que  la  pesanteur  agissait  avec  une 
intensité  variable  sur  les  corps  de  différente  nature.  Mais 
Galilée  démontra  ce  fait  par  Texpérience,  et  fit  voir  que 
si  les  choses  ne  semblaient  pas  se  passer  ainsi  dans  la 
nature,  la  cause  en  était  due  à  la  résistance  de  Tair,  mi- 
lieu dans  lequel  s'opère  la  cbute  du  corps. 

Il  résulte  de  ce  fait  que  les  poids  de  deux  corps  sont 
proportionnels  à  leurs  masses  :  car  les  poids  étant  des 
forces  constantes,  on  a 

P mu 

et  puisque,  dans  ce  cas,  w  =  u'  =  .ç,  on  aura 

P m 

Le  nombre  qui  exprime  le  poids  d'un  corps  en  repré- 
sente aussi  la  masse;  si  l'on  prend  pour  unité  de  masse 
la  masse  d'un  corps  dont  le  poids  est  égal  à  l'unité.  Mais 
nous  verrons  bientôt  qu'on  adopte  une  autre  conven- 
tion. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  l'égalité  des  masses  de     , 
I.  9 
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deux  corps  hétérogènes  ne  pouvait  pas  se  conclure  de 
ce  seul  fait  que  ces  corps  ont  des  poids  égaux.  Il  fallait  ^ 
savoir  en  outre  que  ces  corps  acquièrent  la  même  vitesse 
après  être  tombés  pendant  le  même  temps. 

D  résulte  de  la  proportionnalité  des  poids  aux  masses 
que  le  centre  de  masse  d'un  corps  n'est  autre  chose  que 
son  centre  de  gravité. 

DES    UNITÉS    EMPLOYÉES   EN    MÉCANIQUE. 

183.  On  peut  maintenant  fixer  les  différentes  unités 
que  Ton  doit  employer  dans  Tétude  des  propriétés  de  la 
pesanteur.  On  prend  ordinairement  pour  unité  de  temps 
la  seconde,  pour  celle  de  longueur  le  mètre.  L'unité  de 
force  est  le  gramme  ou  le  kilogramme  :  le  gramme  est  le 
poids  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée  à  son  maximum 
de  densité.  Soit  g  la  vitesse  acquise  par  un  corps  pesant 
au  bout  d'une  seconde;  à  Paris  on  a  g^  =  9°^, 80896.  Il 
reste  encore  à  fixer  l'unité  de  masse  qui  n'est  plus  arbi- 
traire. Or  si  dans  la  relation 

on  fait  P  =^,  on  a  m  =  i  :  on   doit  donc  prendre  pour 
unité  de  masse  la  masse  du  poids 

9«5%8o896, 

poids  qui  peut  servir  de  mesure  à  l'intensité  de  la  pe- 
santeur. 

184.  L'intensité  de  la  pesanteur  ou  le  poids  d'un  corps 
varie  à  la  surface  de  la  terre^  et  la  vitesse  que  la  pesan- 
teur imprime  au  corps,  au  bout  d'une  seconde,  varie 
dans  le  même  rapport.    La  relation  P  =  mg  fait  voir 

P 
que  le  nombre  -  9  qui  exprime  la  masse,  reste  le  m^e, 

en  quelque  endroit  qu'on  le  détermine. 
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185.  Soient  V  le  volume  d'un  corps  supposé  homogène 
et  D  sa  densité  ou  sa  masse  sous  l'unité  de  volume.  En 
appelant  m  la  masse  de  tout  le  corps,  on  aura 

/w=VD, 

ou,  à  cause  de  P  =  mg, 


9 
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QUINZIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT    DES    CORPS    PESANTS. 

Mouvement  vertical  des  corps  pesants  dans  le  vide.  —  Mouvement  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  incliné.  —  Détermination  de  la  constante  g. 
—  Chute  d*un  corps  dans  un  milieu  qui  résiste  comme  le  carré  de  la 
vitesse.  —  Cas  particulier  où  la  résistance  devient  nulle. 


MOUVEMENT    VERTICAL    DES   CORPS    PESANTS    DANS    LE    VIDE. 

186.  Quand  un  corps,  sollicité  par  une  force  P,  con- 
stante ou  variable,  parcourt  une  certaine  droite,  son 
mouvement  est  représenté  par  les  équations 

dv  dx 

'  =  Â'     "=-5?' 

(f  désignant  l'accélération  et  i^  la  vitesse^  on  déduit  de  ces 
formules ,  en  prenant  t  pour  variable  indépendante, 

d}x 

<p=:— 5       çdif  =  ffdx. 

On  retrouve  aisément,  au  moyen  de  ces  équations,  les  lois 
du  mouvement  uniformément  varié.  Ainsi  en  appelant  g 
Taccélération  due  à  la  pesanteur,  on  a 

?      ou      -=:^, 

d'où 

(i)  v^a-^-gt, 

a  représentant  la  vitesse  possédée  par  le  mobile  à  l'ori- 

dx 

gine  du  temps.  On  déduit  ensuite  de  ^^  =  —  Téquation 


dt 


il)  X  z=  b -^  at -^-^—^ 

2 


b  étant  Tabscisse  du  mobile  à  l'origine  du  temps. 


QUIMZIÈME    LEÇON.  l33 

187.  Si  Ton  compie  les  espaces  el  le  temps  à  partir  du 
point  où  la  vitesse  est  nulle,  on  a 

(3)  v^gt,      .r=Ç. 

L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  donne  la  rcla* 

lion 

(/})  v=z\l^gx,     d*où     x  =  — , 


entre  la  vitesse  et  Tespaoe  parcouru.  On  appelle  sl^gx  la 


f' 


Messe  due  à  la  hauteur  x^  et  —  est  dite  la  hauteur  due 

à  la  vitesse  ^. 

188.  Supposons  maintenant  qu^un  corps  soit  lancé 
de  bas  en  haut  suivant  la  verticale.  La  force  constante 
agissant  en  sens  inverse  du  mouvement,  on  devra  poser 

si  l'on  compte  de  bas  en  haut  les  abscisses  positives. 
On  tire  de  là 

(5)  t^z^za—gt 
6t,  par  suite, 

xz=  h-^at  —  2_. 

2 

Si  l'on  compte  les  espaces  à  partir  du  point  où  se  trouve 
le  mobile  à  l'origine  du  temps,  on  a  t  =  o  et 

(6)  x  =  «r-^'. 

2 

En  appelant  6  le  temps  au  bout  duquel  le  mobile  cesse 
^c  monter,  et  h  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève,  on  a 

û— 5^0  =  0, 

doù 

(7)  G  =  ^      A=^. 

S  ^g 


l34  COUaS    DE   MÉCÀBIQUE. 

Arrivéà  cette  hauteur,  le  corp6  conuoieiice  à  descendre  et, 
revenu  au  point  de  départ,  sa  vitesse  redevient  égale  à  sa 


fl> 


vitesse  initiale  :   car,   en  faisant  x  =  —  dans  la   for- 
mule  (4))  on  trouve  i^=;  a,  mais  elle  est  de  sens  contraire. 

MOUVEMENT     d'un     CORPS     PESANT     SUR     UN    PLAN    INCLINÉ. 

189.  Soit  G  le  centre  de  gravité  d'un  corps  pesant, 

placé  sur  un   plan  incliné  :   la 

'^'  composante  de  son  poids,   pa- 

rallèle à  la  longueur  AB  du  pla.n 
incliné,  tendra  sreule  à  faire  des^ 
cendre  le  corps.  En  appelant 
a  Tangle  BAC  de  ce  plan  avec 

rhorizon,  ^sîna  sera  Taccélération  du  mobile  et   Ton 

aura,  pour  déterminer  son  mouvement, 

dp     ,     . 

Ainsi  le  mouvement  du  mobile  sera  le  même  que  celui 
qui  aurait  lieu  suivant  la  verticale  si  Tintensilé  de  la  pe~ 
sauteur,  au  lieu  d^ètre  gj  était  ^sina.  On  aura  donc  en 
changeant  g  en  g^sina  dans  les  formules  (3)  et  (4)  du 
nM87 

(l)                                          ¥z=gûua.ty 
(a)  jrr=2 , 

(3)  f'  =  2gxsina, 

190.  Si  x^  représente  la  longueur  AB  du  plan  incliné 
et  A  sa  hauteur  BC,  on  aura,  pour  .r  =  a/, 

9^  =  ^gx'  sina     ou     j^  =  a^A. 

Donc  la  ^vitesse  acquise  par  un  mobile  quia  parcouru 
toute  la  longueur  BA  du  plan  incliné  est  égale  à  celle 
quil  aurait  acquise  en  tombant  de  la  hauteur  BC. 
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191.  Soit  ABD  um^  circouférence  dont  le  diamètre  AD 

est  vertical.  Supposons  qu'un 
corps  descende  le  long  de  la 
corde  AB,  et  cherchons  le  temps 
qu'il  mettra  à  parcourir  cette 
corde. 

Menons   BC   perpendiculaire 
à  AD  :  soient  AB  =  x,  AD  =  «, 

ABC  =  ADB  =  a.  En  appliquant  au  triangle  ABC-  les 

formules  du  plan  incliné  (189),  on  aura 


mais  OD  a 


doue 


x=z  —  g^r'sina; 


ABr=:AD.sina     ou     x==^sina, 


a=lst^ 


OU 


-\/r 


à  où  Ton  conclut  que  le  temps  employé  par  le  corps  pour 
descendre  le  long  de  AB  est  le  même,  quelle  que  soit 
cette  corde ^  et  qu'il  est  égal  au  temps  que  le  corps  em- 
ploierait à  descendre  delà  hauteur  AD. 


DÉTERMIHATIOfl    DE    LA    CONSTANTE   g. 

192.  Le  plan  incliné  rend  la  chute  d'un  corps  moins 
jmide  sans  changer  la  loi  de  son  mouTement.  En  prenant 
1  angle  a  suffisamment  petit,  il  devient  possible  d'obser- 
ver le  temps  que  met  le  corps  à  descendre  d'une  hauteur 
donnée,  et  par  suite  d'en  conclure  la  quantité  g  qui  re- 
présente l'intensité  de  la  pesanteur. 

n  existe  d'autres  moyens  d'arriver  au  même  résultat. 


ViQ.  70. 
G' 

■FI — 


^ 
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193.  Soit  G'  un  corps  placé  sur  un  plan  horizontal  AB 

et  tiré  par  un  fil  horizontal  dont 
la  direction  passe  par  le  centre 
de  masse.  Supposons  que  ce  fil, 
enroulé  autour  d'une  poulie  p, 
soit  entraîné  suivant  la  verticale 
par  le  poids  d'un  corps  G  solli- 
cité librement  par  la  pesanteur. 
Soient  m  et  m' les  masses  des  corps  G  et  G'.  La  force  accé- 
lératice  du  mobile  G  étant  g',  et  la  force  motrice  du  corps  G 
se  répar tissant  sur  la  masse  m  H-  m',  la  force  accéléra- 
trice de  tout  le  système  sera  ^—-  Le  mouvement  sui- 


ù« 


vra  donc  les  mêmes  lois  que  celui  d'un  corps  entièrement 
libre,  mais  pourra  être  ralenti  autant  que  l'on  voudra, 
en  prenant  /n'  assez  grand  par  rapport  à  m. 


Fig.  71. 


194.  La  machine  d'Atwood  offre  un  troisième  moyen. 

Réduite  à  l'état  le  plus  simple, 
elle  se  compose  d'une  poulie 
verticale  P,  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  et  sur  la  gorge  de 
laquelle  s'enroule  un  fil  portant 
à  ses  extrémités  deux  corps  pe- 
sants G  et  G'. 
Soient  ni  et  m' les  masses  des  corps  G  et  G'.  La  force 
motrice  de  G  étant  mg',  et  m' g  étant  celle  de  G',  si  l'on 
suppose  m  }>  w',  le  système  sera  entraîné  par  une  force 
motrice  égale  à  mg —  m' g  o\x[m  —  ^)g»  Mais  comme 
cette  force  sollicite  une  masse  m  -h  m' ^  la  force  accéléra- 
trice du  système  ou  la  force  motrice  rapportée  à  l'uii^tl!; 
de  masse  sera  '  '^ 


m 


m' 


On  pourra  donc  au  moyen  de  cet  appareil  ralentir  autant 
qu'on  le  voudra  le  mouvement  du  système. 
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CHUTE   D-'uM    CORPS    PESANT    DANS    UN    MILIEU     QUI     RÉSISTE 
COMME    LE    CARRÉ    DE    LA    VITESSE. 

195.  Supposons  que  le  corps  qui  tombe  soit  symé- 
trique autour  d'un  axe  vertical.  Le  poids  du  corps  est 
une  force  dirigée  suivant  cet  axe,  et  il  en  est  de  même  de 
la  résultante  R  des  résistances  partielles  qu'oppose  l'air  à 
la  chute  du  corps,  aux  différents  points  de  sa  surface  ; 
la  force  R  agit  en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 
Soient  m  la  masse  du  corps  et  G  son  centre  de  gra- 
vité ou  de  masse,  situé  néces- 
sairement sur  Ox,  La  force  mo- 
.  trice  du  corps  due  à  la  pesanteur 
étant  mg^  mg —  R  sera  la  force 

,   n  'ng  —  R 

motrice    réelle    et    — ^ ou 

m 

g sera   la  force    accéléra- 

m 

trice. 

L'observation  prouve  que  la  résistance  R,  lorsque  le 

mouvement  du  corps  n'est  ni  très-lent,  ni  très-rapide , 

peut  être  regardée  comme  proportionnelle  à  la  densité 

du  milieu  et  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile.  On  peut 

donc  poser 

p  désignant  la  densité  de  Taîr,  i^  la  vitesse  du  corps  et  a 
un  coefficient  que  l'on  peut  déterminer  pour  le  corps 
pesant  considéré  par  une  expérience,  et  qui  ne  dépend 
nidcjo  ni  de  ^.  Par  conséquent  la  force  accélératrice  du 

milPe  SAra  ^ i- — . 


[e  sera  g 


m 


196.  Si  le  corps  est  une  sphère,  en  appelant  D   sa 
densité,  r  son  rayon,  on  aura 


4 
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d'où 

,    V  R         3aptf^ 

(2)  —  =  -7 ^ . 

^    ^  m         47rr»D 

D'ailleurs  on  trouve  par  l'observation  que  la  résistance 
du  fluide  est  proportionnelle  à  la  surface  de  la  sphère  ou 
au  carré  de  son  rayon;  on  peut  donc  poser  a  =  6r*,  et 

Ton  a 

R 3b    pc'  ypp^ 

Enfin,  pour  la  même  sphère  et  pour  le  même  milieu, 
y,  p,  D,  r  étant  des  constantes,  on  peut  poser 


Dr 

7P 

8 

R^ 

m 

et  il  vient  enfin 

(3) 

La  constante  k  désigne  la  vitesse  que  devrait  avoir  le 
mobile  pour  que  la  résistance  de  Taîr  fût  précisément 
égale  au  poids  du  corps. 

497.  En  supposant  toute  la  niasse  du  corps  concentrée 
à  son  centre  de  gravité  G,  le  mouvement  de  ce  point,  et 
par  suite  celui  de  tout  le  corps  sera  déterminé  par  Té- 
quation 

de  là  on  tire 

2  gdt        1  kdv 

ce  que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

2  g  fit        k  -{-  ç  -{-  k  —  p  dif  (h 


k  k^—u'  /  _.  „    ^  X  4- 

Kii  intégrant  de  part  et  d'autre,  on  aura  donc 


k  K  —  V 
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Si  l^on  détermine  la  constante  par  la  condition  que  la 
vitesse  soit  nulle  pour  «  =  o,  on  a  c  =-0,  et  l'équation 

devient 

(5) 


On  en  tire 


\     d'où 


-  6- 

•r 

1 

V 

k-^0 

—  < 

Qgl 

> 

2gt 

I 

r> 

3jP 
1  -h  tf  * 

k 


OU  enfin,  en  divisant  les  deux  termes  par  e    , 


(6) 


<' 

S^ 

/t 

k 

e     — 

e 

...^ 

/• 

V 

g^ 

^' 

e'^ 

'  e 

k 

remplaçons  ^  par  -j-  9  nous  aurons 


198.  Pour  déduire  de  là  Tespace  en  fonction  du  temps, 

dx 

mais  le  numérateur  de  cette  fraction  est  la  différentielle 
du  dénominateur,  à  un  facteur  constant  près.  Donc  on 
aura  en  intégrant 

(7)  x=:illU'-+--       V> 

■.'..- 

la  ecJÉistante  étant  déterminée  par  la  condition  que  Ton 
ait  à  la  (ois  j?  =  o  et  «  =  o. 

199.  Enfin  on  peut  trouver  une  relation  entre  Tespace 
parcouru  et  la  vitesse.  On  a 
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Ici  la  force  accélératrice  est  égale, à  g  —  ^'  On  a  donc 

Pdp  =r  U  —  ?ÎL  j  dx 

ou 

A^  2  vdv 

dx= —  X 


7.g        k^—v^ 

En  intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condi- 
tion que  Ton  ait  x=-  o,  lorsque  1^  =  0,  on  a 

(8)  .r  =  —  1       ^ 


7.  g      X'  —  V^ 


200.   Quand  on  suppose  t  très-grand,  e        est  très- 
petit,  et  en  négligeant  ce  terme,  on  a 

V  =  X-,      X  :=  kt 1  2. 

g 

Ainsi  au  bout  d'un  temps  très-long,  le  mouvement 
devient  sensiblement  uniforme,  et  la  force  accélératrice 

<f  =  g  —  ^  est  sensiblement  nulle,  car  elle  devient  nulle 

pour  M  =  /î.  Ce  fait  se  conçoit  sans  peine,  car  le  poids  du 
corps  est  une  force  constante,  et  la  résistance  de  l'air  une 
force  variable  qui  augmente  avec  la  vitesse  du  mobile  et 
qui  finit  par  faire,  à  très  peu  près,  équilibre  au  poids  du 
corps.  Mais  on  n'a  i^  =  k  que  pour  f  =  00  ,  eu  sorte  que 
le  mouvement  tend  à  devenir  uniforme,  mais  ne  l'est 
jamais  rigoureusement. 
De  la  valeur 


k'=z 


gDr 

1? 


on  conclut  que  le  carré  de  la  vitesse  du  mouvement  uni- 
forme vers  lequel  tend  le  mouvement  varié  est  propor- 
tionnel à  la  densité  du  corps  et  au  rayon  de  la  sphère,  et 

en  raison  inverse  de  la  densité  du  milieu  résistant.  Ce 

* 

fait  est  confirme  par  rexpéricnce. 
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Le  temps  au  bout  duquel  le  mouvement  devient  sen- 
siblement uniforme  est  d^autant  plus  grand  que  la  valeur 
de  Â:  est  plus  grande.  Car  pour  que  l'on  ait 


il  faut  que  Ton  ait 


n 


/>-  1/1. 
S 


CAS  PARTICULIER  OU    LA    RÉSISTÀlfCE   DU   MILIEU    DEVIENT 

NULLE. 

^1.  Nous  avons  vu  que  la  résistance  du  milieu  avait 
pour  expression 

Il  suit  de  là  qu'en  faisant  /c  =  oo  ,  on  a  R  =  o.  Cette 
hypothèse  doit  donc  faire  retrouver  les  lois  de  la  chute 
des  corps  pesants. dans  le  vide.  Mais  comme  les  formules 
se  présentent  alors  sous  une  forme  indéterminée,  nous 

allons  remplacer  dans  ces  équations  e  et  e  par  leur 
développement  en  séries  convergentes.  Or  on  a 


d'où  l'on  déduit 


V.:'  ■ 


l4a  COOM.jn  MÉCAMiQtlE. 

Substituant  ce  résultat  dans  Féqualion 


_  A\e\  -e  J  ) 


(6)  ''=gc W^    (*®')' 


e*-e      * 


et  faisant  les  réductions,  on  trouve  pour  k=  qq 

V  =  gt. 
Maintenant  l'équation 

^  '  '  g'       2 

devient  par  la  substitution 

Si  l'on  développe  1  (  i  -f-  ^^  H- . . .  )  en  série,  on  aura 

a 

a  étant  la  somme  des  termes  qui  s'évanouissent  pour 
/r  =  QO  .  Donc  à  cette  limite  on  a 

a 
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SEIZIÈME  LEÇON. 

SUITE  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS  PESANTS. 

MouTement  d'un  corps  pesant  lancé  de  bas  en  haut.  —  Mouvement  d'un 
corps  pesant  dans  un  milieu  qui  résiste  comme  la  vitesse.  —  Chute 
d'un  corps  dans  le  vide  en  ayant  égard  à  la  variation  d'intensité  de  la 
pesanteur.  —  Cas  particulier  d'un  corps  place  à  une  petite  distance  de 
la  surface  terrestre. 


MOUVEMENT   d'uN    CORPS    PESANT    LANCÉ  DE    BAS    EN    HAUT. 

202.  Supposons  maintenant  que  le  corps  considéré  ait 
un  mouvement  vertical,  mais  de  bas  en  haut,  dans  le  mi- 
lieu résistant.  En  conservant  les  mêmes  notations, 

—  mg'  — R 

sera  la  force  motrice  du  mobile,  et  sa  force  accélératrice 


sera 


7  R 

m 


puisque  la  pesanteur  et  la  résistance  du  milieu  sollicitent 
le  corps  en  sens  inverse  de  son  mouvement.  On  a  donc  ici 

dt  ^        m 

et  si  Ton  pose  encore 

m         k^ 
il  vient 

gdt  kdç 


A  P-^v' 


Intégrant  et  déterminant  la  constante,  par  la  condition 
que  pour  t=  o  an  ait  f^  =  a,  a  étant  la  vitesse  initiale 


Si 
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du  mobile,  on  a 

et  a  o 

(3)  ^  =  arclang-  —  arc  tang  y 

A  A  A' 

203.  Cette  équation  donne  le  temps  en  fonction  expli- 
cite de  la  vitesse.  Pour  en  déduire  la  vitesse  en  fonction 
du  temps,  posons 


on  aura 


d'où 


et 


arctang-  =  /?,     arctaiig-=y. 


8^ 


tang/i— Ung^ 

ung  q  = ^^. 

H-  tang/?  tang  — 

sin  Ç 

Remplaçant  ung  q  par  -  et  tang  ^  par ,  on  trouve 

cos~ 

A" 

a  ces X-  sm  ^ 

(4)  P  =  k ^. 

fl  sm^  -h  A-  cos^ 
A  k 

204.  Pour  obtenir  x  ou  l'espace  parcouru  au  bout  du 
temps  /,  on  observera  que  le  numérateur  de  v  multiplié 
par  dl  est,  à  un  facteur  constant  près,  la  différentielle  du 
dénominateur.  Donc  si  l'on  intègre  et  qu'on  détermine  la 
constante  par  la  condition  que  l'on  ait  simultanément 
x-=.o  et  ^  =  0,  ce  qui  revient  à  placer  l'origine  des 
abscisses  au  point  de  départ  du  mobile,  on  a 

(5)  .=_,(^_s.n-^  +  cosl.). 


SEIZIEME    LEÇON.  l45 

205.  Quand  on  veut  exprimer  x  en  fonction  de  (^,  on 
fait  usage  de  la  formule 

qui  devient,  en  remplaçant  (f  par  sa  valeur  (202), 


prfp  =  -^g:-f.Ç')^ 


ou 

Int^rant  et  déterminant  la  constante ,  de  manière  que 
Ton  ait  à  la  fois  a:  =  o  et  (^  =  a,  on  a 

2^    X'4-p^ 

206.  Il  y  a  un  instant  où  le  corps  cesse  de  monter. 
Si  6  est  le  temps  de  l'ascension  et  h  la  hauteur  la  plus 
grande  à  laquelle  parvient  le  mobile,  on  aura,  en  faisant 
<'  =  odans  les  formules  (4)  et  (6), 

tang  h- =  19     o  <>"     ô  =  -  arc  tang  j 


et 


A  =  —  1 


Parvenu  à  cetteliauteur,  le  mobile  commence  à  des- 
cendre, et  si  l'on  appelle  a'  la  vitesse  qu'il  possède  lors- 
qu  il  lest  revenu  au  point  de  départ,  on  aura,  en  faisant 
a:  =  A,  M=  a'  dans  la  formule  (8)  du  n°  199, 


/,  =  — 1    ^ 


2  g    p  —  fl 


'  2 


ou  ^ 


il  ^'  -^  ^'  _  jil       >^^ 


0«  a  donc 


k^  —  o'^' 


I. 


lO 
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d'où  l'on  tire 


a   =: 


^  Cette  formule  fait  voir  que  a!  est  toujours  moindre  que  a. 

207.  Pour  déterminer  le  temps  &  de  la  chute  du  corps, 
on  remplacera,  dans  la  .formule  (5)  du  n**  197, 

2^/        ,  /•  -4-*' 

"F  =  '  rrr' 

if  par  al  elt  par  ô',  d'où  Ton  déduira 

et  si  Ton  nomme  T  le  temps  total  que  le  mobile  met  à 
revenir  à  sa  position  initiale,  on  aura 

T  =  Ô  -h  0' 
ou 

T=-^^arctangj-hll -^ j- 

Les  quantités  a  et  g  sont  supposées  connues  ^  le  temps  T 
peut  être  obtenu  par  l'expérience  :  cette  dernière  relation 
peut  donc  servir  à  déterminer  la  constante  k  pour  un 
mobile  donné. 

MOUVEMENT  d'un  CORPS  PESANT  DANS  UN  MILIEU  QUI  RÉSISTE 

GOMME  LA  VITESSE. 

208.  Quand  le  mobile  possède  une  très-petite  vitesse, 
on  peut  regarder  la  résistance  du  milieu  comme  propor- 
tionnelle à  cette  vitesse.   Si  le  corps  descend,  il  faudra 

poser 

dv gv 

di  "~^'~  T 
OU 

il)  ^— = 

Intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
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qu'on  ait  à  la  fois  t  =  o,  i^  =  o,  on  a 

w  '4  =  1  ' 


d'où 

(3)  <»=:/-\i  — e~M. 

Multipliant  par  dt  et  intégrant 


=  ,,_f!(,_.-?), 


la  constante  étant  déterminée  par  la  condition  que  x  =  o 
pour  r  =  o, 

MOÙVEMEUT    n^Un    CORPS    OÉNUÉ    DE     PESÀHTEUR   DÀMS    t'N 
MILIEU    QUI     RÉSISTE    COMME   LA    RACINE     CARRÉE    DE    LA 

TITESSE. 

209.  Ce  cas  est  intéressant,  parce  que  le  mobile  finit 
par  s'arrêter  et  que  cette  circonstance  répond  à  une  solu- 
tion particulière  de  Téquation  différenlieile. 

La  résistance  du  milieu,  seule  force  qui  sollicite  le  mo* 
^ile,  agissant  en  sens  inverse  du  mouvement,  ou  aura 

dt 

Comme  Tunité  de  vitesse  est  arbitraire,  on  peut  la 
choisir  de  telle  sorte  que  âe  =  2«  Alors  l'équation  précé- 
clente  revient  à 

(a)  dtz=: -. 

2  Vf 

Intégrant  et  supposant  j^  =  a  pour  f  =  o,  on  aura 

ou 

(3)  ,  =  {sra^tY. 

"6  cette  équation  on^déduit 

dxzzzii/â-^  tYdtj 

10. 
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d'où  l'on  tire,   en  intégrant  et  supposant  x=o  pour 

(4)  œ^— 

210.  La  formule  (3)  fait  voir  que  si  t  augmente  en 
restant  moindre  que  ^a  ^  u  diminue,  et  que  ^  =  o  pour 

f  =  Va  5  on  a  en  même  temps  x  =  — ~-  •  Ainsi  le  mobile 

s'arrêtera  après  avoir  parcouru  un  espace  -~- ,  et  comme 

la  force  accélératrice  est  nulle  en  ce  moment ,  le  corps 
restera  indéfiniment  en  repos.  Cependant  les  formules  (3) 
et  (4)  ne  conduisent  pas  à  cette  conséquence;  car  u  et  x 

varient  pour  <]>  ^a.  Mais  si  l'on  remonte  à  l'équation  (i), 
on  voit  qu'elle  est  satisfaite  par  ^^  =  o,  quel  que  soit 
d'ailleurs  t^  Cette  solution  particulière  s'applique  aux 

cas  où  t^^]  mais  elle  ne  peut  s'appliquer  au  cas  où 

K^sfâj  car  au  mioment  du  départ  la  vitesse  du  mobile 

est  a  et  non  o.  Ainsi  quand  on  a  t<^  y^a,  on  doit  appli- 
quer les  formules  (3)  et  (4)»  et  la  solution  particulière 

quand  on  a  t^\a. 

CHUTE  d'un  corps  DANS  LE  VIDE  EN  AYANT  ÉGARD  A  LÀ 

VARIATION  DE  LA  PESANTEUR. 

211 .  Soit  M  un  point  matériel  pesant  tombant  dans  le 
Fig.  73.  yide  et  placé  d'abord  à  une  assez 

grande  distance  de  la  surface  de 
la  terre.  Dans  ce  cas  l'intensité 
de  la  pesanteur  ne  doit  pas  être 
0   ]  regardée  comme  constante,  car 

cette  intensité  varie  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  matériel  aa 
centre  de  la  terre.  Soient  OB  =  r  le  rayon  de  la  terre, 
g  Tintensité  de  la  pesanteur  à  la  surface ,  AO  =  a  la 
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distance  initiale   da  point  M,  enfin  AM=::x  Tcspace 
parcouru  dans  le  temps  t. 

L'accélération  y  au  point  M  sera  donnée  par  la  propor- 
tion 

g       (a  —  xy 
On  aura  donc 

(i)  ^—  —      g""* 

Si  Ton  multiplie  de  part  et  d'autre  par  2  dx^  on  aura 

ou 


Donc  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  par   la 
condition  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  on  aura 

/    »                                                            2FH          X 
(2)'  «''  =  -2 

a      a  —  X 

âl2.  Cette  formule  fait  voir  que  la  vitesse  augmente 
avec  X,  ce  qu'on  pouvait  prévoir.  Si  Ton  fait 

jc  =  AB=rflf  —  r= /if 
il  vient 


=  )/^gh^'-; 


comme  on  a  r<^a,  on  voit  que  la  vitesse  du  mobile 
en  arrivant  à  la  surface  de  la  terre  est  moindre  que  la  vi- 
tesse qu'il  aurait  en  tombant  de  la  même  hauteur  //,  si  la 
pesanteur  était  partout  la  même  qu'à  la  surface  :  consé- 
c[uence  évidente. 

213.  Pour  X  =  ay  on  ao'  =  00  ,  Donc  si  toute  la  masse 
du  globe  était  réunie  à  son  centre,  la  vitesse  acquise  par 
le  mobile  arrivant  au  centre  serait  infinie.  ^ 


IJ»0  COCBS 

SI4.  Si  FoD  rcmplate  i^  paur  ^  dans  rëi|iiadon  (a). 


et 
em  a 


oo  donne  anx  racEcaux  le  signe  +  parce  que  la  vitesse  — 
doit  être  poùiive.  Poor  initier  on  mira 


mr 


^*-     .>>-^     -^%^^ 


\î— ')'*' 


I 


=  i#^^-ar% 


==^  =  — «rf  arccos 


V«X-Ji*        » 


dotM' 


v3^ 


—  a. 


On  n'ajonte   pas  de  constante  parée  qa'on  doit  airoir 
X  =  o  ponr  I  =  o* 

tu  5.  Cette  relation  entre  Tespace  et  le  tcnqps  peut 
F^.  7v  dtre  représentée  par  une 

i   €«>nrbe.  Menons  Ajr  per- 

pendknlaire  à  AO,  et  OD 

"^        parallèle    à    Aj\  Intagi- 

#1  'g-  *    non»  t)u  nne  cirtonlerence 

jr(  ^p^t  AO  poor  diamètre 

roole  snr  QD«  le  point  A  de  cette  cirtonièrence  en^n- 

dwm.  nne  crcloide  A5IK  dont  Fé^nation  dillN»entielle, 
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par  rapport  aux  axesOj^  elOo:,  sera 


ou 


^y='^\J"-^ 


(a — x)dx 

^r=   ; — ==-■ 

\ax  —  jc* 


Or  le  second  membre  est  égal  à  i/— ^  dt\  on  aura  donc 


dr  =  1—2—  dt 


et  par  conséquent 


Le  temps  employé  par  le  mobile  à  parcourir  l'espace  AM 
est  donc  proportionnel  k  Tordounée  correspondante  de  la 
cycloïde. 


CAS    PARTICULIER    d'uJN     CORPS    PLACÉ    A.    UNE    PETITE 
DISTANCE    DE    LÀ    SURFACE   TERRESTRE. 

216.  Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  doivent 
devenir  celles  du  mouvement  uniformément  accéléré 
quand  on  suppose  la  distance  AB  très-petite  par  rapport 
au  rayon  terrestre. 

En  effet,  soit  {Jig*  73,  p.  i48) 

d'où 

ou  a,  formule  (2),  11^  211, 


p 


j__  2gr  X 


Comme  A  et  a:  sont  des  quantités  n;ès-peliles  par  rapport 


s 
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à  r,  on  peut  négliger  h  —  x  qui  est  ajoute  à  r  et  remplacer 
a  par  r,  ce  qui  donne 

Maintenant  dans  la  formule  (3)  (2i4)  on  peut  remplacer 

1  a  —  2x 
-aarccos 

2  a 

par 


-  a  arc  sin  (  -  ^ax  —  jf*  )  ; 
2  \a^  )' 


mais  -  et  par  suite  -^ax  —  a:'  ou  2i/-(  i )  étant 

très-petit,  on  peut  remplacer  Tare  par  son  sinus  et  à  la  place 

de -aarcsini  -  ^oo:  —  x^\  écrire  ^ax  —  x*. 

Par  la  même  raison,  négligeant  x'  devant  ax  et  rem- 
plaçant a  parr,  la  formule  (3)  devient 

^Tgrtz=  2  ^rx  '  ■ 


ou 


X 

2 
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DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

DU  MOUVEMENT  BEGTIUGNE  DES  POINTS  ATTIRÉS   OU    REPOUSSES 

PAR  DES  CENTRES  FIXES'. 

Mouvement  de  deux  points  qui  s'attirent  en  raison  inverse  du  carré  des 
dklances.  —  Mouyement  d*un  point  attiré  pair  un  centre  fixe  en  raiaoïi 
directe  de  la  distance.  —  Mouvement  d'un  point  repoussé  par  un  centre 
fixe  en  raison  directe  de  la  distance. 


MOUVEMENT    DE    DEUX    POINTS    MATÉRIELS    QUI    s' ATTIRENT 
EN    RAISON    INVERSE    DU    CARRÉ    DES    DISTANCES. 

217.  On  peut  ramener  au  problème  précédent  (2ii) 
le  mouvement  de  deux  points  matériels  qui  s^attirent  en 
raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance.  ^ 

Les  équalions  du  mouvement  de  ces  deux  points,  en  ap- 
pelant 771  et  ni'  leurs  masses,  x  et  x'  leurs  distances  à  une 
origine  prise  sur  la  droite  qu'ils  parcourent  et  ii  leur  dis- 
tance au  bout  du  temps  ^  seront 

(^  X       fmn{  ^iVx'  fnim 

fit*  lO  (iO  II'    ' 

»' 

on  a  donc 


m  — h  m*  --—  =  o, 


d'où  l'on  déduit 


mx  -f-  m' x' 
m  -4-  m' 


^zat-h  b, 


c  est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  des  deux  masses  se 
n^eut  uniformément.  On  a  ensuite 


d'x'  ^d'.7 
'TF'^'d? 
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OU,  à  cause  àe  od  —  x  =  u, 

(Vu  f(m^m') 


dt  u^ 

Donc  Tun  des  points  se  meut  par  rapport  à  l'autre  comme 
s'il  était  attiré  par  une  masse  égale  à  (m-^m')  placée  en 
un  centre  fixe.  On  déterminera  donc  u  en  fonction  de  t 
comme  dans  le  problème  précédent,  puis  on  aura  les  va* 
leurs  de  J^et  de  x'  par  les  équations 

,  mx -\- m' od  , 

X  —  ^  =  tt,      T-  =:.at-^  b. 

m  -h  m' 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    ATTIRÉ    EN    RAISON    DIRECTE 

DE    LA    DISTANCE. 

218.  Considérons  un  point  matériel  placé  d'abord  au 
p.  point  A  où  sa  vitesse  est  nulle 

et  attiré  par  un  centre  fixe  O,  en 
raison  directe  de  sa  distancé  à 
ce  dernier  point,  que  nous  pren- 
drons pour  origine.  Comme  la 
force  attractive  tend  à  diminuer 
Tabsçisse  variable  x  du  point  mobile,  on  a  Téquation 

(•)  Âî =-"'*' 

/i*  étant  la  mesure  de  l'attraction  exercée  sur  l'unité  de 
masse  du  corps  à  l'unité  de  distance.  Multiplions  de  part 
et  d'autre  par  2rfx,  nous  aurons 

7,dxd*x  '         . 

dO  * 

d'où,  en  intégrant, 

dx^ 

dx 
la  constante  étant  déterminée  par  la  condition  que  —  ou 

^  soit  nulle  pour  x=  a. 
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Comme  la  vitesse  du  mobile  est  négative  quand  il  va 
dans  le  sens  AO,  on  a 

dxm  —  ndt  ^à*  — 

ou 

dx 
ndt=z^ 


X* 


^fl'  — 


X» 


Int^rant  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
que  Ton  ait  à  la  fois  t=o^  x  =  a^  ce  qui  la  rend  nulle, 
on  a 

nt  =  arc  ces  - 
a 

ou 

(3)  x^=.a  cosnt'y 

et  ensuite  j 

(4)  P  =  —  rtû  siD/7<« 

2i9.  Lorsque  le  point  mobile  arrive  en  O,  on  a 

X  =1  o     et     nt  :=  -j 

2 

doù 

ir 

2/1 

Parvenu  à  ce  point,  sa  vitesse  est  égale  à  —  na.Le  mobile 
dépasse  donc  le  point  O  et  continue  sa  route  en  vertu  de  sa 
vitesse  acquise.  Pour  déterminer  le  point  A'  où  il  s'arrê- 
tera, faisons  i'  =  o,  il  en  résulte  nt  =  tt,  d'où  <  =  -  et  par 

suite  X  =  —  a.  Ainsi  OA'  =  OA. 

Arrivé  en  A'  où  il  n'a  plus  de  vitesse,  le  mobile  se 
trouve  placé  par  rapport  au  point  O,  comme  il  Tétait 
en  A.  11  sera  donc  attiré  avec  une  vitesse  croissante  dç  A' 
jusqu'au  point  O  où  sa  vitesse  sera  na,  puis  continuera 
sa  route  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise  jusqu'en  A,  pour 
revenir  de  nouveau  en  O,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  le  mobile  fera  une  infinité  d'oscillations  toutes 
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égales  entre  elles  et  de  même  durée,  de  A  en  A  '  et  de  A' 
en  A. 

220.  On  peut,  comme  dans  le  cas  précédent  (215), 
représenter  par  une  construction  géométrique  la  relation 
qui  existe  entre  l'espace  et  le  temps.  Sur  A  A'  {^fig*  76, 
n°  218)  comme  diamètre  décrivons  une  demi -circonfé- 
rence», Soit  OM  =  :i:,  et  menons  AIN  perpendiculaire  à 
AA^  Le  triangle  rectangle  ONM  donne 

AN 
x-=z  a  cos  —  ; 

mais 

X  =z  a  cos  /!/, 
donc 

AN  =  ant. 

AN 
Ainsi  —  représentera  le  temps  que  le  mobile  emploie  à 


aller  du  point  M  aujfoEnt  A. 

MOUVEMEIiT    d'un"  POINT     HEPOUSSÉ    PAR    UNCEIÏTRE    FIXE 
EN    RAISON    DIRECTE   DE    LA    DISTANCE. 

221.  Examinons  maintenant  le  cas  d'un  point  maté- 
riel repoussé  par  un  centre  fixe  O,  en  raison  directe  de  la 
distance. 

Supposons  qu'à  F  origine  du  temps  le  point  matériel 

Fig.  76.  placé  à  une  distance  0A=  a 

^i)  A  X    du  centre  fixe  soit  animé 

d^me  vitesse  dirigée  vers  le  point  O  et  représentée  par 

— .  ni. 

La  force  accélératrice,  positive  puisque  la  répulsion 
tend  à  augmenter  Tabscisse  du  point  M,  étant  représentée 
par  n^x^  on  aura 


(0  ^=?'^> 


d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  par  idx  al  intégrant^ 


dxY 

-—  I  =.n}x^-\-  c. 

dt 


I 
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Maïs,  pour  €  =  o,  on  a  —  ou  »^  =  —  /li,  x^=z  a\  donc 
d'où,  en  élimiiiairt  la  constante, 
On  en  déduit 


ou  ^ 


(3)  «'  =  — /ïV^^4-6«— û». 

On  prend  le  signe  — ,  parce  que  la  vitesse  est  d'abord 
négative.  En  intégrant  de  nouveau  et  ayant  égard  autc 
circonstances  initiales,  on  aura    ;^  i 


I ; =  —    /ï^ 

a-^-b 
OU 

a?  -i-  v^x'-H  ô»—  a'=  (a  -f-  b)  c^"'* 

On  lire  facilement  de  cette  équation 

(4)  2.r  =  («  +  Z»)  c-"'4-  J[a  —  b)d'^. 

222.  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
La  formule 

montre  que  la  vitesse  ne  peut  jamais  être  nulle,  si  l'on  a 
i*]>a*.  Dans  ée  cas  le  mobile  atteindra  Torigine  lors- 
qu'on aura 

,    VF— 7' 

valeur  positive,  puisqu'on  a  y^è* —  a*<[  «  H-  Z^.  Sa  vitesse 

étant  alors  — 'iisjb^ —  a*,  le  mobile  dépassera  le  point  O, 
et  il  est  clair  qu'il  se  mouvra  indéfiniment  vers  la  gauche. 
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Si  Ton  a  i  <  a,  la  vitesse  sera  nulle  lorsque  Ton  aura 


ce  qui  correspond  à  un  point  placé  entre  O  et  A,  et  cette 
circonstance  arrivera  à  une  époque  donnée  par 


_       I     v/a'—  b' 


n       a  -\-  b 

Il  est  clair  qu'arrivé  au  point  B  le  mobile,  repoussé  pai;* 
Faction  du  centre  fixe,  commencera  à  se  mouvoir  vers  la 
droite,  et  sa  vitesse  sera  positive.  Il  faudra  donc,  à  partir 
de  cet  instant,  prendre  la  formule 

Dans  ce  cas  le  mobile  ne  passera  jamais  par  le  point  O, 
car  la  formule 

jî  -H  \/x'  H-  b^  —  a^ 


a 
donne  pour  x  =  o 


,  Jb'  —  a» 
a-h  b 


valeur  imaginaire. 

Enfin  si  Ton  a  &  =  a,  les  formules  se  simplifient,  et 

l'on  a 

u=  —  nx. 


•9 

n    a 


La  première  montre  que  l'on  a  ^^  =  o  pour  a:  =  o  ;  mais 
la  seconde  ou  la  troisième  donnant  pour  a:  =  o,  f  =  oo  , 
on  voit  que  le  mobile  approchera  continuellement  du 
point  O,  mais  n'y  arrivera  jamais. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

DU  MOUVEMENT  CURVILIGNE  ET  DES  FORGES  QUI  LE   PRODUISENT. 

Projection  d'un  mouyement  rectiligne  et  uniforme  sur  un  axe.  —  De  la 
vitesse  dans  le  mouTement  curviligne. \—  De  la  force  qui  produit  un 
mouvement  curviligne  donné. 


Fig*  77. 


FROJECTIOlf    D  VS    MOUVEMENT    RECTILIGNE     ET     UNIFORME 

SUR   UN    AXE. 

223.  Si  M  est  la  position  occupée  par  le  mobile  au 

bout  du  temps  f ,  sur  la  droite 
AB,  et  V  sa  vitesse  supposée  con- 
stante, on  aura 

AM  =  Pi. 

Soit  Ox  un  axe  quelconque 
avec  lequel  AM  fait  un  angle  a, 
et  soit  A'M'  la  projection  de  AM  sur  Ox  :  on  aura 

A'  M'  =  AM  cos  a  =  vt  cos  a , 
ou  bien 

A'  M'  ==  «^  cos  a .  t. 

Donc  la  projection  du  mobile  sur  un  axe  quelconque 
se  meut  d^un  moui^ement  uniforme ,  dont  la  vitesse  p 
est  liée  à  la  vitesse  v  par  la  formule 

p=zç  cos  a. 

Si  l'on  projette  de  la  même  manière  le  point  mobile  sur 
deux  autres  axes,  Oy,  Oz^  faisant  avec  AM  des  angles 
P,  7,  les  vitesses  p^  9,  r  des  projections  sur  les  trois  axes 
seront  données  par  les  formules 

(»)  /;=PCOSa,         qz::zffCOS^y        r=zpcosy. 
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Les  quanti  lés  p^q^r  sont  nommées  les  composantes  de  la 
vitesse  du  mobile  sur  ces  axes.  On  démontre  facilement 
que  ces  formules  conviennent  à  tous  les  cas,  pourvu  que 
Ton  considère  p,  q^  r  comme  positives  ou  négatives  sui- 
vant que  les  projections  du  point  M  se  meuvent  dans  le 
sens  positif  de  l'axe  ou  en  sens  contraire. 

^224.  Lorsqu'on  donnera  le  mouvement  du  point  M ^ 
c^est-à-dire  les  valeurs  de  t^^  a,  ^,  y,  les  équations 

pcosa=/7,     pcospssq,     pco^yssr 

feront  connaître  les  composantes  p^  q^  r.  Réciproquement 
ces  composantes  étant  connues,  on  en  déduira  i^,  a,  |3,  y 
par  les  formules 

fa)  p=:^5?Hhl?M^, 

(3)  cosa  =  ->       co$6=s~9      c087=-* 

Si  Ton  mène  par  le  point  O  une  droite  représentant 
en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mobile,  on  voit 
que  les  composantes  de  cette  vitesse  seront  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  arêtes  d'un  parai léli- 
pipède  dont  la  vitesse  du  mobile  serait  la  diagonale. 

225.  Soient  a,  £,  c  les  coordonnées  du  point  A  où  se 
trouve  le  mobile  à  l'origine  des  temps,  et  soient  Xj  y^  z 
celles  du  point  M  où  il  se  trouve  au  bout  du  temps  /,  le 
mouvement  sera  complètement  représenté  par  les  trois 
équations 

(4)  r=^^-7^ 

(    2  =  c  -h  rt. 

En  effet,  on  a 

OW'=OA'-f.  A'M'. 

Mais 

OM'==\r,     0A'=«,     A'Ar  =  /7/j 


f 
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donc 

On  démontrerait  de  la  même  manière  les  deux   autres 
formules. 

On  aurait  des  formules  semblables  en  prenant  des  axes 
obliques. 

226.  On  a  vu  que  la  projection  sur  un  axe  quelconqil^ 
d'un  point  qui  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  et 
rectiligne,  se  meut  elle-même  d'un  mouvement  uniforme. 
Réciproquement,  si  les  projections  d'un  point  M  sur 
trois  axes Ox,  Oy,  Oz^se  meuvent  avec  des  vitesses  con- 
stantes p,  q,  r,  le  moitvement  du  point  M  sera  lui-même 
rectiligne  et  uniforme.  En  effet,  soit  A  le  point  où  se 
trouve  le  mobile  quand  t  =  o  :  les  projections  de  la  droite 
ÂM  sur  les  axes  étant  pt^  gt^  rt^  on  a 


de  sorte  que  la  distance  AM  est  proportionnelle  au  temps.. 
En  outre,  si  l'on  appelle  a,  P,  y  les  angles  que  la  droite 
ÂM  fait  avec  les  axes,  on  a 

pt  ^        qt  rt 

C0Sa  =  — rjî         <îO*P=Tm»         C0S7  = 


AM  '^       AM  '        AM 


ou 


ces  a  = 


(5)  i    COSB  =--=::     ^  ! 

r 

cos7  = 


\/^h-Tm^' 


Donc  la  droite  AM  conserve  une  direction  constante;  et 
comme  sa  longueur  varie  proportionnellement  au  lemps^ 
le  mouvement  est  bien  rectiligne  et  uniforme. 
I.  Il 
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DE    LA    VITESSE    DANS    LE    MOUVEMENT    CURVILIGNE. 

î227.  Soit  M(x^  y^  z)  un  point  qui  dëcril  dans  Tes-' 
p.     „g  pace  une  ligne  courbe  CMD. 

Ce  point  doit  être  constam- 
ment sollicité  par  une  force 
dont  la  direction  change  à 
chaque  instant.  Si  au  bout 
du  temps  t  cette  force  cessait 
d'agir,  le  mobile  prendrait, 
suivant  une  certaine  droite  MT,  un  mouvement  uni- 
forme, et  c'est  la  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  que 
nous  sommes  convenus  d'appeler  la  vitesse  du  mobile  au 
point  M  (155). 

La  projection  M'  du  point  M  sur  l'axe  Ox  se  meut 
d'un  mouvement  quelconque,  qui  deviendrait  aussi  uni- 
forme si  la  force  qui  sollicite  le  point  M  cessait  d'agir. 

228.  Le  mouvement  du  point  M  est  déterminé  par 
Jroîs  équations 

au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  la  vitesse  du  mobile 
en  fonction  du  temps.  Pour  le  démontrer,  nous  distingue- 
rons deux  cas. 

En  premier  lieu,  si  la  force  P  qui  sollicite  le  mobile  est 
constante  d'intensité  et  de  direction,  la  projection  de  MR 
sur  l'axe  des  x  sera 

t'At  cos  a  ^ At  ces  A , 

a  désignant  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse  fait  avec 
l'axe  des  a:,  et  1  l'angle  que  la  force  P  fait  avec  ce  même 
axe.  On  aura  donc 


Ax  I  P  , 

—  =  M  ces  a  H At  cos  A , 

At  2  m 
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et,  en  passant  à  ]a  limite, 

dx 

(i)  --—  =t^  cos  a. 

.  dt 

Si  les  axes  étaient  obliques,  on  aurait,  en  décomposant 
la  vitesse  i^  en  trois  autres,  /?,  y,  r,  et  la  force  P  en  trois 
forces  X,  Y,  Z,  suivant  les  axes, 

I  X  ,,    ,        r/x  I 

^.rz=p^t-\ Ar',       don       -— =/7.  ' 

Ainsi  les  composantes  de  la  vitesse  suwant  les  axes 
s  obtiendront  en  prenant  les  vitesses  des  projections  sur 
ces  axeSy  et  Ton  aura  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires 


djc 
(2)      -7-  —  pcosa, 
^  '      dt                    ' 

—  —  <>  ces  p , 

dz 
Jt~ 

d'où  l'on  déduira 

p'  = 

dx^-^  dj^  +  dz^ 
dt' 

ds' 
dt^' 

d'où 

(3) 

ds 
'       dt' 

en  désignait  par  s  la  longueur  d'un  arc  comptée  sur  la 
trajectoire  à  partir  d'un  point  fixe.  Cette  formule  con- 
viendrait encore  si  les  axes  étaient  obliques. 

229.  Quand  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  variable, 

on  a 

,f.  dx  A/*  [ d^x 

La  molécule  va  de  M  en  K,  comme  un  point  qui  aurait 
au  bout  du  temps  t  la  vitesse  p»  suivant  la  tangente  MT  et 
^ui  serait  sollicité  par  une  force  d'intensité  et  de  direction 
constante,  dont  les  composantes  seraient 

d'x  d^Y        ,       d'z 

dt'    ^^'  dt'       '  ^'  dt'    ^' 

t.ette  force  diffère  infiniment  peu  de  P,  si  Ht  est  très- 

1 1 . 


f 
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petit;  car  si  l'on  imagine  une  autre  molécule  soumise  à 
une  force  constante  P'  et  arrivant  en  K,  on  a 


A.r  =  v\t  ces  a  H cosa. 

2   m 

On  déduit  de  (4) 

A,r  dx 

'  lim —      ou      —  =  ('cosa. 

At  dt 

4 

Les  formules  sont  donc  les  mêmes  que  dans  le  cas  où  la 

force  est  constante. 
Dans  tous  les  cas  on  a 


cosa 
ou 


dx 

dt 

V 

dx 
dt 

ds 
dt 

i  5  )  ces  a  =  ---  9       cos  B  =  -  -  9       cos  7  =  — -  : 

^    '  ds  ^         ds  ds 

donc  la  vitesse  est  dirigée  suivant  la  tangente  MT. 

230.  Ces  formules  peuvent  encore  être  obtenues  par 
la  méthode  des  inBniment  petits.  Pendant  le  temps  infi- 
niment petit  dt^  le  mobile  parcourt  sur  sa  trajectoire  un 
espace  infiniment  petit  ^5.  On  peut  considérer  son  m.ou- 
vement  comme  rectiligne  et  uniforme  pendant  le  temps 
dt^  puisque  la  vitesse  ne  varie  qu'infiniment  peu  en  gran- 
deur et  en  direction.  On  aura  donc 

,  ,,   .  ds 

ds  =  vdt ,        d  où        V  :=  —-* 

dt 

D'ailleurs  la  direction  de  la  vitesse  est  celle  de  rélément 
ds  ou  de  la  tangente  au  point  M. 

DES    FORCES    QUI    PRODUISENT    UN    MOUVEMENT    DONNÉ. 

231 .  Considérons  maintenant  la  force  qui  produit  le 
mouvement  d*un  point  matériel  dont  la  masse  est  w. 

Soit  i^  la  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  t^  lorsqu'iL 
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arrive  au  point  M  de  la  trajectoire  AMB.  Supposons  que 
Fig,  .-Q        .  la  force  motrice  qui  sollicite 

conliniiellemcHt  ce  mobile 
conserve  une  intensité  con- 
stante P  et  une  direction  con- 
stante parallèle  à  MP,  pen- 
dant un  certain  intervalle  de 
temps  0,  qui  succède  au  temps 
t.  Si  le  point  M  était  en  re- 
pos au  commencement  du  temps  0,  la  force  constante  P 
lui  ferait  parcourir  dans  le  temps  B  un  espace  MI  égal  à 

-ifô*,  y  étant  r accélération  due  à  la  force  P  ou  la  vitesse 

que  cette  force  communiquerait  à  la  masse  m  après  Tu- 
nité  de  temps.  D'un  autre  côté,  si  la  force  P  cessait  tout 
à  coup  d'agir,  au  bout  du  temps  f,  le  mobile  suivrait  la 
direction  de  la  tangente  Mï  et  parcourrait  sur  cette  di- 
rection l'espace  MH  =  j^S,  pendant  le  temps  ô,  avec  la 
vitesse  constante  j^.  Maintenant  concevons  deux  points 
matériels  arrivant  en  même  temps  au  point  M  et  animés 
tous  deux  de  la  vitesse  i^  suivant  la  tangente  MT,  Tun 
deux  étant  solljcité  en  outre,  pendant  le  temps  0,  par  la 
force  constante  P.  Il  résulte  du  principe  général  sur  les 
mouvements  relatifs,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage, 
que  ce  point  se  déplacera  par  rapport  à  l'autre,  comme  si 
ks  deux  points  eussent  d'abord  été  en  repos.  Le  point 
mobile  animé  de  la  vitesse  i^  en  M  et  sollicité  par  la  force 
instante  P,  arrivera  donc,  au  bout  du  temps  0,  en  un 
point  K  qu'on  déterminera  en  menant  parle  point  H  la 
droite  HK  parallèle  et  égale  à  MI. 
La  courbe  MR  décrite  ainsi  est  une  parabole;  car  on  a 


^' où  résulte 


MH  =  IK  =  PÔ,      MI=:-(pG% 

2  ^ 


9.  if' 

IK^  = MI , 
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équation  d'une  parabole,  si  Ton  considère  MI  et  IK 
comme  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  aux  axes 
MP  et  MT. 

232.  Pendant  que  le  mobile  parcourt  l'arc  de  parabole 
MK,  sa  projection  sur  Oj:  parcourt  l'espace  M'K'  égal  à 
M'H'-f-  H'K',  c'est-à-dire  à  la  somme  des  projections  des 
dioiles  MH  et  HK.  Or  on  a 

dx 
M'  H'  =2=  MH  cos  a  =  P  Ô  cos  a  =  — -  G . 

dt     * 

H'K.'  =  HR  cos>  =r  i  <pG2  cos>  =  -  —  Ô'  cos)i, 

2  2  /W 

en  appelant  X  Tangle  que  la  direction  constante  de  la 
force  P  fait  avec  Taxe  des  x.  On  a  donc 

M'ie==^0-4--cos).^. 
dt  m  2 

D'un  autre  côté  l'espace  M'K'  étant  l'accroissement  qutf 
prend  la  variable  x  qui  est  une  certaine  fonction  de  t 
quand  t  prend  l'accroissement  0,  on  a,  par  la  formule  d 
Taylor, 

^JL  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  avec  9, 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  M' K',  supprimant  1  ^ 

duC 

terme  commun  —0,  et  divisant  ensuite  par  le  facteiB  ^ 

G* 
commun  -  5  on  aura 

d'.T  P 

-— -  -h  a  =  —  CCS  À. 

dt^         ^       m 

Si  0  diminue  jusqu'à  zéro,  (jl  tend  vers  o,  mais  les  autr^  - 
quantités  indépendantes  de  0  ne  changent  pas.  On  aurr^ 
donc,  en  passant  à  la  limite, 

d'x        P 
—-7-  =  —  cas  A , 
di'         m  ' 


ou 
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m  —. —  =  P  cos  A. 


167 


eit' 


d'x 


Ainsi,  dans  le  cas  où  la  force  est  constante,  ui  ——   a  une 

valeur  constante  égale  à  P  cos  X,  c'cst-à-tlire  à  la  projec- 
lion  de  la  force  sur  Taxe  des  x. 

233.  Quand  l'intensité  et  la  direction  de  la  force  mo- 
trice varient  à  chaque  instant,  on  a  encore  la  formule 

m  —7—  =  P  cos  >. , 
dt* 

en  désignant  par  P  Tintensité  de  cette  force  à  Tiustant 
considéré  et  par  X  Fangle  qu  elle  fait  à  cet  instant  avec 
l'axe  des  x. 

En  effet,  pendant  le  temps  B  qui  succède  au  temps  ^, 
le  mobile  parcourt  une  portion  MK  de  sa  trajectoire 
(qui  n'est  plus  une  parabole),  dont  la  projection  sur  Taxe 
des  X  est 


(0 


dt  \  dfi         ^     2 


Désignons  par  P'  la  plus  grande  intensité  de  la  force 

motrice  qui  sollicite  la  mo- 
lécule pendant  le  temps  0  et 
par  X'  le  plus  petit  angle  que 
fait  la  direction  variable  de 
cette  force  avec  Taxe  des  x. 
Si  la  molécule  m  arrivée  en 
M  avec  la  vitesse  i^  était  sol- 
licitée par  une  forjce  conj 
siante  P  et  faisant  toujours  avec  Taxe  des  x  l'angle  X',  cettie 
ïûolécule  serait  transportée,  après  le  temps  0,  en  un  point 
1^  îiudelà  du  plan  RK'  parallèle  au  plan  zOj^  mené  par 
1^  point  K.  En  d'autres  termes,  Tespace  M' L' parcouru 
P^rsa  projection  sur  l'axe  Ox  serait  plus  grand  que  l'es- 


N'    K'  L' 
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pace  M'K'  parcouru  par  la  projection  du  mobile  qui  dé- 
crit réellement  la  courbe  MK.  On  a  donc 


I  T  / 


M' K'  <  M'  L 

ou 


X       \  ©2    ^  ^  .     p'      . .  e^ 


(a)  -r  ®  -+-  (  -JT  -h  f*  )  -  <  3-  ô  H-  —  ces  V  - 

Si. la  force  motrice  agissait  sur  le  mobile,  animé  au 
point  M'de  la  vitesse  1^,  avec  sa  plus  faible  intensité  P"  et 
sous  une  inclinaison  constante  X^'  égale  au  plus  grand 
angle  qu  elle  fasse  pendant  le  temps  d  avec  l'axe  des  x^  la 
molécule  m  arriverait  en  un  point  N  situé  en  deçà  du 
plan  KK',  en  sorte  que  l'espace  M'N'  décrit  par  sa  pro- 
jection sur  Ox  serait  moindre  que  M'K'.  On  aurait  donc 


/!«' 


M'R'>M'N 

ou 

^    '  dt  \  d(*         ^  j  1  ^  di  m  2 

Des  deux  inégalités  précédentes  on  déduit 
P'  d'  X  P" 

et  en  passant  à  la  limite 

d^x       ^        ^ 

{A\  ——-  =:  —  ces  A, 

^^'  df        m  ^ 

OU*  en  posant  Pcos  À  =  X, 

m-^-X. 

Le  même  raisonnement  s\ipplique  aux  autres  axes  :  on 
ra  donc 


Co$   formules   monlixnit  que  les  projections  du    point 
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mobile  sur  chaque  axe  se  meuvent  comme  des  points 
matériels  de  même  masse  sollicités  uniquement  par  la 
composante  de  la  force  motrice  suivant  cet  axe.  Elles  ne 
supposent  pas  les  axes  rectangulaires. 

234.  Si  X,  Y,  Z,  au  lieu  de  représenter  les  composantes 
de  la  force  motrice,  représentaient  celles  de  la  force  accé- 
lératrice, on  aurait  plus  simplement 

"SF""-^'      "5F""*'      IF^^' 

235.  Si  Ton  connaît  la  courbe  décrite  par  un  mobile 
et  la  loi  de  son  mouvement,  c'est-à-dire  si  les  coordonnées 
JT,  y,  z  sont  données  en  fonction  du  temps  par  les  t(;ois 
équations  ^ 

une  première  différentiation  fera  connaître  les  compo- 
santes de  la  vitesse  parallèles  aux  axes 

dx        dy        dz 
dt^'     dt^      dt  ' 

et  une  seconde  diiférentiation  fera  connaître  les  compo- 
santes de  la  force  accélératrice,  savoir  : 

d"^  X        d^y        d^z 
rfF'      1Ï^'     'dF' 

61)  par  suite^  les  composantes  de  la  force  motrice. 

236.  Ordinairement  on  doit  résoudre  le  problème  in- 
verse, c'est-à-dire  que  la  force  motrice  est  donnée  à  chaque 

«  _ 

Postant  de  grandeur  et  do  direction.  Alors  X,  Y,  Z  sont 
des  fonctions  connues  de  /,  et  Ton  a,  pour  connaître  com- 
plètement le  mouvement  du  mobile,  à  intégrer  trois  éqUl«^; 
^ons  simultanées. 
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SUITE   DU   MOUVEMENT  CURVILIGNE   D*UN   POINT   MATERIEL. 

Mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une 
surface  donnée.  —  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 


POINT    ASSUJETTI    A   SE  MOUVOIR    SUR    UNE  COURBE   DONNÉE. 

^pB7.   Considérons  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
Pi     8,  une  ligne  courbe  donnée  AMB 

et  sollicité  par  la  force  P.  La 
courbe  donnée  ou  le  lien  qui 
force  le  point  matériel  à  rester 
sur  cette  courbe  exerce  sur  lui 
une  certaine  action  qu'on  appelle  la  résistance  de  la 
courbe,  et  le  point  exerce  sur  la  courbe  une  réaction  ou 
pression  égale  et  contraire.  On  peut  donc  faire  abstrac- 
tion de  la  courbe  donnée  et  considérer  le  point  mobile 
comme  libre,  pourvu  qu'on  joigne  à  la  force  donnée  P 
une  force  N  de  grandeur  inconnue  qui  représentera  1^ 
résistance  de  la  courbe. 

Cette  action  ou  résistance  de  la  courbe  peut  être  dé- 
composée en  deux  forces,  l'une  dirigée  suivant  la  tan- 
gente à  la  courbe,  en  sens  contraire  du  mouvement, 
qu'on  appelle  le  frottement^  l'autre  perpendiculaire  à  la 
'\)angente  ou  normale  à  la  courbe.  S'il  n'y  a  pas  de  frotte- 
ment, l'action  N  de  la  courbe  sur  le  mobile  est  alors 
dirigée  suivant  une  normale.  En  admettant  cette  bypo- 
thèse  et  désignant  par  X,  fx,  v  les  angles  que  la  direction  de 
la  force  normale  N  fait  avec  les  axes  rectangulaires,  les 
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équations  du  mouvement  du  point  matériel  seront 

m  ——  =  X  -h  N  cos  À , 

(i)  \  ^^=Y-hNcosf*, 

d'^z 

m  ——-  =  Z  +  N  cos  V. 
dt^ 

L'intensité  de  la  force  N  n'est  pas  connue  à  priori,  et 
quant  à  sa  direction,  on  sait  seulement  qu'elle  est  perpen- 
diculaire à  la  tangente  5  On  aura  donc 

(2)  cos^^x -+- cosfzf/j -4- cosvf/z  =  o, 
relation  à  laquelle  il  faudra  joindre  la  suivante  : 

-  1 

(3)  cos*  "k  +  cos'  n  -h  cos'  v  ==  i .  "  •'-* 

238.  Si  le  point  matériel  est  assujetti  à  demeurer  sur 
une  surface  donnée  , 

(4)  /{^y  yy^)  =  0, 

il  décrira  sur  cette  surface  une  certaine  courbe  inconnue. 
L'action  ou  la  résistance  N  que  la  surface  exerce  à  chaque 
instant  sur  le  point  matériel,  égale  et  contraire  à  la  pres- 
sion que  ce  point  exerce  sur  la  surface,  est  dirigée  suivant 
la  normale  à  la  surface,  s'il  n'y  a  pas  de  frottement  :  le 
point  se  meut  alors  comme  un  point  libre  qui  serait  sol- 
.  licite  à  la  fois  par  les  forces  P  et  N,  dont  les  composantes 
seraient  X,  Y,  Z,  NcosX,  etc.,  et  Ton  a  encore  les  équa- 
tions (i). 
On  a  d'ailleurs 

cos  1  =  h  -T-y       cos  ti  z=  n  -—^       cos  V  =  //  -j-  9 
dv  '  dy  dz 

en  posant,  pour  abréger. 


Vi 


dx)  '^Ux)  '^'[dz 
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^  a  le  double  signe  parce  qu'on  ne  sait  pas  dans  quel  sens 
agit  la  force  N  qui  est  dirigée  suivant  la  normale  à  la  sur- 
face. 


MOUVEMENT    DES    PROJECTILES    PÀNS    LE    VIDE. 

239.  Soit  A  le  point  de  départ  d'un  point  matériel 

pesaut,  lance  avec  une  vitesse 
a  dans  la  direction  AI.  Pre- 
nons deux  axes,  l'un  A/  ver- 
tical et  dirigé  en  sens  inverse 
de  la  pesanteur,  l'autre  ho- 
rizontal A  X ,  mené  dans  le 
plan  lAy.  Comme  le  mobile 
n'0§t .sollicité,  pendant  tout  son  mouvement,  que  par  la 
pesanteur,  il  doit  se  mouvoir  dans  le  plan  lAj",  car  il  n'y 
a  pas  de  raison  pour  qu*il  s'écarte  d'un  côté  de  ce  plan 
plutôt  que  d'un  autre.  Les  équations  différentielles  du 
mouvement  se  réduiront  donc,  dans  ce  cas,  aux  deux  sui- 
vantes ; 


V 

Fig. 

82. 

A 

^ 

A 

E 

B       X 

(^) 


de 


=  o 


8^ 


240.  L'intégration  de  la  première  équation  donne 

djn 


dt 


=  C. 


La  constante  G  est  égale  à  la  composante  horizontale  de 
la  vitesse,  c'est-à-dire  à  acosa,  a  étant  l'angle  \Kx  :  on 
a  donc 

(3)  ''^ 


dt 


=  a  ces  a. 


La  seconde  équation  du  mouvement  donne 

dy 


(4j 


dt 


=  «  sin  a  —  ^t , 
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en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  Ton  ait 

—  =.  a  sm  a  pour  ^  =  o. 

Intégrant  de  nouveau  les  équations  (3)  et  (4),  et 
ayant  égard  à  la  condition  x  =  o,  y  =  o  pour  f  =  o,  on 
aura  enfin 

(5)  X  z=z  at  co% a. y 

(6)  j  =  flrsina — — • 

La  première  montre  que  la  projectio.n  du  point  mobile 
sur  l'axe  Oj:  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  dont  la 
vitesse  est  a  cos  a.  La  projection  sur  l'axe  O^  se  meut 
d'un  mouvement  uniformément  retardé,  comme  ferait 
un  mobile  lancé  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale 
égale  à  asiua.  ^-"^ 

241.  En  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4)  élevées  au 


carré,  on  trouve 


p 


2 


a}  —  2  agt  sin  a  +  g''  /' 


ou 

(7)  P'  =  fl»  — 2g7. 

242.  Pour  connaître  la  courbe  que  décrit  le  mobile,  il 
faut  éliminer  t  entre  les  équations  (5)  et  (6),  et  Ton 
aura 

y  =  x  tanga ; — , 

^  2  «'  COS^  a 

ou,  si  Ton  pose,  pour  simplifier,  a*  =:  2  gh^ 

(8)  j=j:  tanga—  » 

4  ^  c^s  * 

Cette  trajectoire  est  donc  une  parabole^  dont  Taxe  est 
'Vertical, 

243.  Pour  déterminer  la  position  du  sommet  C,  met- 
tons l'équation  (8)  sous  la  forme 

4  h  ces'  a .  j  —  ^hx  sin  a  cos  a  -f-  j?'  =  o , 
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OU,  en  complétant  le  carré  et  transposant, 

(x  —  2  A  sin  a  ces  a)'  =  4  ^  cos'  a  [h  sin'a  —  jr). 

Donc  si  Ton  pose 

Asin^a  —  /=r', 
.r  —  2.  h  siii  a  cos  a  =  a:', 

l'équation  de  la  parabole  prend  la  forme 

(g)  dr"==:  4A  cosa.j', 

et  la  courbe  se  trouve   rapportée  à  son  axe  de  figure 

comme  axe  des  ordonnées  et  à  la  tangente  au  sommet 

comme  axe  des  abscisses.  Les  coordonnées  du  sommet 

sont  donc 

AE  =  2/1  sin a  cosa , 

EC  =  h  sin^a. 

244.  Si  dans  Téquation  (8)  on  fait  y  =  OjOn  obtient 

X  =.  AB  =  4  A  sin  a  cos  a , 

ce  qui  fait  connaître  le  point  B  où  le  projectile  rencontre 
de  nouveau  Thorizontale  Ax.  La  longueur  AB  est  ce 
qu'on  appelle  ï amplitude  du  jet.  Elle  est  double  de 
Tabscisse  du  sommet,  et  c'est  ce  qui  devait  être,  puisque 
la  parabole  est  symétrique  par  rapport  à  son  axe  CE. 
On  peut  écrire 

AB  =  2  A  sin  2  a  : 

il  en  résulte  que  Y  amplitude'  dm  jet  a  sa  plus  grande 
valeur j  quand  sin  2a  =  i,  c  est-à-dire  quand  a  =  45^, 
la  vitesse  initiale  restant  la  même, 

245.  Propospns-nous  de  trouver  sous  quel  angle  il  faut 
lancer  un  projectile  du  point  A,  pour  qu'il  atteigne  un 
point  donné  (X,  Y).  Ici  l'inconnue  est  tanga,  et  si  l'on 
pose 

tang OL  =  II,      d'où     — -—  =:  i  +  m% 

cos^  a 
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réqualion  (8)  devient,  en  y  remplaçant  tanga,  x^  y 
par  M,  X,  Y, 

-  4^ 

d'où  Ton  tire 

«=^±^v'4A'-4*j-x'. 

Donc  si  l'on  a 

4^2  — 4/1Y— X»>o, 

on  aura  deux  valeurs  réelles  de  ?/,  toutes  deux  positives 
dans  le  cas  où  X  est  ^  o,  et  par  conséquent  le  projectile 
pourra  être  lancé  dans  deux  directions  différentes  pour 
atteindre  le  point  M.  Si  Ton  a 

4^'--4/iY  — X'=o, 

il  n'existe  plus  qu'une  seule  direction  donnée  par  la  for- 
mule 

2.  h 
tanga  =  — , 

et  euiin  le  problème  est  impossible  quand  on  a 

4A»— 4AY  — X2<o. 

246,  La  courbe  dont  Téquation  est 

4^* — 4^J  —  x*=o 

ou 

a;»  =  47i(A-r) 

.  ^^  .. . . 

est  une  parabole  L'HL  {Jlff.  82,  n°  239),  dont  l'axe  est 
dirigé  suivant  Ay,  et  dont  le  sommet  H  est  situé  à  la 
hauteur  AH=/i.  Les  résultats  précédents  peuvent  s'é- 
noncer ainsi  :  Qu^nd  le  point  que  l'on  veut  atteindre  est 
dans  l'intérieur  de  celte  parabole,  le  mobile  peut  être 
lancé  suivant  deux  directions  différentes^  il  n'y  a  plu$^ 
qu'une  seule  direction  convenable,  si  le  point  est  sur 
la  parabole  même  5  enfin  quand  ce  point  est  hors  de  la 
courbe,  le  problème  n'est  plus  possible. 


Fig.  83. 
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247.  Si,  laissant  Tintenslté  de  la  vitesse  initiale  con- 
stante, on  fait  varier  sa  di- 
rection, on  obtiendra  une 
infinité  de  paraboles  ACB, 
AC'B', ....  Toutes  ces  pa- 
raboles ont  pour  directrice 
commune  l'horizonlale  HL 
menée  à  la  hauteur  AH  =  h. 
En  effet,  soit 


jr  i^x  tang  a  — 


X' 


4  h  ces'  a 


Tune  des  paraboles  ACB  dontC  est  le  sommet  :  on  a 

CE  =  A  sin'  a , 

et  4  'i  cos*a  étant  le  paramètre,  h  cos*  a  est  la  distance  du 
sommet  à  la  directrice,  et  par  suite  Asin'a^-/^cos*a^=7^ 
est  la  distance  de  la  directrice,  qui  est  horizontale,  à  l'axe 
Kx, 

HL  étant  la  directrice  de  l'une  quelconque  des  para- 
boles, si  F  en  est  le  foyer,  on  a  AF  =  AH.  Donc  les  foyers 
de  toutes  les  paraboles  sont  sur  une  circonférence  décrite 
du  point  A  comme  centre  avec  AH  =  h  pour  rayon.  On 
trouvera  facilement  que  les  sommets  C  et  C  sont  sur 
une  ellipse. 

248.  Représentons  par      .  ^^ 


l'équation 


/{'^>  J,  «)==o 


X  —  xu  '\ ^-7-: '  =  o 


4A 


de  l'une  quelconque  des  paraboles.  Une  autre  de  ces 
courbes  aura  pour  équation 


f[Xj  /,   «  -i-  Att)=:0. 
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Si  M  [x^y)  est  un  point  commun  à  ces  deux  courbes,  on 
aura  donc  à  la  fois 

d'où  Ton  déduit 


Au 


=  o. 


Si  maintenant  oti  suppose  Au  =  o,  on  a,  poUr«dëter- 
miner  le  point  d'intersection  de  deux  paraboles  infini'* 
ment  voisines,  les  équations 

/[x,y,u)  =  o^      —  =  o 


ou- 


a  =  — ^' 

X 


V    L'élimination  de  u  entre  ces  deux  équations  doiineira 

pour  l'iquation  du  lieu  des  points  M^  c'est-^à-dire  pour 
[     IWeloppe  de  toutes  les  paraboles. 

Or  cette  équation  est  précisément  celle  de  la  parabole 
HM,  lieu  des  points  que  le jprojectile  ne  peut  atteindre 
({ue  dans  une  seule  direiép||b  Ce  résultat  pouvait  être 


prévu,  car  Féquation  —  =c'o  exprime  que  pour  un  sys^ 

tiae  quelconque  dé  valeurs  attribuées  à  x  et  y,  u  consi-« 
dérée  comme  inconnue  a  deux  valeurs  égales^ 
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VINGTIÈME  LEÇON. 

DES  COMPOSANTES  DE   LA   FORCE   MOTRICE. 

Décomposition  de  la  force  motrice  en  force  tangentielle  et  force  .centri^ 
pète.  —  Cas  d'un  point  assujetti  à  décrire  une  courbe  donnée.  —  Force 
centrifuge.  -^  Cas  d'un  point  assujetti  h  demeurer  sur  une  surface  don- 
née. —  Méthode  d'Huyghens.  — -  Application  au  mouvement  de  rotation 
de  la  terre. 


DÉCOMPOSITION  DE  LÀ  FORCE  MOTRICE  EN   FORCE 
TANGENTIELLE  ET  FORCE  CENTRIPÈTE. 


249.  Soil  M  un  point  entièrement  libre  dans  l'espace 

et  sollicité  par  plusieurs  forces  dont  la  résultante  est  P. 

Fig.  8/|.  On  sait  que  si  X  désigne  la  com- 

k\  /b  posante  de  cette  force  parallèle 

à  Taxe  des  a',  ^on  a 


(0 


X  =  m  -T—  : 


mais  si  a  est  Tangle  que  la  tangente  à  la  trajectoire  fait 
avec  l'axe  des  x^  et  t^  la  vitesse,  on  a 


d'où 


dx 

—-  =  p  cos  a , 

dt     .^. 


d*x        d(vQ.o%a)        dv  dcosx 

-j-r-   =  :; =  -7-  cos  a  -h  I'  ; 

dt*  de  dt  di 


or 


d  cos 


a 


dt 


d.T 

dt 


d 


dx 
ds 


ds 


-  cos  \ , 

? 


X  étant  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  qui  w  a 
du  point  M  au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  tr^n 
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ce  point,  et  p  le  rayon  du  cercle  osculateur  :  donc 

(2)  X  =  /w-;-cosaH —  cos>. 

Clt  p 

Cette  équation  exprime  que  la  projection  de  la  force  P 
sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions sur  cet  axe  :  1°  d'une  force  Ti-r^  dirigée  suivant 

la  tangente  à  la  courbe  5  n^  d'une  force  — ?  dirigée  sui- 

P 

vant  la  normale  qui  passe  par  le  centre  de  courbure. 
Donc  P  est  la  résultante  de  ces  deux  dernières  forces. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  d'un  point  en  ligne  courbe, 
la  force  motrice  P  se  décompose  à  chaque  instant  en  deux 
forces  :  l'une,  dirigée  suivant  la  tangente,  est  nomtilée  la 
force  tangentielle i  l'autre,  dirigée  suivant  le  rayon  de 
courbure,  se  nomme  la  force  centripète.  En  désignant  la 
première  par  T,  la  deuxième  par  Q,  on  aura  donc 

,.  ,  mdv  mv^ 

C'est  cette  dernière  force  qui  produit  la  courbure  de  la 
trajectoire  en  écartant  le  mobile  de  la  tangente. 

Il  résulte  de  là  que  le  plan  qui  passe  par  la  force  nio- 
irice  et  par  la  tangente  est  le  plan  osculateur  au  point  M, 
puisqu'il  renferme  le  centre  de  courbure. 

I 

250.  Quand  le  point  matériel  est  sollicité  par  plusieurs 
forces  dont  P  est  la  résultante,  on  peut  décomposer  cha- 
cune des  premières  forces  en  deux  autres  dirigées  l'une 
suivant  la  tangente  et  l'autre  perpendiculairement  à  cette 
tangente,  et  par  conséquent  dans  le. plan  normal  à  la 
courbe^  Les  forces  tangentielles  se  composeront  en  une 
seule  T,  égale  à  leur  somme  algébrique,  et  les  forces  nor- 
males se  composeront  aussi  en  une  seule  Q,  nécessaire^ 
'"^ent  dirigée  suivant  le  centre  de  courbure.  Il  résulte  de 

12. 
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là  que  si  une  des  forces  appliquées  au  point  M  est  nor- 
male à  la  trajectoire,  elle  ne  donnera  pas  de  composante 
suivant  la  tangente  et  ji^entrera  pas  dans  la  valeur  de 

m  —  :  en  d'autres  termes,  elle  n'influera  pas  sur  l'accé- 
lération du  mobile.  De  même  une  force  dirigée  suivant 
la  tangente  à  la  trajectoire  n'aura  aucune  influence  sur 

la  valeur  de  — ?  et  par  suile  ne  tendra  pas  à  changer  la 

r 

direction  du  mobile. 

/  •  ■■    ■        • 

POINT    ASSUJETTI    A    SE  MOUVOIR  SUR    UNE    COURBE  DONNÉE. 

FORCE    CENTRIFUGE. 

251.  Supposons  en  premier  lieu  qu'un  point  M 
(fiS'  ^4;  P«  178),  qui  n'est  actuellement  sollicité  par 
aucune  force  et  qui  ne  se  meut  qu'en  vertu  de  sa  vitesse 
acquise,  soit  assujetti  à  demeurer  sur  la  courbe  AMB. 
Son  mouvement  doit  être  celui  d'un  point  libre  sollicité 
par  une  certaine  force  N  qui  représente  là  résistance  de 
la  courbe,  action  égale  et  contraire  à  celle  qu'exerce  le 
mobile  sur  la  courbe.  En  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de 
frottement,  cette  résistance  est  normale  à  la  courbe,  et 
par  conséquent  "elle  n'a  pas  de  composante  tangentielle. 
Donc  on  a 

/W—  =  0,      dou       Pzrrfl, 

a  étant  la  vitesse  initiale.  Ainsi  la  vitesse  est  constante, 

et  comme  de  l'équation  i^  ou  —  =  «  on  déduit  5  =  af , 

le  mobile  parcourt  sur  la  trajectoire  des  espaces  égaux  en 
temps  égaux.  La  force  normale  N  doit  alors  être  dirigée 
suivant  le  rayon  de  courbure  MK,  et  l'on  a 

La  pressioii   exercée  par  le  mobile  M  sur  la  courbe  ou 
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sur  le  lien  qui  Toblige  à  parcourir  cette  courbe  est  égale 
et  contraire  à  la  résistance  N  de  la  courbe  et  par  consé- 


mv* 


quent  son  expression  est  — •  Cette  force,  égale  et  con- 
traire à  la  force  centripète,  est  ce  qu'on  appelle  la  force 
centrifuge, 

252.   Supposons  en  second  lieu  que  le  point  M  soit 
Fig.  85 .  sollicité  par  une  certaine  force 

motrice  P.  On  peut  faire  abstrac- 
tion de  la  courbe,  si  l'on  joint 
à  la  force  P  une  certaine  force  N, 
normale  à  la  courbe,  force  égale 
et  contraire  à  la  pression  que  le 
point  M  exerce  sur  elle.  Décom- 
posons la  force  P  en  deux  auti^es  T  et  Q,  la  première  diri- 
gée suivant  la  tangente,  et  la  seconde  située  dans  le  plan 
normal  de  la  courbe.  Soit  F  la  résultante  des  deux  forces 
Q  et  N,  situées  toutes  les  deux  dans  le  plan  normal.  La 
force  F  agira  suivant  le  rayon  de  courbure  (251),  et  Ton 
aura 

/w  —  =  T,       —  =  F. 

La  force  F,  dirigée  suivant  le  rayon  osculateur  et  qui  agit 
à  chaque  instant  pour  empêcher  le  mobile  de  s'écarter  de 
lî  courbe  suivant  la  tangente,  est  la.  force  centripète. 
Due  force  F',  égale  et  contraire  à  la  force  F,  qui  la  dé- 
truit à  chaque  instant,  est  appelée  la  force  centrifuge. 
La  force  N  étant  égale  et  contraire  à  la  pression  exercée  à 
chaque  instant  par  le  mobile  sur  la  courbe,  cette  pression 
sobiiendra[  en  cherchant  la  résullantedes  deux  forces  Q 
^t  F'  qui  font  équilibre  à  la  force  N.  On  aura 

F  :  Q  =  sinQMN  :  sinFMN, 
C6  qui  doiine  la  position  de  MN. 

».  Dans  le  cas  général ^ la  fercc  centrifuge  en  chaque 
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point  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile 
et  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
en  ce  poijit. 

Si  la  force  motrice  était  normale  à  la  courbe,  on  aurait 

T  =  o ,      ou      m  -y  =z  o; 

dt 

par  suite 

{)  z=z  constante  : 

le  mouvement  serait  uniforme. 

Si  la  force  motrice  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 
courbe,  on  aurait  Q  =  o.  Alors  la  force  N  se  cpnfondrâit 
en  grandeur  et  en  direction  avec  la  force  centripète  F, 
et  la  pression  exercée  sur  la  courbe  par  le  mobile  avec  la 
force  centrifuge  F'. 

MOUVEMENT    d'uW    POTWT    SUR    ^IfE    SURFACE. 

.  254.  Supposons  que  le  mobile  soit  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  donnée,  et  soit  AMB  {fig^  85,  p.  i8i)  la 
courbe'qu'il  y  décrit.  On  peut  faire  abstraction  de  la  sur- 
face, pourvu  que  l'on  joigne  à  la  force  motrice  P  du  mo- 
bile, à  Vinstant  considéré,  une  force  N,  nécessairement 
normale  à  la  surface,  égale  et  contraire  à  la  pression  que 
le  mobile  exerce  sur  elle.  Décomposons  encore  la  force  P 
en  deux  autres  T  et  Q,  Tune  tangente  et  l'autre  nor- 
male à  la  trajectoire  AMB.  Les  deux  forces  Q  et  N  nor- 
males à  la  trajectoire  se  coniposent  en  une  seule  F  dirigée 
suivant  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  trajectoire  au 
point  M,  et  Ton  a 

dv        ^         /wp'       „ 
m--=T,        =  F; 

dt  p 

on  aura  aussi 

F  :  Q  =  sin  QMN  :  sinFMN, 

ce  qui  détermine  la  position  de  MF  ou  du  plan  osculateu — 
quand  on  connaît  p',  p,  Q  et  F  angle  QMN. 
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On  aura  encore  da-ns  ce  c^as  la  pression  exercée  par  le 
point  xnobile  sur  la  surface,  eu. cherchant  la  résultante 
égale  et  contraire  à  N^  de  la  force  Q  et  d'une  force  F', 
égale  et  contraire  à  F.      . 

2o5.  Si  la  force  motrice  était  nulle,  on  aurait 
-— ^  =  o,     d  ou     p  =  constante, 

et  N  serait  à  la  fois  la  mesure  de  la 'force  centripète  et  de 
la  force  centrifuge. 

Sila  force  P  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, on  aurait 

^  mdv       ^ 

Q  =  o.     ^  =  P. 

La  résistance  de  la  surface  serait  la  force  centripète.  Dans 
ce  cas,  MN  se  confondant  avec  MF,  le  plan  osculateur 
PMF  contient  la  normale  N  à  la  surface.  Alors  la  courbe 
qiie  décrit  le  mobile  est  telle,  que  tous  ses  plans  oscola- 
tenrs  sont  normaux  à  la  surface.  Cette  propriété  appar- 
tient, comme  on  sait,  à  la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  )a 
surface  entre  deux  points.  On  peut  donc  dire  que  dans  ce 
cas  la  trajectoire  est  la  ligne  la  plus  courte  que  Ton  puisse 
tracer  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 

AUTRE  MAMERE  o'oBTEfVIR   LES  RÉSULTATS  PRÉCÉDENTS. 


S.  Huyghens  trouve  à  peu  près  de  la  manière  sui- 
vante les  coniposantes  de  la  force 
motrice.  Le  mobile  arrivant  au 
point  M  de  sa  trajectoire,  au  bout 
du  temps,  t,  décomposons  la  force 
motrice  P  en  deux  forces  T  et 
Q  :  Tune  dirigée  suivant  la  tan- 
gente MT,  et  l'autre  perpendi- 
culaire à  cette  tangente.  Dans  le  temps  infiniment  petit 
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dt^  le  mobile  parcourt  l'arc  MN  =  ds.  Si  l'on  considère 
la  force  motrice.  P   comme   constante  en  grandeur,  et 
en  direction  pendant  le  temps  infiniment  petit  ^t,  Té-* 
lément  MN  ou  ds  peut  être  considéré  comme  situé  dans 
le  plan  PMT  qui  passe  par  la  tangente  MT  au  point  M 
et  par  la  direction  de  la  force  P.  C'est  donc  le  plan  oscu- 
lateur  de  la  trajectoire,  et  la  direction  de  la  force  Q  passe 
par  le  centre  de  courbure  K.  Pendant  que  le  mobile  par- 
court r^rc  MN,  sa  projection  sur  la  droite  MK  parcourt 
l'espace  MH,  projection  de  MN,  en  $e  mouvant  comme 
un  point  de  même  masse  qui,  n'ayant  pas  de  yitesse  ini^ 
tiale  suivant  MK,  serait  sollicité  par  la  composante  de  la 
force  P  parallèle  à  MK,  composante  qui  conserve  pendant 
le  temps  dt  la  valeur  Q  qu'elle  a  au  point  M,  On  aura 
donc 

(i)  MH  =  - -rf/^ 

Décrivons  dans  le  plan  PMT  le  cercle  osculateur  au 
point  M,  qui  touche  la  tangente  MT  en  M  et  passe  par 
le  point  N  infiniment  voisin  du  point  M  :  le  carré  de  la 
corde  MN  est  égal  au  diamètre  multiplié  par  la  projec- 
tion MH  de  MN  sur  le  diamètre  MK.  On  a  donc 


ou 

(a)  MH  =  -i, 

en  substituant  l'arc  infiniment  petit  ds  à  sa  corde  MN 
et  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  MK. 
En  égalant  les  valeurs  (i)  et  {2)  de  MH,  on  aura 

2  m  :ip 
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d'où 


(3) 


m 


Q  = 


m 


rntr 

? 


Pendant  c[ue  le  mobile  parcourt  Tare  MN,  la  projectioti 
sur  la  tangente  MT  se  meut  comme  un  point  de  masse  m 
sollicité  par  la  force  constante  T  ;  on  a  donc 


dt 


1  z=m 


(t  désignant  l'angle  que  la  vitesse  variable  v  du  mobile 
rar  Fârc  MN  fait  avec  MT.  En  effectuant  la  différentia- 
tioD, 

'  *  dv  ,        dct 

T  :=:  m  -r  ces  a  —  mif  sin  a  -7— 
dt  dt 

Mais  au  point  M  Tangle  a  est  util,  ce  qui  donne  pour  ce 

point 


K) 


Ces  considérations  s'étendraient  au  cas  d'un  point 
assujetti  à  se. mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface, 

REMARQUES    SUR    LA    FORCE    CENTRIFUGE. 

S57.   Quand   un  corps  solide  tourne   uniformément 

autour  d'un  axe  fixe  AB,  chaque 
point  M  de  ce  corps  possède  une 
force  centrifuge  particulière  F, 
qui  pour  T  uni  té  de  masse  est 

écale  à  -j  1^  étant  la  vitesse  du 

P 

point  M  dp  le  rayon  KM  du 
cercle  qu'il  décrit.  En  appelant  T  le  temps  d'une  révolu- 
tion entière,  on  a 

4^v 


2ltû 


d' 


on 


F  = 


T' 
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Les  forces  centrifuges  des  différents  points  sont  donc  pro- 
portionnelles à  leur  distance  à  Taxe. 

258.  Ces  remarques  sont  applicables  à  la  terre.  Outre 
son  mouvement  de  translation  dans  l'espace,  elle  a  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  son 
centre. 

Comme  la  force  centrifuge  tend  à  éloigner  tous  les 
corps  de  Taxe  de  rotation  de  la  terré,  elle  doit  modifier 
rintensité  de  la  pesanteur  à  la  surface,  du  globe.  Pour 

apprécier  son  influence ,  coDsi-< 
dérons  d^ abord  un  point  M  «i  tué 
sur  l'équateur.  Appelons  G  l'in- 
tensité de  l'attraction  de  la  terre 
sur  l'unité  de  masse  au  point  M, 
force  dirigée  suivant  MO  5  F  la 
force   centrifuge  du  point  M, 
rapportée  à  F  uni  lé  de  masse,  forcé  dirigée  suivant  MF, 
prolongement  de  OM  ^  enfin  g  le  poids  apparent  de  l'u- 
nité de  masse  ou  la  pression  sur  l'appui  qui  soutient  la. 
masse  m.  On  aura  g:  =  G  —  F.  Si  l'on  appelle  p  le  rayon. 
térrestre  et  T  le  temps  que  la  terre  emploie  à  faire  un^ 
révolution,  on  a  (257) 


donc  on  aura 


Pour  se  faire  une  idée  plus  exacte  de  la  diminution  qi*—  ' 
la  force  centrifuge  fait  subir  au  poids  du  corps,  obse^^r 
vons  que  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  terre  e-  ^^ 
égale  à  40  000  000  de  mètres.  L'observation  donne  pour  l 
très-sensiblement  la  même  valeur  dans  les  différents  liem_ra- 
de  la  terre.  En  prenant  la  valeur  g=  9^,808896,  à  Par^5Ls^ 


on  aura  à  peu  près 


d'où 
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^  =  G- 


g 


.89' 


g  dîffire  donc  très^peu  de  G,  et  Ton  a  à  peu  près 

Donc  la  pesanteur  à  Téquateur  est  diminuée  d'environ 

sa  289®  partie.  D'ailleurs  la  formule  F  =  -i— ^  fait  voir 

que  si  le  mouvement  de  rotation  devenait  17  fois  plus 
rapide,  la  force  F  deviendrait  17*  ou  289  fois  plus  grande, 
et  alors  la  pesanteur  serait  à  p0u  près  nulle  à  Féquateur. 

259.  Supposons  maintenant  le  point  M  placé  sur  un 
Fig.  89,  certain  parallèle  dont  le  rayon 

MK=r.  Soient  X  =  MOC  la  la- 
titude du  point  M,  G  Tintensité 
de  la  pesanteur  en  ce  point,  f 
Tintensité,  rapportée  à  l'unité 
de  masse,  de  la  force  centrifuge 
dirigée  suivant  Mf.  On  a 

^=G— /cos>; 


d'ailleurs 


^^  à  cause  de  r  =  |0  cos  1 , 

^      4^'pcosX 

f  — —         ' • 


donc 


4^*pcosU        G         _ 
/cosX  =  — ^^j— =  -g^cosU, 


l88  COURS    DE    MÉCARlQiDE. 

à  peu  près  ^  donc  enfin 


^  /        cos»>\ 


A   Téquateur    cos  X=i,    g  =  Gli ^  )  ;   au 

cos^  =  o^  g  =  G. 

L'attraction  de  la  terre  sur  Tunité  de  masse  des< 
placés  à  sa  surface  doit  encore  std)ir  une  correcûoi 
est  due  à  ce  que  la  terre  n*est  pas  parfaitement  sphéi 
et  homogène.  En  tenant  compte  de  sa  fonne  réell 
trouve  que  g  est  donné  par  la  formule 


^  /       cosUN 

g=zG[i ) 

\         200  / 


iSî 
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DES  FORCES  VIVES  ET    DU  TRAVAIL    DANS  LE  MOUVEMENT  d'uN  POINT 

MATÉRIEL. 

IHSérf Biiéile  de  la  force  vWe.  '—  Formes  diverses  de  X</t-^  Y<(r  +  Z<£v. 
—  Définition  du  travail.  —  Relation  entre  le  travail  et  la  force  vive*  — 
Conséquences  du  principe  des  forces  vives.  —  Cas  où  il  y  a  frottement 

00  résistance  d'un  milieu.  —  Cas  où  le  mobile  est  sollicité  par  des  forces 

dirigées  vers  des  centres  fixes. 


DIFFÉRENTIELLE    DE    LA    FORCE    VIVE. 

260.    P  désignant  la  force  motrice  qui   sollicite  un 
mobile  M  et  X,  Y,  Z  ses  composantes,  on  a 


On  tire  de  ces  trois  équations 


dH       _ 
df 


dt^ 


)=.( 


Xdx-hYdy^Zdz). 


Maïs  la  quantité  entre  parenthèses  dans  le  premier  mem" 
bre  est  égale  à  ^.  v*'  ;  on  a  donc 

(î)  d.mu'=::2(Xdj:-h  Ydx-hZdz). 

261 .  Cette  équation  subsiste,  lorsque  le  point  mobile 
est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface 
donnée.  En  effet,  si  N  est  la  force  qui  représente  la  résis- 
tance de  la  courbe  ou  de  la  surface,  on  a 

d^x 


(3) 


m 


m 


.—  =  X-f-  N  COSA, 
dt^ 

d^y 
dt 

d^z 


^=:  Y  +  Ncosfx, 


m 


dt' 


Z  +  N  cos  V , 
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A,  jiA,  V  étant  les  angles  que  la  normale  suivant  laquelle  1 
force  N  est  dirigée  fait  avec  Jes  axes.  On  tire  de  ces  équa 
tions 

dmi»^  =  it  (Xdx^Ydf  -h  Zdz) 

2 N ( cos X ûfx -f»- cos fiflÇx -f- cos V «te ) ; . 


mais  puisque  N  est  normale  à  la  trajectoire,  la  dernië 
parenthèse  est  nulle.  Cette  équation  de  réduit  donc 
l'équation  (2).  j 

262.  La  quantité  mi^*  ou  le  produit  de  la  masse  d'i: 
mobile  par  le  carré  de  sa  vitesse  est  ce  qu'on  appelle 
force  viue  du  mobile.  On  a  dans  tous  les  cas 

(4)  d-mu'z^Xdx-hYdx-i-Zdz, 

X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  la  force  tnotrîce. 

Ai]T«iES  FOii>iES  BB  ^dx-\-Ydy -yZd'z. 

263.  Soit  (ù  l'angle  PMT  que  la  force  motrice  P  fait 
Fig,  90.  avec  la  tangente*  On  a 

X  dx       Y  dr       Zdz 
V  djf  ^P  ds^  V  ds 

d'où  Ton  tire 

(l)      Xf/x-t- Yc^r  +  Zé/z^Pcostorfï 

Si  l'oû  décotapose  la  force  P  en  une  force  tangentielle  1 
et  une  force  normale  Q,  on  a  T  =  P  cos  w.  Donc 

(2)  Hdœ  -h  Ydy  4-  Zdz  =  Ids. 

Enfin,   si  l'on  appelle  dp   la   projection    MI  de   l'ai 
MH  =  ds  sur  la  direction  de  la  force  motrice,  on  a 

costo  ds  •=:  dp^ 
et  par  suite 

(3)  X^.r  -h  Xdy  4-  Zdz  =  Vdp, 
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Ainsi  Texpression  Xdx  -{-  Y  dy  -h-  'Ldz  est  égale  :  i**  au 
produit  de  la  force  motrice  ]|^ multipliée  par  Télément  de 
la  trajectoire  et  par  le  cosinus  de  Tangle  que  cette  force 
faitayee  la  tangente;  a*  au  produit  de  Télémént  de  Tare 
multiplié  par  la  force  motrice  estimée  suivant  la  tan- 
gente; 3°  au  produit  de  cette  force  motrice  multipliée 
par  la  projection  de  l'élément  de  Tare  sur  sa  direction. 

DÉFINITION    DU    TRAVAIL. 

S64.  Le  produit  Tds  que  Ton  obtient  en  multipliant 
la  composante  tangentiellc  de  la  force  P  par  Télément 
de  l'arc  parcouru  dans  Tinstant  dt  se  nomme  trai^ail 
élémentaire  ou  élément  de  trai^ail  de  cette  force.  L'élé- 
ment de  travail  est  considéré  comme  positif  lorsque  la 
force  tangentiellc  agit  dans  le  sens  du  mouvement,  et 
comme  négatif  dans  le  cas  contraire,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  suivant  que  Tangle  co  est  aigu  ou  obtus.  Le  signe 
du  travail  élémentaire  sera  donné  ps^r  Texpression 
[    Pcosb)  J5,  an  considérant  P  et  ds  comme  positifs. 

Si  l'on  considère  P  cos  &>  ds  comme  le  produit  de  P  par 
mtùds,  on  peut  dire  encore  que  le  travail  élémentaire 
est  égal  au  produit  de  la  force  par  la  projection  de  l'élé- 
ment du  cbemin  parcouru  sur  la  direction  de  cette  force. 

265.  Dans  tous  les  cas,  la  projection  d'une  résultante 
90f  uoe  droite  étant  égale  à  la  somme  des  projections  de 
Ks  composantes,  on  voit  que  le  travail  élémentaire  dé  la 
lésultante  de  plusieurs  forces  est  égal  à  la  sommé  algé- 
brique des  travaux  élémentaires  de  ces  dernières  forces. 

266.  On  ttommie  tra^^ail  total  d'une  force  P  pour  un 

cliemin  déterminé  AB  F  intégrale   j  *T  ds,  prise  entre  les 

limites  qui  correspondent  aux  extrémités  de  Tare  par- 
couru. Les  forces  normales  à  la  trajectoire  n'ayant  au- 
cune influence  sur  la  composante  tangentiellc,  n'influenl 
pas  sur  le  travail  total. 
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.^our  don^aer  un  exemple  de  travail  total 5  considérok} 
un  poids  V  descendant  soustraction  de  la  pesanteur,  soi 
librement^  soit  en  demeurant  sur  une  courbe  quelconque   ^ 
oii  aura  Pds  cos  ùiit=Pdz^  en  appelant  dz  la  projectio^^ 

de  l'arc  ds  sUt*  la  verticale.  Le  travail  total  sera    /  iPiÊ^ 

ou  P^)  lorque  le  mobile  sera  descendu  de  la  hauteur  ver- 
ticale z.  Ce  travail  serait  • —  Pz  si  le  mobile  montait  de. 
la  hauteur  z» 

.  ■  ■  • 

KSLÀTtON    ENTllE    LE    TRAVAIL   ET    LA^ÔRCE  VIVE. 

,^     267.  Si  dans  l'équation  (2)  du  n®  260  on  remplace  .  ' 
lLdx-+'Ydy'\-Zdz  par  Tds^  on  aura 

(i)  dm.i>^  =  :iTds^ 

d'où 

;..  .'  ■  •  r*' 

Si  k  est  la  vitesse  lorsque  «  =i=  5o,  on  aura  C  =  mk*^  et 
par  suite 

(3)  {mu^-^  mk^)  =  2  I      Jds. 


I 
^0 


Ainsi  r accroissement  de  force  vive  du  mobile,  lorsqU^il 
passe  d'une  position  à  une  autre ^  est  égal  au  double  dtH  ^j 
travail  de  la  force  motrice. 

268.  Si  la  force  P  est  la  résultante  de  plusieurs  forcer 
Pi,  Pt^. .  .9  dont  les  composantes  tangentielles  sont  Ti, 
Tj,  Ts,. .  .5  on  aura 

T  =  t, -+.  T2 -h  Ta -f- .  .  .  , 

d'où 

/  Tels  =   I  T^ds-h  I  T.ds-^ 
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On  aura  donc 

(i)        mv^  —  /wX»  =^  2  (     /  Tt' fis  H-  /  T,ds 


—  wx»  —  2  ^  fTt'cis  H-  Tt; 


Donc,  si  Ton  appelle  forces  moiwantes  celles  qui  font 
un  angle  aigu  avec  la  tangente  et  forces  résistantes  celles 
qui  font  un  angle  obtus,  et  dont  Teffet  est  de  retenir  le 
mobile  dans  son  mouvement  sur  la  courbe,  on  pourra 
dire  que  ; 

L'accroissement  de  force  i^/Ve  d*un  mmife,  lorsqu'il 
passe  d'une  position  à  une  autre,  est  égal  au  double  de 
ï excès  du  trai^ail  des  forces  niouv^antes  sur  le  traitait:* 
des  forces  résistantes.  '  *'• 

.  Ce  principe  est  ce  que  l'on  nomme  le  principe  des 
forces  a)iues  ou  de  la  transmission  du  travail,  pour  le  cas 
d'un  simple  point  matériel.  Nous  l'élendrons  plus  tard 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  poihUr  ■ 

CONSÉQUENCES    DU    PRINCIPE    DES    F0B,C]eS    VIVES. 

269.  Quand  le  mobile  n  est  sollicité  par  aucune  force 
ou  qu'il  l'est  seulement  par  des  forces  totijours  normales 
à  la  trajectoire,  on  a  T  =  o,  et  par  suite  u  =  k.  Ainsi  le 
mouvement  est  uniforme,  ce  qu'on  a  déjà  trouvé  par  une 
attire  méthode. 

270.  Supposons  que  %.dx  -^Y dj  ^Zdz  son  la  dif- 
întielle  exacte  d'une  fonction. /"{x,  j",  -z)  de  trois 
>rdonnées  Xy  jy  z  considérées  comme  des  variables 

ndépeadantes,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

dx  dy  dz 

H  résulte  des  lois  de  la  différentiation  que  x^  j^  z  étant 
regardées  comme  des  fonctions  quelconques  du  temps,  on 
u  aura  pas  moins 

Xr/.r-f- Yr/j-f  Zdzz=z  T  ds  =  d./{.r,r,  z.' 
1.  i3 
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Par  conséquent,  Téquation  des  forces  vives  se  réduira  à 

OTp2  =  C -h  2/( j: , /,  z); 

et  si  l'on  désigne* par  a,  i,  c  les  coordonnées-  du  mobile, 
lorsque  i^  =  kj  on  aura 

(2)  mp^  — w^*==  2/(jr,  j,  z)  —  2/(fl,  ^^  c). 

II  résulte  de  là  qiie  l'accroissement  de  forcé  vive,  lorsque 
le  mobile  paâse  de  la  position  (a,  &,  c)*à  la  position 
(x,  y^  z)  ne  dépend  pas  de  la  trajectoire  dans  Tintervalle, 
ni  du  temîps  qui  s'est  écoulé  entre  les  deux  positions  ex- 
mes,  mais  seulement  des  coordonnées  de  ces  deux  po- 
sitions. 

271.  Plus  généralement,  si  l'on  imagine  les  deux  sur- 
faces 

(3)  /<«,j;'z)  =  C',      /{x,r,*)  =  G", 

et  que  le  mobile^ rencontre  la  première  au  point  (a,  t,  c) 
avec  une  vitesse  Ar,  et  la  seconde  au  point  (x,  jr,^)  avec 
la  vitesse  f^,  on  aura 

(4)  /ifP»  — iiïA»=:  aC— 2C". 

L'accroissement  de  force  vive  est  donc  constant  et  indé* 
pendant  de  la  forme  de  la  trajectoire  entre  les  deux  sur*    \ 
faces,  des  points  où  cette  courbe  rencontre  ces  deux  sur-.  * 
faces  et  du  temps  qui  s'est  écoulé. 

On  trouve  un  résultat  de  ce  genre  dans  le  mouvemi 
d'un  mobile  sollicité  seulement  par  la  pesanteur.  Si  l'on 
prend  l'axe  des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  on  aura  X  =  o,  Y  =^0,  Z  =  mg,  et  par  con* 
séquent 

m 

Ici  y(x,  r?  z)  =^  mgz  :  par  suite  les  deux  surfaces 
f(x^y^  z)=zC,  /('T^  j^  z)  =  C  seront  deux  plans 
horizontaux,  et  l'accroissement  de  force  vive,  quand  on 


Il- 
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passera  de  F  un  à  TaUlre,  sera  indépendant  de  la  trajec- 
toire A  A' (^g.  91). 

272.  Dans  le  cas  général,  réquation 

représentera  une  infinité  de  surfaces  différentes,  passant 

par  les  divers  points  de  la  tra- 
jectoire AMB.  Nous  allons  dé* 
montrer  que  si  LMU  est  Tune 
de  ces  surfaces,  la  force  motrice 
,  P  au  point  M  lui  est  normale/oK 
En  effet,  la  normale  à  la  surface 
LMU  au  point  M  fait  avec  les 

axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 

^f  df    df  .  ,  ,1    <     ^ 

j->  ~i  -t\  or  ces  quantités  sont  ell^a^mèmes  propor- 
tionnelles à  X,  Y,  Z,  ou  aux  cosinus  des  ^gles  que  la 
fcrce  P  fait  avec  les  axes.  Donc  la  force  motrice  est  nor- 
male à  la  surface  LMU. 

,  C'est  ce  que  l'on  vérifie  dans  l'exemple  précédent  où 
lu  surfaces  analogues  à  f(Xy  y  y  z)  ==  C  sont  des  plans 
kriacmtaux  perpendiculaires  à  la  force  motrice  qui  agit 
inrmt  la  ver^cale. 

-^  la  surface  /  (j:,  y>  -s)  =  C  offrait  une  résistance  in-* 
iDÎe,  et  si  le  point  mobile  se  trouvait  placé  sur  cette 
sans  vitesse  acquise,  il  y  demeurerait  en  repos^ 
le  la  force  motrice  serait  normale  en  ce  point  à  la 
•urface.  C^est  ce  qui  arriverait  pour  un  point  matériel 
placé  sans  vitesse  sur  un  plan  horizontal. 

CAS    ou    IL    V    A    UÏÏE    KÊSISTAIfCE. 

273.  Quand  un  mobile  éprouve  un  frottemen  t  ou  se  meut 
dans  un  milieu  résistant,  l'expression  Xû?x-f- Yflf^^-f-Zrf^ 
n'est  plus  une  différentielle  exacte.  En  effet,  s'il  y  a 
frottement)  cette  force  s'exerce  suivant  la  tangente  à  la 

i3. 


*<t« 
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trajectoire  et  en  sens  inverse  du  mouvement  du  mobile 
elle  est  proportionnelle  à  la  pression  normale  N  du  mo 
bile  sur  la  courbe  qu'il  décrit.  Le  frottement  est  don( 
représenté  par  — /^N,  f  étant  un  coefficient  constant 
Ses  composantes  seront 

-/»î-  -/»!•  -K. 

et  l'expression 

sera  la  partie  de  ILdx  -r-^dy  -\-Tjdz  provenant  d^ 
frottement.  Or  la  pression  N  est  inconnue  au  point  con  ■ 
sidéré  et  ne  dépend  pas  uniquement  de  l'arc  parcoun» 
On  ne  peut  donc  pas  dire  que  — jlsds^  et  par  suite  qu^ 
ILdx -\-Ydy'-i-tàdz,  soit,  dans  ce  caô,  la  différentielU 
exacte  d'titiie  foiiction  de  x^y,  z, 

274.  Quand  le  mobile  se  meut  dans  un  milieu  résislani 
la  résistance  de  ce  milieu  est  une  certaine  fonction  f(v^ 
de  la  vitesse,  et  la  partie  de  cette  force  qui  entre  dans 
ILdx  -hYdy  -{-Zidz  est,  par  un  calcul  analogue  à  celui 
que  nous  venons  de  faire,  — f[i^)ds.  Or  la  vitesse  f ,  el 
par  suite  y'(p'),  ne  dépendent  pas  des  différentielles  de 
x^  y^  Zy  et  par  conséquent  — f[i^)ds  n'est  pas  une  diffé- 
rentielle exacte,  non  plus  que  ILdx  -\-Ydy-\-2tdz, 

Dans  ce  cas,  si  le  point  se  meut  sur  une  courbe  coBr 
nue,  il  faudra  prendre  l'équation 

/7ï  -7-  =  T      ou       m  -7-  =  T, 
dt  de 

T  désignant  la  composante  de  la  force  motrice  (y  compris 
les  résistances)  suivant  la  tangente.  Au  moyen  des  équa- 
tions de  la  courbe  on  pourra  exprimer  T  en  fonction  de 5" 
et  alors  la  détermination  du  mouvement  sera  ramenée  - 
l'intégration  d'qnc  équation  différentielle  du  second  01^ 
dre,  tandis  qiie  si  "Kdx  -hY dj  -^T^dz  était  une  différei  ^ 
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lielle  exacte,  on  n^aurait  h  intégrer  qu'une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre. 

CAS  OU  LE  ICOBILB  iSST  SOLLICITÉ   PAR  D^S  FORCES   DIRIGÉES 

VERS    DES    CENTRES    f  1X£S. 

275.  Il  est  un  cas  important  dans  lequel  l'expression 
X^lx-h^ dy  ^Zidz  est  toujours  une  diflërentiellç  exacte  : 
c^est  celui  où  un  point  matériel  est  sollicité  par  des  forces 
dirigées  vers  des  centres  fixes  et  dont  les  intensités  sont 
des  fonctions  des  distances  du  mobile  à  ces  dilTérents 
centres.  Supposons  qu'une  force  dirigée  vers  le  centre 
fixe  R  (e,y,  g)  repousse  un  point  M  (x^  7,  r),  avec  une 


Fig.  92. 


énergie  R,  fonction  seulement  de 
la  distance  MK  =  r.  Les  com- 
posantes   de   la   force  R    étant 


R 


X 


e 


R^:=/, 


Ri=^, 


la 


partie  de   X.dx  -f-  Ydy  +  Zdz 
provenant  de  cette  force  sera 


R 


m 

m 

OttRrfr,  puisque  Ton  a 

H=  (x~6'VH-  (/-/)'-+-   (.3  -à^)V 

rdr  =z(x  —  e)d.T  -\-  [y  — f) df  -{-  [z  —  g)  dz. 

Donc  R  étant  une  fonction  de  i',  et  par  conséquent  de 
^î  y,  z,  il  en  sera  de  même  de  Rr/r. 

Si  la  force  était  répulsive,  le  même  calcul  donnerait 
— Rrfr  pour  le  terme  provenant  de  cette  force  dans 
tdx -\-Y  dy  +  Zdz . 

Donc  si  le  mobile  est  sollicité  par  un  certain  nombre 
de  forces  R,  R',  R'^, .  . .,  dirigées  à  chaque  instant  vers 
des  centres  fixes  K,  K',  K'', .  . . ,  on  aura 


d.mv''  =  i[±Kdr±VJ  dr  .  .  .), 


->' 


Fig.   93. 
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et  chaque  terme  du  second  membre  étant  une  différen- 
tielle, exacte,  il  en  sera  de  même  de  leur  somme. 

Ls^îmême  conséquence  aura  lieu  si  Tun  des  centres 
s'éloigne  à  Tinfini^  c'est-à-dire  si  la  force  correspondante 
est  perpendiculaire  à  un  plan  donné  et  fonction  de  la 
distance  du  point  à  ce  plan. 

376.  Il  est  une  autre  manière  de  faire  voir  que  la  partie 
de  Hdx -+■![ djr -^  Zdz  provenant  de  la  force  R  ou  la 

quantité  de  travail  élémentaire 
de  cette  force  est  Rt/r.  En  effet,  si 
le  point  mobile  décrit  dans  l'in- 
stant dt  l'espace  infiniment  petit 
MN=^,  dont  la  projection 
sur  la  direction  de  la  force  R 
soit  MH,  on  aura  MH  =  dr^  en 
négligeant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre.  Car  si  l'on  décrit  du  point  K  comme 
centre,  ayec  un  rayon  égal  à  KN  ou  r  H-  rfr,  Tare  NI,  on. 
a  MI  =  rfr,  et  l'on  voit  que  le  rapport  de  MH  à  MI  ayante, 
pour  limite  Tunité,  la  quantité  de  travail  de  la  force  IC 
sera  Rx  MH  ou  Tidr  en  substituant  MI  à  MH. 


?/.  . 
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VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

o 
MOUVEMENT  D  UN  POINT  PESANT  SUR  UNE  COURBE.  ■—   PENDULE  SIMPLE. 

Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe.  —  Cas  où  il  y  a  une  vitesse 
initiale.  -—  Pendule.  —  Équation  du  mouvement.  ~  Cas  où  cette  équa- 
tion peut  s'intégrer.  —  Cas  des  petites  oscillations. 


MOUVEMElfT    D  VU    POINT    PESANT    SUR    VUE    COURBE. 

277.  Lorsqu'un  point  pesant  se  meut  sur  uiie  courbe 

donnée  AMA^  la  seule  force 
qui  le  sollicite  est  la  pesan- 
teur, dont  rintensité  constante 
est  désignée  par  g.  Le  travail 
de  cette  force  est  tngz^  et  le 
principe  des  forces  vives  donne 
immédiatement 

en  supposant  que  u  =  k  pour  z  =  OH  =  h. 

Supposons  A  =  o,  c'est-à-dire  que  le  mobile  parte  du 
point  A  sans  vitesse  acquise,  Féquation  deviendra 

Si  le  mobile  est  en  M,  on  aura 

donc  sa  vitesse  acquise  par  le  mobile  au  point  M  sera  la 
même  que  s'il  était  tombé  librement  de  la  hauteur  HP. 

Si  B  est  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  le  mobile 
aura  la  plus  grande  vitesse  en  ce  point.  Parvenu  là,  il 
continuera  sa  route  en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  et 
s  élevant  sur  la  partie  BC  avec  une  vitesse  décroissante,^ 
comme  le  montre   la  formule  (2),  il  s'arrêtera  au  point 
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A',  pour  lequel  z  =zh.  Mais  aussitôt,  sollicité  par  la  pe- 
santeur, il  descendra  de  nouveau  sur  la  courbe  pour 
reven'ft»  au  point  A,  et  ainsi  de  suite;  c'est-à-dire  qu'il 
parcourra  continuellement  le  même  arc  ABA',  tantôt 
dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre. 

278.  Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcourir 
l'arc  AM  est  le  même,  soit  qu'il  descende,  soit  qu'il 
monte,  puisque  le  temps  employé  dans  Tun  et  dans  l'autre 
cas  est  le  même  que  celui  que  mettrait  le  mobile  à  par- 
courir la  même  hauteur  verticale  HP,  soit  de  haut  en 
bas  i  en  parlant  du  point  H  avec  une  vitesse  nulle ,  soit 
dans  le  sens  contraire,  en  partant  du  point  P  avec  une 
vitesse  égale  et  contraire  à  celle  qu'il  acquerrait  s'il  tom- 
bait librement  de  la  hauteur  HP.  Dans  ce  cas,  les  oscilla- 
tions du  mobile  sont  isochrones,  c'est-à-dire  qu'elles 
s'effectuent  dans  le  même  temps. 

CAS    OU    LB    MOBILE    A    UNE    VITESSE    INITIALE. 

279.  Si  au  point  A,  pour  lequel  z  ==  //,  le  mobile  a 
une  vitesse  A,  on  a  ^ 

La.  vitçsçe  du  mobile  va  en  croissant  avec  z  et  est  la  plus 
grande  possible  au  point  B.  Le  mobile  se  meut  ensuite 
sur  l'arc  BCO  et  s'y  élève  plus  haut  que  le  point  A'. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  O  le 
plu^  élevé  de  la  courbe.  Nous  aurons  trois  cas  à  exa- 
miner. 

Premier  cas  :  A*  <  ^g"^**  —  Dans  ce  cas  la  vitesse  du 
mobile  au  point  A  est  moindre  que  celle  qu'il  acquerrait 
en   tombant  verticalement   de  la  hauteur  OH  =  A.   Le 
mobile  s'élèvera  jusqu'à  un  point  C  plus  haut  que  A'  eL- 
qui  sera  déterminé  par  l'équation 

/•2         2  gh  —  k^ 

'J.g  2g 
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valeur  positive.  En  ce  point  C  la  vitesse  sera  mille*,  le 
mobile  s'arrêtera  pour  revenir  sur  l'arc  CBC  jusqu'au 
point  C'  situé  à  la  même  hauteur  que  C.  De  C  il  retien- 
dra en  C^  et  ainsi  de  suite  *,  de  sorte  qu  il  fera  une  infinité 
d'oscillations  isochrones. 

Deuxième  cas  :  k^^2gh,  —  La  vitesse  du  mobile 
ne  sera  jamais  nuUe^  car  on  aura 

équation  dont  le  second  membre  est  composé  de  deux 
quantités  piosîtives.  Le  mobile  reviendra  au  point  O  avec 

la  vitesse  Va'  -^ngh^  dépassera  ce  point  et  parcourra  la 
courbe  une  infin,ité  de  fois,  toujours  dans  le  même  sens. 

Troisième  cas  :  k^=\l 'igh,  —  On  aura  z  =  o  pour 
vz=zo\\e  mobile  ne  s'arrêtera  qu'au  point  O,  mais  il  lui 
faudra  un  temps  infini  pour  arriver  à  ce  point.  En  effet, 
en  désignant  par  s  l'arc  ON,  on  a 

(2)  -4-y^2^Z=0. 

V  étant  l'angle  que  la  tangente  au  point  N  fait  avec  la 
verticale  et  p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point,  on  a 


dz 

d        . 

ds       ces  V 

ds            p 

Soit  a  une  constante, 

telle  que 

• 

«<  '  ' 

- 

ces  V 

on  aura 

ds        V 
ds  <V 

d'où 

dz 

s              ^  s"^ 

y 

7s 

a                   20 
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Par  conséquent  Téquation  (2)  donne  Tinégalilé 


^+V!>«. 


I»     ^ 


pu,  en  intégrant, 


OU  enfin 


y  g   ^ 


d'où  Ton  conclut  que  t  augmente  indéfiniment  quand 
tend  vers  zéro. 

PENDULE.  ÉQUATION  DU  MOUVEMENT. 

280.  On  appelle  pendule  un  corps  solide  pesant  qu5^ 
peut  osciller  autour  d'un  axe  horizontal.  Pour  simplifier  la^ 
théorie  du  pendule,  on  a  considéré  le  cas  idéal  d'un  poinD- 
matériel  suspendu  à  l'extrémité  d'une  tige  ou  d'un  fil 
inextensible  et  sans  masse  et  dont  l'autre  extrémité  est 
fixe.  C'est  ce  qu'on  nomme  un  pendule  simple. 

On  voit  d'abord  que  la  pesanteur  ne  peut  faire  par- 
courir à  ce  pendule  écarté  de  la  verticale  qu'un  arç  de 
cercle  situé  dans  un  plan  vertical. 

Plaçons  l'origine  des  cordonnées  au  point  de  suspen- 
sion O  :  prenons  l'axe  des  z  ver- 
tical et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  Soit  k  la  vitesse  du 
point  matériel  alors  que  la  di- 
rection du  fil  fait  avec  la  verti- 
cale un  angle  AO^  =  a.  L'équa- 
tion du  mouvement  sera 

h  étant  le  z  du  point  A,  ou  bien 


{->■) 


j^  =  ±^k^+>tg{z-h) 
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Si  l'on  compte  les  arcs  parcourus  surla  courbe  à  partir 
<lu  point  A,  s  croît  avec  f,  quand  le  mobile  se  meut  dans 
le  sens  ÂBÂ',  et  il  faut  alors  prendre  le  signe  -f»*  On 
prendra  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Supposons  le  mobile  arrivé  en  M.  Soient  OM  =  a  le 
rayon  du  <;ercle,  MOB  =:  6,  on  a 


et  par  suite 
donc 


s  :^a[a.  —  Ô), 


ds  =  —  adB  ; 


adB 


-  -jr  =  v^/-^4-2^(z-A)  ; 


mais  OP  =z  z  =  a  cos  0,  OH  =:h  =  a  cos  a  ;  donc  Téqua- 
tipn  du  mouvement  sera 


(3) 


£//  =  — 


adB 


^k^  -^2,ga{  cos  B  —  Gos  a) 


CAS  OU  l'équation  peut  s'intégrer. 


281.  On  peut  intégrer  l'équation  (3)  dans  le  cas  où 

l'on  a 

[l]  A',;^  2gfl  (i -h  COSa).    . 

Cette  égalité  a  lieu  lorsque  la  vitesse  du  mobile  au  point 
A  est  celle  qu'il  acquiert  en  descendant  sans  vitesse  ini- 
tiale du  point  C  le  plus  haut  du  cercle;  car  dans  cette 
hypothèse  le  carré  de  la  vitesse  du  mobile,  parvenu,  au 
point  A,  est  ag^.CH.  Or 

CH  =  CO -4- OH  =  fl  +  a  cosa; 
on  a  donc  alors 

k^  z=:z  Q. ga  (i  -\-  cos  a) . 
L'équation  (3)  se  réduit  à 

(2)  dt:=z  — 


adB 


^2  ga  (  1  H-  cos  B  )        :« 


i5' 


-> 
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OU 


Poso 


fa        \i       2    ' 


dt 

SID 


OS 


d'où 


2  2 


g  SID  X  COS  X 


et  par  coDsêquent 

On  aura  donc,  eu  intégrant 

r  =  i/-l  Ungx-HC, 
ou  bien 


=  y/HlUng(|-|)H-C; 


mais  on  doit  avoir  0  =  a  pour  £  =  o,  ce  qui  délermi. 
la  constante  C.  Ou  aura  donc  définitivement 

•     (3)  ,==^«,_A±_l/. 


tan^ 


lî-î) 


Telle  est  la  formule  qui  donne  le  temps  que  le  mob 
emploie  à  parcourir  l'arc  AM,  dans  Thypothèse  où 
serait  parti  du  point  C,  sans  vitesse  initiale. 
Si  l'on  fait  0  =  o,  on  a 


-^\ 


c'est  le  temps  que  met  le  mobile  à  parcourir  Tare  j- 
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Sî  l'on  veut  avoir  le  temps  que  le  mobile  met  à  revenir 
SLii  point  C,  il  faut  faire  6  =  —  tt,  ce  qui  donné  t  =  ao  . 
Ainsi  il  faut  un  temps  infini  au  mobile  pour  remonter 
jusqu'au  point  C. 

CAS    DES    PETITES    OSCILLATIONS. 

282.  Comme  la  formule 

(i)  diz= 


^A^  -^  2ga[ cos  0  —  cos a) 


n'est  pas  intégrable  dans  tou$  les  cas,  il  est  nécessaire  de 
restreindre  un  peu  la  généralité  du  problème  en  cherchant 
seulement  la  loi  du  mouvement  quand  le  pendule  effec- 
tue de  très-petites  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la 
Verticale  Oz.  En  premier  lieu  on  ne  diminuera  pas  la 
généralité  du  problème  en  supposant  nulle  la  vitesse  du 
ïHobile  au  point  A  5  car  si  elle  n'était  pas  nulle  en  ce 
point,  il  suffirait  d'augmenter  l'angle  a  d'une  certaine 
quantité  pour  avoir  le  point  où  cette  vitesse  est  nulle,  et 
c'est  ce  point  que  l'on  prendrait  pour  le  point  A.  Si  donc 
on  fait  /i  =  o,  là  formule  (i)  se  réduira  à 


(a)  ..=  _y/^ 


dQ 


y/a  cosô  —  2  cos  a 


Remplaçons  maintenant  cos  9  et  cos  a.  par  leurs  dévelop- 
pements en  séries,  et  comme  les  angles  a  et  6  sont  très- 
petits,  négligeons  les  puissances  de  ces  quantités  à  partir 
delà  quatrième.  Il  vient  alors 


d'où 
et 


0»  (X? 

cos  0  =  1 >        cos  a  =  I ? 

2  2 


2  cos  0  —  2  cos  a  =  a'  —  0^ 


d  — —  V^—^i— 


.'f 
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d'où,  en  intégrant, 

(3J  /  =  i/-arccos  — 

V  ^  « 

Nous  n^ajoatons  pas  de  constante,  parce  qu^on  doit  avoîi 
0  =  a  pour  ^  =  o. 

La  formule  (3)  donne 

(4)  ®  =  ««>*(^\/f)' 

eEjpcMOn  de  Tare  décrit  pendant  le  temps  t. 

283.  Pour  avoir  la  dnrée  T  de  la  première  oscillation 
(et  l'on  sait  déjà  que  les  oscillations  sont  isochrones, 
quelle  que  soit  leur  amplitude),  il  faut  faire  dans  Téqua- 
tion  (3)0  =  —  a,  d'où  il  résulte 


=v/| 


arccos( —  i). 


Lorsque  nous  avons  supposé  que  l'équation  (3)  donnai 
simultanément  ^=o,  6  =  a,  nous  avons  admis  tacite- 
ment que  nous  choisissions  o  pour  Tare  dont  le  cosinus 
est  Funité.  Or,  pendant  la  première  oscillation,  quanc 
l'angle  0  varie  d'une  manière  continue  de  d=a  à  6  =  — a 
le  temps  t  croit  d'une  manière  continue,  ce  qui  exig* 

que  arccos  -  croisse  aussi  d'une  manière  continue;  mai 

au  départ  cet  arc  est  o  :  donc,  à  la  un  de  l'oscillation 
on  ne  peut  le  prendre  égal  à  3  tt,  à  5  tt,  . . . ,  arcs  qui  odb 
tous  —  I  pour  cosinus ,  mais  à  tt.  On  a  par  consëquei^ 


(5)  T=.y'i 


Ce  résultat  fait  voir  que  le  temps  de  roscillation  ne  dé- 
pend pas  de  a,  et  par  conséquent  que  la  durée  d'un« 
oscillation  est  indépendante  de  son  amplitude ,  pourvu. 
que  celle-ci  soit  très-petite. 
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Le  temps  d'ùiie  demi-oscillation  se  trouve  en  faisant 


0  =  0  dans  la  formule  (3),  on  obtî 
résultat  facile  à  prévoir. 


îenl  -  i/- 
2  V  ^ 


ou  -T, 

2 


B 


284.  Les  résultats  précédents  s'étendent  aux  oscilla- 
lions  d'un  point  pesant,  écarté  très-peu  de  la  verticale  et 
p.      Q  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 

courbe  dont  le  plan  08cul|\(c;ur 
au  point  le  plus  bas  B  cilVillJ^r 
tical.  Eu  effet,  le  cercle  ^ûi|«tt- 
lateur  au  point  B  se  confondant  avec  la  courbe,  dans 
ïïne  étendue  très -petite,  le  mouvement  aura  lieu,  de  part 
et  d'autre  du  point  B,  comme  sur  le  cercle  osculateur  de 
la  couii)e  en  ce  point.  Dès  lors  la  durée  commune  de 

chaque  oscillation  sera  ^^  i/->  p  étant  le  rayon  du  cercle 

^ulateur  au  point  B. 

i 

285.  Si  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  B  le 

P'qs  bas  faisait  un  angle  i  avec  le  plan  horizontal  ZV, 

Fig.  97.  il  faudrait  décomposer  le  poids 

P  en  deux  forces,  l'une  nor- 
male au  plan  ZU  et  qui  serait 
détruite  par  la  résistance  de  ce 
plan ,  l'autre  Q  =  ^  sin  / ,  si- 
tuée dans  ce  plan  et  qui  seule 
ferait  mouvoir  le  mobile,  force 
i  ailleurs  constante  en  grandeur  et  en  direction.  On  aura 
Jonc  le  temps  d'une  oscillation  en  substituant,  dans  la 

'ornmie  T  =  tt  i/-»  p  à  a  et  g:  sin  i  à  g^  ce  qui  donne 

V  g  sm  / 
"^^6.   Il   est  difficile  dans   la  pratique  d'apprécier   la 
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durée  exacte  d'une  seule  oscillation  ^  alors  on  compte 
nombre  n  des  oscillations  pendant  un  temps  t,  et  To 

T=-=7ri/-. 

On  en  tire 


n^  tt'  a 


g  = 


t2 


C*est  .par  cette  formule  que  l'on  trouve  l'intensité  de 
pesanteur  en  différents  lieux  de  la  terre. 

'S&'J.  Là  formule  (4) 

"  =  «  *=°*  (  V«  )  ' 


devient,  à  cause  de  T  =  tti  / 


f 

9  =■  a  ços  TT  -  » 


d'où 


-7-  =  —  ;^  sm  ir  -• 
dt  T  T 


On  conclut  de  là  ; 

d^  / 

I®.  Que  0  et  —  restent  les  mêmes  lorsqu'on  augmei 

f  de  2T,  c'est-à-dire  que  la  position  du  mobile  et  sa  vite 
redeviennent  les  mêmes  après  la  durée  d'une  doul 
oscillation  ; 

d^ 

2P.  Que  si  l'on  augmente  t  de  T,  6  et  —  changent 

signe  en  conservant  leur  valeur  absolue.   Ainsi,  à  c 
intervalles  de  temps  qui  différent  d'une  oscillation, 
pendule  fait  des  angles  égaux  avec  OB,  mais  de  cô 
différents,  et  ses  vitesses,  dans  ces  positions,  sont  éga 
et  de  signes  contraires. 
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SUITE    DE    LA    THÉORIE    OU    PENDULE    SIMPLE. 


Autre  méthode.  —  Développement  en  série  de  la  durée  d'une  oscillatiQiï. 
-  Peodule  cycloldal.  — '  Tautochrone  dans  le  vide.  —  Pendule  sisiple 
dans  un  milieu  résistant. 


. 


AUTRE    MÉTHODE. 

t.  Nous  allons  donner  la  théorie  du  pendule  par  une 
tnéthode  qui  pourra  s^appliquer  au  cas  où  cet  appareil 
Fig.  99.  est  sollicité  par  une  force  quel- 

conque ou  lorsqu'il  éprouve  la 
résistance  d*un  milieu. 

Les  mêmes  notations  (280) 
étant  conservées^  soit  m  la  masse 
dtf  point  mobile.  L'action  de  la 
pesanteur  peut  se  décomposer 
^  deux  autres  :  une  force  normale  détruite  par  la  résis- 
^'ncedu  point  fixe.  C«tte  dernière,  représentée  en  géné- 


ral 


(«) 


di^ 


par  m  — -j  a  pour  valeur  m  g  sinÔ.  On  a  donc 


di 


'       Posons  AM  =  5 ,  on  aura 


odB 
dt 


i\ 


où 


dP_ 
di 


d^B 


l. 


14 
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J^équation  du  mouvement  sera  donc 

ad'B  .    ^ 

ou  encore 

Multiplions  par  2^9  et  intégrons,  il  vient 

f  ^V—  a  ^  cos  0  4-  C  ==  o  : 
mais  on  doit  avoir  eu  même  temps 


donc 


-  =  o,      ô  =  a; 


C  =  2  -  cos  a  ; 

0 


donc 

(3) 


"■'^Vl 


dB 


^H  cos  0  —  2  cos  a 


équation  déjà  obtenue,  et  dans  laquelle  on  doit  prendre 
le  signe  —  ou  le  signe  -f- ,  selon  que  le  mobile  se  meut 
dans  \e  sens  ÂBA'  ou  dans  le  sens  opposé. 

Pour  obtenir  la  durée  d'une  oscillation,  nous  change- 
rons de  variable.  Soient 

x=z\  —  cosô,     ^=1  —  cos«; 
on  en  déduit 

r/Q  =  — ==î      2cosO  —  2  cos  a  =  2  (^ — ap)  ^ 
y  2x  —  uc^ 

et  par  conséquent,  eu  prenant  le  signe  —  dans  la  for- 
mule (3), 


(4) 


I       /a  dt 
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mais  le  temps  T  d'une  oscillation  étant  le  double  du  temps 
que  le  mobile  emploie  à  parvenir  au  point  le  plus  bas,  on 
aura,  puisque  \e&  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux 
positions  A  et  6  sont  i  et  o, 


dx 


sJbx-^a^Kf  \ 


ou 

(5) 


=v1X 


dx 


sjbx-^x*  i/  1 


BÉVELOPPEMEIIT    EN    SÉRIE. 


289.  L^intégrale  précédente  ne  pouvant  pas  s^exprimer 
sous  forme  finie  à  Taide  de  fonctions  algébriques,  circu- 
laires ou  exponentielles,  noiis  allons  la  déveloj^r  eiï 
série.  Oh  a  d'abord* 


(-1)  ■= 


IX       1 . 3  x' 
H 


2  a       2.4  4 


1.3.5  j?^       1.3.5.9   ** 


•  <  • 


sérié  convergente,  puisque  cç  représentant  i  —  cosd  est 
moindre  que  2. 
Par  conséquent,  on  aura 

dx  dx  I         xdx 

H — 


I  •  S         x'  dlr 

H 7  •  — — ===== -4- • .  . . 

2.4  4y/^^«r^ 

En  posant 


=x 


v^rx  — 


x-* 


.4. 
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on  pourra  écrire 

T=4/-  (A.-4--- 1 7' -7- H r^*-s-  +  -»-  )■ 

V  ^  \        22      2.4  4      2.4*6  8  / 

290.  On  sait,  par  la  théorie  des  intégrales  binôm< 
que  toutes  les  intégrales  définies  Ai,  At, . . . ,  se  ramène 
à  Ao*   Cette  réduction  peut  se  faire  directement  de 
manière  suivante.  On  a 

2  )fbx  —  jcr 
(2 n  —  l)  bx'^^  dx  —  2  nx^ dx 

2  sjbx  —  X* 
donc 

.    n /  \  1     af*~^  dx  x^dx 

£/..2dt^""'  ^bx  —  J!r"=  (2/ï  —  1)  6  — ==r  —  2/r- 


vf  ^o?  —  x^  ^ôx  — 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  b^ 

O  ==  (2/1  1)  ^  A;^_, 2/7A„, 

donc 

^^  (2/8  —  \)b 


A»- — :: — -^ 

2/1- 


On  aura  de  même- 


^         _(2/l-3)&,  .  _(2/»~5)^, 

^'^'  ^     2(/l-.l)     ^"-''  ""'  ""     2(«^2)    ^"--^  '  •  • 


et  par  suite 

T 


2.4*^*  .  .  2/1 

JC^        dx 
\     ■  Or 

0     V  ^^  —  -c' 


) 
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/; 


donc  on  aura 

dx 


dx                          A  —  2  ar 
:  =r  arc  COS r- — 


5 


X 


TT. 


s)hx  —  X^ 

Par  conséquent 

1  1.3  1.3.5 

AiSrir,      A|t=:-Ô7r,      A,  = T^'^fj  Am  =  — v-^^*Tr,.    •> 

2  2.4  2.4.0 

fii  par  suite 


T  = 


■• 


,,Ar-^(5)'î-^(3i)'(î)"i 


L- 


^elle  est  la  formule  qui  donne  la  durée  d^une  oscillatioii 
pour  une  amplitude  quelconque. 

291 .  Quand  Tamplitude  est  très-petite,  A  =  l  —  cos  â 
peut  être  négligé,  et  Ton  retrouve  la  formule  approçM^ 


T=iïr 


S 


a> 


••?> 


Si,  remplaçant  h  par  i  —  cos  a  ou  ^ — fc — ^ — ^--7 

2  I   •  2  •  O  '  CK 

^  négligeait  dans  Texpression  les  puissances  de  a  supé- 
\    'ieures  à  la  seconde,  on  trouverait 


^='V/i(-^) 


^insi  la  durée  de  roscillaiion  dépend  de  Tamplitude  et 
augmente  avec  cette  quantité. 


PENDULE    CYCLOÏDAL. 


-^92,  Considérons  le  mouvement  4'un  point  pesant  sur 
^^  cycloïdé  CBC  renversée,  située  dans  un  plan  verlî- 
^*1  et  dont  Taxe  BD  est  vertical. 


'B 


y  ^ 

H         4                          / 

P                               / 

M\- 

y 

B 
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Prenons  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  Ba?  et  la  lan 
gente  B/  au  sommet  B.  Soit  A  le  point  de  départ  du  mobîL 

Fig.  100.  où    nous    suppose 

K  rons  sa  vitesse  nulle 

et  soit  M  (a:,  y)  s; 
position  à  UDC  épo 
que  quelconque  t 
c  Soit  a  le  diamètr 
BD  du  cercle  gêné 
ratéur.  Les  compo 
santés  de  la  fore 
accélératrice  étant 

X  =  — ^,     Y  =  o,     Z  =  o, 
l'équation  générale  du  mouvement  est 

(t)  rf,p»=±:  — 2^^4?, 

d'o^ 

p'  =  C 2  gX. 

Si  BH  =  A,  on  doit  avoir  (^  ==  u  pour  x=A,  d'oi 
o  =  C  —  2  gfc  ".  donc 

(2)  (;»  =  2^(/*— a^). 

Soit  maintenant  BM  =  5,  on  a  5'  =  4^^  =^  2  vx  en  ap 
pelant  d  le  rayon  de  cotfrbure  BK  ==  2  BD  de  )a  cycloïd 
au  point  B.  Il  en  résyjlte  ' 

s  =  ^  2.bx 


et 


^=\/2^  • 


dx 


^ 


ds 


fie 

Comme  dans  la  première  oscillation  v^  =  —  -7-  ?  on    ^ 
déduit,  à  cause  de  u  =  s/ 7. g  [h  —  or), 

(3)      ...  'U^--,\J^ 


4 
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lutëgrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
que  Ton  ait  à  la  fois  t  =  o  ei  x  :=  h^  i\  vient 


«'      -wî 


arc  cas 


293.  Le  temps  que  le  mobile  emploie  à  descendre  de 
I     A  en  B  s'obtient  en  faisant  x  =  o  dans  cette  formule. 
En  appelant  T  la  duré»  d'une  oscillation,  on  aura 


2  2  V    g' 


arc  cos(—  i\y 
d'où  ^ 

(5)  '^  =  Vr 

On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  faisant  x=zh  dans 
la  formule  (4)  et  en  prenant  2  tt  pour  arc  cos  (i). 

Ainsi,  dans  la  cycloïde,  la  durée  des  oscillations  est 
rigoureusement  indépendante  de  leur  amplitude,  et  difïé* 
rents  mobiles,  partis  au  même  instant,  sans  vitesse  ini- 
^ale,  de  divers  points  de  cette  courbe,  atteindraient  au 
même  instant  le  point  le  plus  bas.  Le  temps  d'uoe  oscil* 

'ation  est  ^  i/-"^  c'est  la  durée  des  oscillations  très-pe- 
tites du  pendule  simple  dont  la  longueur  est  b,  rayon  de 
courbure  de  la  cycloïde  au  point  B,  ce  qui  s'accorde  avec 
^  qu'on  a  dit  des  petites  oscillations  d'un  pqint  pesant 
*Ur  une  courbe  quelconque. 

294.  On  pourrait  imaginer  un  pendule  dans  lequel 
l^s  oscillations  s'effectueraient  toujours  dans  le  même 
'^emps,  malgré  l'inégalité  de  leurs  amplitudes.  Construis 
sons  la  développée  de  la  cycloïde,  composée  des  deux 
^^oiiiés  KC  et  KC  d'une  cycloïde  égale  à  la  première.  Sup- 
posons qu'un  pûiut  pesant  soit  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil 
"épar  son  autre  extrémité  au  point  K.  Si  le  mobile,  dans 
^ï^ede  ses  portions,  se  trouve  sur  la  cycloïde  CBC',  comme 
*^  fil,  abandonné  à  lui-même,  restera  toujours  tangent  à 
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CKC,  son  extrémité  M  décrira  la  cycloïde  CBC  ïout< 
les  oscillations  devront  s^efiectuer  dans  un  même  temj 

égal  à  îf  \/-5  mais  ce  moyen,  proposé  par  Huyghens, 

été  abandonné,  parce  qu'il  n'offre  aucune  précision  dar 
la  pratique. 

TAUTOCHRONÈ. 

S95.  On  appelle  tautochrone  toute  ligne  courbe  si: 

laquelle  un  point  pesant  abaodonué  sans  vitesse  initial 

pj     ,Q,  d'un  point  quelconque  de  cet) 

courbe  parvient  dans  le  mêm 
g  temps  au  point  le  plus  bas.  L 

cycloïde  est  donc  une  cpurb 
tautochrone  (293).  Nous  allons  faire  voir  que  c'est  ] 
jseule  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Si  l'on  appelle  t'  le  temps  nécessaire  pour  décrire  Al 
on  a 


et  îl  s'agit  de  déterminer  s  en  fonction  de  a:,  de  manife 

que  la  valeur  de  t'  ^Tg  soit  indépendante  de  h. 

Supposons  s  développée  en  série  suivant  les  piiissancr 
ascendantes  de  a:  : 

(2)  5  =  Aa;«-t-Bx^+Ca:y  + 

Comme  s  et  x  ont  leur  origine  au  point  B,  et  qu'on 

^  =  o  pour  X  =  p,  il  faut  que  tous  les  exposants  soie:: 

positifs  et  qu'aucun  ne  soit  o.  Le  plus  petit  a  doit  et- 

djc  fis 

moindre  que  l'unité  ;  car  en  B  on  a  —  =  o  ou  ^  =  00 

Substituant  la  valeur  de  s  dans  (i),  on  aura 

/'V^  =  Aa   I  fU  -h  Bg   I  *    dx -{-...  y 

Jo     \  Il  ~-  X  Jo     s  h  —  X 
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et,  en  faisant  x=:huy 

(3)  :      '      .  ,      -^O  VI 

/••  u^—^  du   , 

B6A6-Ï   I        ,\ -^ 

Jo     Vi--« 

Cette  quaBliié  doit  être  indépendante  de  A  ;  il  faut  donc 

que  le  plus  petit  exposant  de  A  ou  a soit  nul,  puis^ 

r  C[ue  s'il  était  positif  on  aurait  T  =  o  pour  A  =  o^  et  s'il 
était  négatif  on  aurait  T  =  oo  pour  la  même  hypothèse. 
Les  autres  termes  doivent  disparaître  5  donc 

«  =  — »     B  =  o,     C=ro,..., 

2  • 

et  par  suite 

•  j. 

l'a    r       du  , 

V  î*  Jo    v"  —  "       ^ 


OU 


L'équation  5  =  A  ^x  appartient  à  une  cycloïde.  Donc 
*^  cycloïde  est  la  seule  courbe  lautochrone  dans  le  vide. 

296.  Autrement,  si  dans  l'équation  (i) 


^^  pose 


•'<^=X';/ê 


/'V2S'  =  9,.      5r=(p(.f),,      /!=   - 


-  9 
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on  àUra 


9 


Cette   expression  devra  être  indépendante  de   h, 
sons  X  =  Ali,  il  en  résulte 


/*'  if'{/iu).hda  _  Ç'  ff'(hu)(huy-''du 


ou  bien 


en  posant 


Donc 


y'(x)x'-«  =  <|»(x). 


''^         r'  1'//    ^     ""'^'^ 


Or  —  doit  être  nul.  Il  faut  donc  que  ip'  (hu)  ou  ^J/'(j:)  = 

car  autren^ent  on  pourrait  prendre  h  assez  petit  pour 
de  ^'=  o  à  x  =  A,  ^  [x)  fût  toujours  de  même  sîgn 
alors  Tinlégrale,  ayant  tous  ses  éléments  de  même  si 
ne  serait  pas  nulle.  On  a  donc 

ij/'(ar)  =  o     ou     >|/(x)  =  C, 


d'où 


X' 


Donc 


ff  [x):=sz=  7.C  sjx 


ou 


équation  d'une  cycloidc. 
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PENDULE   DANS    UN    MILIEU    RÉSISTANT. 

297.  En  désignant  par  R  la  résistance  du- milieu,  re- 
lation du  mouvement  sera 

(i)  ^  =  g.sinÔ  — R. 

Comme  il  s'agit  de  petites  vitesses,  nous  supposerons  la 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  et  nous  poserons 

k        A  dt 
On  a  £  =  a  (a  —  6)  :  donc 


H—       *"''* 
X    dt 


En  remplaçant  dans  Péquation  (i)   ^  par  — ^"^T' 

sin  6  par  0  et  ïl  par  la  valeur  précédente,  on  aura  à  inté- 
grer l'équation  du  second  ordre 

W  £-V€^V«9=o. 

dt^        A'  dt-        a 

('Kt  a  une  solution  particulière  de  cette  équation  en  pre- 
nant 

''  étant  une  racine  de  Féquaûon 

(3)  r'-f-f  r-h-Ô  =  o. 

A  a 

On  a  donc 


^^5  en  posant  7  —  \/ ' ""  |p  ' 


r  =  — ^znv  v/-  V— 1. 


Â±'\/^^^ 


aao  ooufts  de  MÉcAniQinB. 

La  solution  générale  de  Téquation  (2)  sera  donc 

On  déterminera  eeld  par  les  conditions  d=  a,  ---  = 
pour  ^  =  o,  d  ou  c  =  œ,  c  =  — ^  et 

•  =  "W'r/f)-^-('rv1)]'"^. 

A  la  fin  de  chaque  oscillation,  —  =  o,  ce  qui  donne 

et 

Les  oscillations  sont  isochrones  comme  dans  le  vide, 
leur  durée  est  augmentée  dans  le  rapport  de  i  à  y.  F 
santt  =  /ïT,  on  a  Tamplitude  de  la  n'^""'  oscillation 

donc  les  amplitudes  successives  forment  une  progressi 

géométrique  décroissante  don  t  la  raison  est  |0  =  e      ^  '/  * 

298.  Lorsque  le  mouvement  a  lieu  sur  une  cycloïc 
toutes  les  oscillations  se  font  rigoureusement  dans  le  mêi 
temps,  en  sorte  que  cette  courbe  est  encore  isochro 
dans  un   milieu   qui   résiste   proportionnellement  à 
vitesse. 
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En  eflet  réquation  du  mouvement 


aai 


dv 


dx 


g'' 


dt"^  ds        A 


1   .  1  iis       dx  s 

devient,  en  remplaçant  u  par  —  "T  ^^  "T"  V^^  *' 

d^s      g  €ls      g 
d^^kdt^a 

Cette  équation,  analogue  à  Téquation  (2)  obtenue  ap- 
proximativement au  n®  297,  donnera  pour  T  une  valeur 

indépendante  de  5. 


h* 


aaa 
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VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

DES  FOBCES  CE!ITRALES  ET  DU   MOUVEMENT  DES  PLANÈTES. 

Forces  centrales.  —  Principe  des  aires.  —  Ei pression  de  la  Titesse 
coordonnées  polaires.  —  Expression  de  la  force  accélératrice  et  de  s 
oomposantcsB.  —  Lois  de  Kepler.  ~  Conséquences  de  ces  lois. 


Fig.  103. 


FORCES    CEHTRÂLEé.   PRINCIPE    DES    AIRES. 

299.  Soit  M  un  point  mobile  sollicité  à  chaque  instan 

par  une  force  dont  la  direc 
lion  passe  constamment  pai 
un  même  point  O.  Les  com 
posantes  de  la  force  accélé 
ratrîce,  par  rapport  à  troii 
axes  rectangulaires  mené 
par  le  point  O,  seront  pro 
portionnelles  aux  coordon- 
nées du  point  M.  On  aun 
donc 

d^^      d'y      d^z 
d^        "dF       'dÔ 


OU  bien 


(0 


X 

y 

T.d^ 

r  —  yd^x 

dt^ 

zd^ 

X  —  xd^z 

dt^ 

jrd 

'z  —  zd'^y 

dt' 


=  O 


=  O 


équations  dont  chacune  est  une  conséquence  des  d^ 
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autres.  En  les  intégrant  et  désignant  par  c,  c/,  d'  trois 
constantes  arbitraires,  on  aura 

ixdy  — ydx  =  cdt^ 
zdx  —  xdz=z  c' dty 
yd%  —  zdy  =z  c"  dt. 

Les  constantes  c,  c',  (/'  se  détermineront  quand  on  con- 
naitra  la  position  initiale  et  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
en  grandeur  et  en  direction,  c'est-à-dire  les  valeurs  ini- 

.  1      ,  dx    dy    dz 

..alesdea:,j,z,^,^,5-. 

'      300.  Si  Ton  ajoute  les  équations  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  par  z,  j^,  x,  on  a 

(3)  0=rC2-Hc>-+-c"x, 

t 

équation  d'un  plan  passant  par  Torigine  des  coordonnées. 
Ainsi  la  trajectoire  est  une  courbe  plane.  En  effet,  on  voit 
bien  à  priori  que  le  point  mobile  ne  doit  pas  sortir  du 
I  plan  mené  par  le  rayon  vecteur  initial  et  par  la  direction 
^  la  vitesse  initiale. 

Interprétons  maintenant  les  équations  (2).  Soit  OP  =  r 
la  projection  du  rayon  vecteur  OM  sur  le  plan  des  x^,  ei 
soitPOx  =  0,  on  aura 

tangos  ~i 
.r 

^'où,  en  dillérentiant  par  rapport  à  t^ 

dB         xdy — ydx       xdy  —  ydx 
cos*  6  X*  r*  cos'  6 

^'où  Ton  tire 

r^d^  r=  xdy  — ydx, 

y*^is  si  l'on  appelle  X  l'aire  BOP  parcourue  par  la  pro- 
jection du  rayon  vecteur,  pendant  le  temps  f,  on  a 

£/X=    -  T^d^\ 

2 
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donc 

rfX  =  -  [xdy  —  ydx)      ou      d\  =:  —  c//f, 
d'où  Ton  lîre 

(4)  ''  =  V'- 

n  n*y  a  pas  de  constante  à  ajouter  :  car  X  étant  la  projec- 
tion de  Taire  pendant  le  temps  £,  on  doit  avoir  ^  =  o 
pour  f  =  o. 

On  conclut  de  là  que  le  secteur  engendré  par  le  mou' 
vement  de  la  projecfion  du  rayon  vecteur  sur  un  plan 
quelconque  est  proportionnel  au  temps.  La  constante  c 
est  le  double  du  secteur  parcouru,  pendant  Tunité  de 
temps,  par  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des 
3cy.  On  aura  des  résultats  analogues  pour  les  deux  autres 
axes.  On  aura  donc 

(5)  >  =  ic/,     V  =  ic'/,     r=zlc^t. 

^     ^  2  2  2 

Si  l'on  projette  le  rayon  vecteur  sur  le  plan  même  de  It 
courbe,  on  en  conclut  que  Taire  engendrée  par  le  rayon 
vecteur  lui-même  est  proportionnelle  au  temps. 

301 .  Réciproquement,  si  la  trajectoire  d'un  point  mo- 
bile est  plane  et  telle,  que  les  aires  engendrées  par  le  rayon 
vecteur,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  soient  pro- 
portionnelles aux  temps,  la  force  motrice  passera  con- 
stamment par  r origine  des  coordonnées.  En  effet,  dan 
cette  hypothèse,  le  secteur  OAM  est  proportionnel  a^ 
temps  ^  par  suite  il  en  est  de  même  de  sa  projection  X,  sU 
le  plan  des  xy.  Donc,  en  appelant  c  le  double  de  Fai». 
parcourue  par  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  pi* 

des  {x^y)  pendant  Tunité  de  temps,  on  a  X  =  -  e/.  Oi^ 

rf>  =  -  r'dB  =  i  (xdr  ^Ydx)y 

2  2 


one 
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xdy  — yclx  =  cdt. 


^25 


ifleremiant  cette  équation  par  rapport  à  t^  considérée 
)mme  variable  indépendante,  ou  en  déduit 


H*' 


a.Gfe;iûiiâàie 


drx 

'dF 

X 

d£_ 

X 


d'y 
dt" 


d}z 

2 


conclut  de  là  cjue  les  -composantes  de  la  force  motrice 


railèles  aux  axes,  savoir  :  m  -r-  > 

dt^ 


dW  d^z 

m  -7-  et  m  -7-  7  en 
di*  dfi 


)elant  m  la  masse  du  point  mobile,  sont  proportion- 
les  aux  coordonnées  de  son  point  d^aj^lication.  Par 
séquent,  le  parai lélipipède  dont  les  coordonnées  x, 
;  sont  les  trois  côtés  contigus  est  semblable  à  celui 
a  pour  côtés  les  composantes  de  la  force  motrice,  d'où 
ait  que  la  diagonale  du  second,  suivant  laquelle  est 
gée  la  force  motrice,  coïncide  en  direction  avec  la  dîa- 
ale  du  premier,  qui  aboutit  en  O,  Donc  la  force 
triée  passera  constamment  par  ce  dernier  point. 

F&BSSTOIf   DE   LA    VITESSE   £N    COORDONSÉES   POLAIRES. 

•02.   Prenons    pour    pôle    le    point   O,   par  lequel 

passe  constamment  la  direc- 
tion de  la  force  motrice,  et  pour 
axe  polaire,  une  droite  quel- 
conque Ox,  située  dans  le  plan 
de  la  courbe.  Soient  OM  =  r  et 
MO  j:  =  0.  En  appelant  ds  la  dif- 
férentielle de  l'arc  de  la  trajec- 

ds^ 

*^  terminé  au  point  M,  on  sait  que  i^*=  —  ;  or,  quelle 

I.  i5 
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que  soit  la  variable  iiidé|itfn(lante.   ds*  •=^  df^ -\- i^ d^ 
donc 

(\\  j^=:  . 

di* 

303.  On  a  souvent  besoin  de  connaître  les  composan 
de  la  vitesse  an  point  M,  suivant  OM  et  suivant  nnep 
pendiculaire  à  OM.  Or,  si  d  est  l'angle  OMT  fiMIpé  { 
OM  avec  la  tangente  MT  à  la  trajectoire,  v  cos  ^  et  f^  sii 
sont  les  deux  composantes.  On  a 

^       dr         .     -        rd^ 
cos  ^  =r  -—  >     sin  0  =  —r  • 
ils  as 

d*aillenrs 


ds 


Donc 


304,  G>nsidérons  la  force  accélératrice  R  qui  agit  sa 
vant  MO*  Supposons-la  attractive  \  si  elle  était  répulsive 
il  suffirait  de  changer  R  en  —  R,  dans  ce  qui  va  suixr< 

Alors  R  -  et  R  -  seront  les  composantes  de  R  parallèl 

aux  deux  axes  rectangulaires  Oj:  et  O^  et,  comme  ell< 
agissent  dans  le  sens  des  x  et  des  ^négatifs,  on  aura 

(3)  ^  =  -Rf,     ?  =  -R^- 

^    '  dt^  r         dt^  r 

En  ajoutant  ces  deux  équations  respec^tivement  mul 
pliées  par^  et  par  x,  on  a,  comme  plus  haut, 

x(Py  —  yd^x 

ir, =o. 

dV 

Ou  en  déduit 

xdy  —  ydx  z=  cdty 
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«tcommcx^/^--— yd!r  =  r*rf0  (300),  îl  vi^i 

(I)  t'ciû  =  cclt. 

Si  Voii  multiplie  respectivement  par  ^eixel  adyioi 
deux  équations  (  3  )  et  qu'on  les  ajoute  membre  à  membre, 

ilviepi 

•  dt^  r 

Or  . 

ds^  dx^-hdr^ 

d'où  résulte 

Donc 

(5)  d.p^  =  —2Kdr. 

308.  On  peutc4>teiiir  une  expression  de  la  vitesse,  qui 
^e  contienne  ni  t,  ni  ses  différentielles.  On  a 


P» 


de' 


• 


D  ailleurs  réqualion  (4)  donne  di^  :^  — ^«  Substituant 
cette  valeur  dans  Téquation  précédente,  il  vient 

r    f-Yi 


**•*  enfin 


(6) 


^^c,  si  on  cotinait  la  nature  de  la  trajectoire,  on  pourra, 

i5. 
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au  moyen  de  cette  formule,  calculer  la  vitesse 
point  quelconque. 

306.  Quant  aux  composantes  de  la  vitesse  suivi 
et  suivant  une  perpendiculaire  k  cette  droite,  il  es 
d'en  avoir  des  expressions  indépendantes  du  tem 

effet,  si  dans  les  équations  (2)  on  remplace v/f  nà 

on  a  •  .  "'i..^ 

cdr  .    _       crdB 

c;fos^= -—TT»     «'5intf  =  --— -, 
r^dB  r^dB 

OU 

r  t  c 

(7)    .  «'COS«î= rr-9       P5in^=-- 

^''  dB  r 

On  tire  de  la  dernière 

(8)  »>  =  -» 

p  étant  la  longueur  de  la  perpendiculaire  OT  =  i 
abaissée  du  point  O  sur  la  tangente  MT,  d'où  l'oi 
dut  que  la  vitesse  en  un  point  de  la  courbe  est  en 
inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  d^  point  O 
tangente  à  la  trajectoire^  au  point  considéré. 

EXPRESSION    DE    LÀ    FORCE    ACCÉLÉRATRICE    EN    FONi 
DES    COORDONNÉES    DU    POINT   MOBILE. 

307.  Reprenons  Téquation  (305) 

Différentions  l'équation  (6)  du  n°  305  et,  coi 
n'entre  plus  dans  cette  équation,  prenons  d  au  lie 
pour  variable  indépendante,  nous  aurons 

I         'Xdr        idr       \r]   1 
•     J'i    ■4,*;...^:  .  .^        r^  r»      dB^      \ 


w 
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Portant  cette  expression   de  d.i^*  dans  Téquation  (5) 
d,i^=2  —  2R(/r,  il  en  résulte 


.K=.r:.iii. 


Ainsi^  quand  on  connaîtra  la  trajectoire,  on  aura  la  force 
motrice  en  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Réci- 
proquement, quand  on  connaîtra  la  loi  suivant  laquelle 
'  varie  la  force  R,  Téquation  (2)  pourra  servir  à  détermi- 
ner la  trajectoire» 

LOIS    DE    KEPLER.. 

308.  Les  lois  du  mouvement  des  planètes  ont  été  dé- 
duites de  l'observation  par  Kepler.  Elles  sont  au  nombre 
de  trois. 

1°.  Les  trajectoires  de  toutes  les  planètes  sont  des 
Claies,  planes^  et  pour  chacune  d*elles  Faire  engendrée 
par  le  rayon  vecteur  parti  du  soleil  et  aboutissant  à  la 
planète  est  proportionnelle  au  temps, 

2°.  Ces  courbes  sont  des  ellipses  dont  l'un  des  foyers 
^st  au  soleil» 

3®.  Les  carrés  des  temps  employés  par  les  différentes 
Planètes  pour  accomplir  une  de  leurs  réi^olutions  sont 
entre  eux  comme  les  cubes  des-  grands  axes  de  ces 
^^ipses. 

Ces  lois  se  rapportent  au  centre  de  gravité  de  chaque 
P'aiiète,  ainsi. qu'à  celui  du  soleil. 

COBfSÉQUENCES   DES    LOIS    DE    KEPLER. 

309.  n  résulte  de  la  première  loi  que  la  force  motrice 
9[ti  sollicite  une. planète  est  constamment  dirigée  vers 
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le  centre  du  soleif,  let  (ComiQe  la  trajecU>ire  elltpjUqu 
toarnç  toqjours  sa  concavité  vers  le  soleil,  il  fi^ut  ^i  coii 
dure  que  cette  force  est  attractive ,  puisqu'elle  éloigiie 
chaque  instant  la  planètf?  delà  tangente  à  son  orbite  ei 
tendant  à  la  rapprocher  du  soleil. 

31 Q.  Au  nioyen  de  la  seconde  loi,  nous  allonsi;ri|pBrin] 

ner  la  loi  suivant  laquelle  varie  l'intensité  ^^  4flÙIM|y'c 

avec  les  diverses  positions  de  la  planète  sur  âm|;;4SpDit« 

Soit  O  la  position  du  soleil  dont  le  centre  de  gravi 

est  un  foyer  de  l'ellipse.  Soie- 
OJ  Taxfe  poljiire,  AA'=  2  a 
grand  axe  de  cette  ellipse,  Ta:! 
gle  AOI  =  «.  Soient  OM  = 
MOI  =  6  les  coordonnées  p< 
laires  de  la  position  actuelle  c 
la  planète.  • 

L'éqi^atiqn  polaire  de  Tellipse  est 


(') 


I  +  ecps  (0  —  w) 


eu  appelant  e  rexcen|,ricité  ou  le  rapport  de  lu  distance 
focale  ai^  g^an4  axe  ;  qn  déduit  de  là 


\   I  -f-^CQS(9  — «)) 


r)         —  e  SI 


sin  (0  —  v) 


r 


'     a(i  — e')  r/Ô  «(1— -<?*) 

P^r  conséquent,  en  substituant  dans  ^a  formule  (305) 


V^  =zcA     - 


on  a 


ri-4-accQs(9  — <^)+en 
Reinplaçaul  dî^iis  le  numér^^teur  i  p^^r  1  —  i,  puis 

2  -4-  2^COS  (ô  --  w):;=  2  [1  4-  <C0S(9  —  w)] 
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par  sa  valeur  — - — '■ -y  tirée  de  réquation  Je  la  courba, 

il  vient,  en  divisant  haut  et  b^ s  par  i  —  ^*y. 

a'(l-e^)\r       .     ) 
En^^mgil^îant,  on  en  déduit 


d.v^z^  — 


"•  ~~"  -• 


Or  on  a  obtenu  Téquation 
d'où  résulte- 

-   .  "2.0^        dr 

a  (i  — e^)  r' 


4 


et 


R  = 


c'*  Ij 


a  (i  —  t^)  r^ 


ou 

(3)  R=^,, 

^  posant 

'    "  —         ^' 

Ainsi  /a  force  R  ejf  en  raison  im^erse  du  carré  de  la 
^kinte  du  centre  de  granité  de  la  planète  à  celui  du 
*?feâ[.  Le  calcul  donne  R  >  o,  ce  qui  montre  bien  que  la 
force  motrice  est  attractire,  comme  on  l'avait  déjà  vu. 

311,  On  peut  encore  trouver  la  valeur  de  R  de  la  ma- 
Were  suivante.  On  a 

I  I  -:\-ecos(0^ — «>) 

r  a(i  —  e^) 

^'où  résulte 

\  /'/  —  6'COS  (0  —  w) 
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Par  conséquent^  à  cause  de  l'éq  ^ation  (2)^   n^  307,  on 
c"  fi -f-^cos(0— !-»)       ccosfO  —  6>)~| 

ou,  simplenienc 

R=— î— -=^. 


312.  Si  r=:i,'on  a  R=fx.  Nous  s^jilons  déj^Hnj^q 
cette  quantité  [i^  qui  représente  la  force  acceferàtri 
rapportée  à  Tunité  de  distance,  est  la  même  pour  toul 
les  planètes.  La  constante  c  représente,  pour  une  orbi 
quelconque,  le  double  de  l'espace  parcouru  par  le  rayo 
vecteur,  dans  l'unité  de  temps.  Donc,  si  l'on  aj^Ue  T] 
temps  de  la  révolution  complète  de  la  planète  considéré 


on  a 

b  étant  le  ^^mi  petit  axe  de  Tellipse;  on  a 

donc 

c  = — >      c^=i- ^ i 

T  V 


d^où  enfin 


û» 


Of,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  le  quotient  —  c 

le  mènrc  pour  toutes  les  planètes  ;  donc  i^  est  constant, 
qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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viNaT-cmamÈME  leçon. 


,y^  SUITK  VU  MOVYBMBNT  DES  PLANiTJIS. 


•ify'. 


NDOTendprd'uii  point  attiré  par  un  centre  fixe  ea  raison  inverse  du  carré 
delà  4&tanee.  —  Cas  d'une  orbite  elliptique.  -^  Cas  d'une  orbite  clr- 
enlaire  ou  presque  circulaire^  — -  Cas  d'une  orbite  parabolique. 


Fig.  io5. 


xetJVEicEiiT  d'uh  point  attiré  par  un  centre  fixe 

EN   RAISON    INVERSE    DU    CARRÉ    DE   LA.   DISTANCE. 

313.  Supposons  toute  la  masse  d'une  planète  réunie 

à  son  centre  de  gravité ,  et 
cherchons  le  mouvement  que 
prendra  ce  point  «  sollicité  à 
chaque  instant  par  une  force 
dont  la  direction  passe  constam- 
ment par  un  point  fixe  O ,  et 
dont  l'intensité  varie  en  raison 
diverse  du  carré  de  la  distance  OM  =  r. 

£q  premier  lieu,  la  trajectoire  est  plane  et  située  dans 
'^  plan  qui  passe  par  le  point  fixe  et  par  la  direction  de 
**  vitesse  initiale.  Prenons  le  point  O  pour  pôle  et  Ox 
P^iiraxe  polaire,  et  soient  r  et  6  les  coordonnées  du  point 
^)  au  bout  du  temps  t  :  on  aura,  par  le  principe  des 
^îres , 

(M  r^dB  =  ceit. 


Oi 


(303) 


r^dQ  rdQ  .     ^ 

— —-  =  r  X  — r-  =  /'  X  t'  sm  J; 
dl  dt 


^^  appelant  v  la  vitesse  du  mobile  et  à  Tangte  que  forme 


a34  COUKS    DB   MéCAHlQUS. 

le  rayon  yecteur  avec  la  tangente  à  la  trajectoire.  D 

(2)  c  =:p'X.rsinS, 

Ainsi  on  peut  dire  que  la  constante  c,  qni  représ< 
déjà  le  double  du  sectenr  engendré  par  le  rayon  ye< 
pendant  Tunité  de  temps,  la  trajectoire  étant  sup 
connue,  sera  pour  nous,  dans  la  question  actuelle,  is 
dnit  de  la  vitesse  du  mobile  par  la  perpendiculaire  iib 
du  point  fixe  sur  la  tangente,  à  un  instant  quelco 
par  exemple  à  Forigine  du  temps. 

Soit  maintenant  R  la  force  accélératrice  à   Fii 
que  Ton  considère.  On  a 

(3)  d.t^^-^nKdr, 

et  comme  ici  R  =  ^  »  en  appelant  /i  la  force  accélén 
à  l'unité  de  distance,  il  vient 

et,  par  suite,  en  intégrant. 


2,11 


(4)  ç^=-±.-b. 

La  valeur  de  la  constante  arbitraire  b  se  détermin 

en  cherchant  la  valeur  de  —  —  i'*,  à  une  époque  i 

conque  du  mouvement,  par  exemple  à  Torîgine  du  te 
D'ailleurs,  puisque 


«P  =  c2 


h-m 


réqualiou  diflerenlielle  de  la  trajectoire  e»t 


r») 


'■[i-('^')]=^-"- 


On  voitqpft—  devant  éfre  <]o  ou  ]>  o,  suivaut  que  r 

croit  oirplferolt  lorsque  $  augmente,  il  faudra  prendre  au 
unrnérateor  le  signe  -—  ou  le  signe  +»  auivant  que  le 
prékaier  ou  le  second  cas  aura  lieu.  Si  donc  nous  suppo* 
sons  qne  r  crois'se  en  même  temps  que  6,  on  aura 

•  -^  cdz  —  c^dz 
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314.  Pour  intégrer  pluis  facilement,  posons  -=z, 
S  où.  résulte 


rfe=         =^"^ 


^ —  6-1-  2^Z  — 
d2 


C»Z' 


^^i&-J_2p«  — C'2?  V^fA'—  *C2— (C'C— f»)' 

OU  bien 

—  c^dz 


dQ  = 


^?^^\PW8- 


On  a  toujours  fx' —  ic'  >  o,  sans  quoi  —  serait  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  0.  Donc- si  Ton 

pose 

(6)  "'^-^    =n, 

i'  vient 

,  =  ^7  >        ^6  =  ^^  : 

ViA^— 6c?  \li  —  (]^ 

**ou,  en  intégrant  et  appelant  w  un  angle  constant,  ou  a 
enfin 

0  =  w  -f.  arc  cos  q 

ou 

V^okiue  celte  formule  ait  été   établie  dans  î'hypo- 
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ihèse  où  r  et  6  croissent  simultanément,  elle  conviei 
également,  alors  même  que  r  diminue  lorsque  d  croi 

En  effet,  lorsque  ce  dernier  cas  a  lieu,  -jt  doit  être  pli 

grand  que  o^  donc  il  en  est  de  même  de  -jrx  car,  à  eau 

j     j  c*dt         ,  ,       ^  ,     dq      'dz 

de  iiq  =  *  aq  et  azy  et  par  suite  377  et  —  »  so 

toujours  de  même  signe.  Or  l'équation  q  =:  cos  (0  —  a: 
donnant  ^  =  —  sîn  (fl  —  «},  fait  voir  qu'en  prenant 

formule  9  —  w  =  arc  cos  y,  ^^  et  par  suite  —  >  changei: 

de  signe  en  s'évanouissant  lorsque  6  —  tù  devient  égal 
un  multiple  quelconque  de  tt,  ce  qui  correspond  aux  po 
si  lions  du  mobile  où  z,  et  par  suite  r,  est  un  maximua 
ou  un  minimum. 


315.  En  remplaçant  z  par  -9  dans  l'équatic 
/ient,  pour  l'équation  de  la  trajectoire, 


ion  (7),  î 
vient, 


(8) 


/         bc' 

V-7 


9 


i-h  i /  I cos(0  —  w) 


On  voit  que  cette  courbe  est  toujours  une  section  conîqui 
car  Téquation  générale  d'une  section  conique,  rapporU 
à  un  foyer  et  à  un  axe  polaire,  faisant  un  angle  o)  ave 
Taxe  qui  passe  par  ce  foyer,  est 


I  -h  t'  cos(0  —  ûj) 

La  courbe  est  une  ellipse,  si  e  <]  i  ;   une  parabole, 
<?  =  I ,  et  une  liyperbole,  si  e  >•  i .  Par  conséquent,  en 

rappelant  que  b  est  égal  à  la  valeur  initiale  de  -^  -^* 
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on  voit  que^  si  à  une  époque  quelconljue  du  mouvement 


-    on  a 


2^ 


f^<^— ^j  la  courbe  est  utie  ellipse; 

p^  =  — ^>  elle  est  une  parabole; 

p*  ]>  —  î  elle  est  une  hyperbole. 

Ainsi  l'espèce  de  la  courbe  dépend  uniquement  de  la 
([randeur  de  la  vitesse  à  Torigine  du  temps,  mais  nulle- 
ment de  sa  direction,  en  sorte  que  différents  mobiles, 
lancés  successivement  du  même  point  de  Tespace ,  avec 
des  vitesses  égales,  mais  de  directions  différentes,  par- 
courraient tous  des  courbes  de  même  espèce. 


CAS    ou    LA    COUaBE    EST    UNE    ELLIPSE. 

316.  En  appelant  2  a  le  grand  axe  et  e  Texcentricité, 
l'écpiation  de  Tellipse  est     • 

a{î  —  e')     . 


H-tfcôs(0  —  w) 
Uentifiant  avec  l'équation  (8)  du  n*'  315,  on  a 


■ 


formules  qui  déterminent  les  éléments  de  Fellipse,  en 
foûciîon  des  donnéei  du  problème. 

317.  Il  reste  encore  à  déterminer  i^,  r  et  9  en  fonction: 
^^  temps  f ,  afin  de  connaître  la  vitesse  et  la  position  du 
Mobile  à  une  époque  donnée.  On  a  d'abord  (313) 
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à  cette  variable  toutes  les  valeurs  possibles,  on  en  dédtitr 
ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  r  et  de  t. 

319.  On  peut  trouver  une  équation  entre  FanomaL 
vraie  et  Tanomalie  excentrique.  On  a 

r=  a(î  —  ^cosa)  =— — ,  : 

^  '        I -t-ecos(e— »)' 

d'où  résulte 

^COS  «  =  I ;- :  = ' :  j 

i-|-ecos(0 — ûi)       I -+'ecos(ô  —  w) 

(i  -4-  e)  Fi  -4-  CCS  (0  —  w)l 
i4-cosar=' il -— i -— iJ 

1  -f-  ^cos(0  —  w) 

(i  —  e)\i  — cosfO  —  ft>)T 

I  CCS  U  =    ^ -^ i r '-^  • 

I  -h  ecos  (ô  —  w) 

En  divisant  ces  deux  équations  Tune  par  Tautre,  on  ob  - 
tient 

tang»  irt  =  i^  tang^  i  (0  -  «) 
ou 
(3)  tangi(Ô^«)  =  y/j-±^taDgi«. 

320.  La  durée  T  de  la  révolution  entière  de  la  planèl 
se  déduit  de  la  formule  nt  =  u  — esini/,  en  y  faîsaa 
M  =  271,  ce  qui  donne 

ou 

2f7r a  V  ^ 


T== 


» 


^  ^  ^-? 


en  remplaçant  n  par  — p=  •  On  en  déduit,  pour  la  valeu 

a  y  a      ^ 

de  la  force  accélératrice,  à  Punité  de  distance,  comman< 
à  toutes  les  planètes 

47rîa» 


P  = 
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Il  est  boa  d'observer  que  rexcentricilé  de  toutes  les   * 
orbites  planétaires  est  très-petite,  car  pour  la  planète 

Mars,  dont  l'excentricité  est  la  plus  grande,  on  a  e  ==  7?-— 

CAS  DUNE   ORBITE    GIIICULAIIIE    OU    PRESQUE    CIRCULAIRE,  ^ 

321.  La  théorie  indique  que  Tellipse  peut  se  réduire 
i  un  cercle.  Dans  ce  cas  e  =  o,  r=.a  et  le  carré  de  la 

?itesse  v'^  ==:  —  devient  constant.  En  mèuiç  teriàps,  la  force 

accélératrice 

- .  -  ,        r"        à*         û'         a 


V* 


est  aussi  constante  et  égale  à  la  force  centripète  -• 

322.  Quand  le  nombre  e  est  très-petit,  on  peut  déter- 
miner approximativepient  Tanomalie  excentrique  u,  le 
rayon  vecteur  r  et  ranomalie  vraie  0 —  co,  en  fonction  du 
temps  t.  De  Téquation 

nt=  u  —  e  sin  «, 

on  dédui  t 

M  =  «^  -H  e  sin  [nt  -h  ^sin  «) 

m 

»  =  /îf  -h  ^sin  (nt)  cos  (^sin  u)  -\-  e  sin  (esin  u)  ces  {nt}, 

[mintenant,  comme  e  est  supposé  très-petit,  convenons 

iftne  conserver,  dans  ce  qui  va  suivre,  aucun   terme  qui 

contiendrait  e  à  ub^ÉÉiissance  supérieure  à  la  première. 

Alors  on  devra  simplement  prendre  i  pour  cos  (esin  w), 

esinix  pour  sin  (esinw),  et  négliger  e  sin  (e  sin  m).  L'é- 

çiation  précédente  devient 

v)  u  =  ni  -^  esin  [nt), 

^  remplaçant    u   par    cette    valeur    dans    l'équation 
''=a(i  — ecosu)  et  négligeant,  comme  ci-dessus,  les 
!•  16 
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puissances  de  e  supérieures  à  la  première,  ou  obtient 
même 

(2)  r  =  a[i  — eco%{nt)\ 

Enfin,  pour  avoir  la  relation  entre  0  et  f,  on  part 
Téquation  r^dO  =  cdt.  On  a 


c  =  /?«'  y  I  —  c^ 

et 

r  =: =  fl  (  I  —  e^) ; •  y 

i-i-^cos(0  —  0))  iH-rcos(0  —  w) 

c'est-à-dire 

r  =  «  (i  —  ^^)  [i  —  ^cos  (0  —  w)  -f-  ^^cos'(0  —  w)  — . . .] 

ou  simplement 

r=fl[i  —  ^cos(9  —  w)], 

en  négligeant  les  puissances  de  e,  supérieures  à  la  pn 

mière.  On  eh  déduit  au  moyen  de  la  même  simplifier 

tion 

r'^dô  =  a^[\  —  2rcos(0  — w)]r/ô 

et  par  suite,  à  cause  de 

r^dO  =  cdt  =  na""  sj  \  ■— e^  dt^ 
on  a 

[l  —  2tfC0S  (ô  — w)]rf0=:/?r/^, 

d'où  Ton  lire,  en  int^^rant, 

0  —  w  =  /1/-I-  aesin  (0—  w). 

Enfin  si  Ton  remplace  sin  (9  —  eo)  par 

sin[/ir  H-  7.esin(0  —  w)]  =:sin(/ir)  ces  [2  «  sin  (0  —  w)] 

CCS  [nt)  sin  [2^ sin  (0  —  w)], 


il  vient,  en  développant  et  négligeant  comme  précéden 
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ment  les  lertnes  qui  coniiennent  en  factenr  une  puissance 
de  e  supérieure  à  la  première, 


(3) 


0  —  w  =  /If  -I-  2^sin  {nt). 


Fig.   107. 


Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  sont  celles  auxquelles  on 

voulait  parvenir. 

323.  Quand  c  =  o,  la  formule  (a)  donne  r=  a  et  fait 
voir  que  la  trajectoire  est  un  cercle.  En  même  temps, 
l'équation  j(3)  montre  que  Tangle  0  augmente  propor- 
iionnellenfent  au  temps;  donc  la  vitesse  est  constante, 
comme  ûii  l'aurait  déjà  conclu  d^autres  formules. 
D'après  cela,  AMA'  étant  l'orbite  d'un  planète,  décri- 
vons du  point  O  comme  centre, 
avec  un  rayon  arbitraire  Oa, 
une  lârconférence  de  cercle. 
Imagifioiis  maintenant  qu'un 
mobile  quelconque  m  se  meuve 
sur  ce^te  circonférence  avec  une 
vitesse  constante,  de  telle  sorte 
^ue  ce  mobile  et  la  planète  se  trouvent  au  même  in- 
*^nt  en  a  et  en  A  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse,  et  qu'ils 
accomplissent  tous  deux  une  révolution  entière  dans  le 
^e  temps.  La  formule  0  —  o)  =  «/-f-  ae  sin  {nt)  fait 
^oirque,  dans  la  première  moitié  du  mouvement,  c'est- 
Mu-e  de  A  en  A',  le  rayon  vecteur  OM  précédera  Om 
*^  que  l'inverse  aura  lieu  dans  la  seconde  période  du 


^ïïouvement. 


•1.  ' 


CAS    D  VNE    PARABOLE. 


324.  La  courbe 


(') 


I  + 


V 


cos  (9  —  «  ) 


t6. 
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deyienl  une  parabole  si  b  z=Oy  et  son  équation 
la  forme 


i  -f-cos  (6  —  ») 
En  Ta  comparant  a  l'équation  générale 


I  -|-CO5(0 — ») 


dfane  parabole  rapportée  a  son  foyer  et  à  une  droi 
sant  un  angle  tù  avec  Taxe  de  la  parabole^  on  voit 
demi-paramètre  de  la  trajectoire  parabolique  est 

/'  =  -• 

Pour  aYoir  la  position  du  mobile  sur  la  parab 
un  instant  déterminé,  xeprenons  l'équation  r^dQ  = 

Remplaçons-y  le  rayon  Tecteur  r  par  ^- — 

I  ~t~  COS  (  8  ^"^ 

la  constante  c  par  ^pgij  0  vient  alors 

^    [i-hcos(ô  — »)]»' 
Afin  d'intégrer,  posons  9  —  a»  =  a  ({i  •  il  en  résulte 

1  -f-CO5(0  —  *»)  =  2COS'-^ 

et 


ii9  I     d^  I  cas'-{» 

[H-  COS(fr — »)]*  2  005*"!^  2  COS*-|< 


I 


=  -  (  n- tang»  ,p)  rf.  ta^g^^ 


Par  conséquent 


di='-^^(i  H-tang*r}.)</.tang-î; 

2     ^^ 
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et 


(^) 


=  ^^  [tang  1  (ô  -«)-+-  ^  tang»  ^  (0  -  «)]• 


Un'y  a  pas  de  constante  à  ajoiiter,  si  Ton  compte  le  temps 
à  partir  du  moment  où  le  mobile  est  au  sommet  de  la 

parabole. 

Les  formules  (i)  et  (2)  qui  déterminent  la  trajectoire 
et  la  position  du  mobile  à  une  époque  assignée,  sont  ap- 
pii({uées  au  mouvement  des  comètes  dont  les  orbites  sont 
des  ellipses  ttès-allongées  qu  on  peut  regarder,  sans  er- 
reur séiisible,  comme  des  paraboles. 


'^40  C01HLS    HE   JtÉGAlVlQUE. 
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ATTRACTION  UNIVERSELLE  ET  MASSE  DES  PLANÈTES. 

Lois  de  rattraction  nDiverselle.  —  Vérification  de  la  loi  de  FatlractioD. 
—  MooTement  absolu  et  relatif  de  deax  corps  qui  s^attirent.  —  Masse 
des  plattéCes  accompagnées  de  sat^lites.  —  Masse  de  la  terre.  —  Maas* 
des  planètes  dépourvaes  de  satellites. 


LOIS    DE    l'atTRACTIOM    UNIVERSELLE. 


325.  II  résulte  des  lois  de.  Kepler  que  toutes  les  planètes 
sout  constamment  sollicitées  par  une  force  qui  passe  à 
chaque  instant  par  le  cenjtre  du  soleil  et  qui  varie,  pour 
chaque  planète,  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  à  celui  du  soleil.  Quand  une  pla- 
nète a  des  satellites,  les  mouvements  de  ces  corps,  tels 
qu'on  pourrait  les  observer  de  cette  planète,  sont  encore 
assujettis  aux  lois  de  Kepler.  Us  doivent  donc  être  attirés 
par  la  planète  autour  de  laquelle  ils  tournent,  par  une 
force  passaut  constamment  par  le  centre  de  celle-ci  et 
variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre 
as  gravité  du  satellite  à  celui  de  la  planète.  Les  satellites   -> 
sont  aussi  attirés  par  le  soleil;  mais  comme  leur  distance  < 
à  la  planète  est  très-petite  par  rapport  à  celle  de  la  pla — 
nète  au  soleil,  la  force  accélératrice  résultant  de  l'ai — 
traction  du  soleil   sur  un  satellite  peut  être  regardées 
comme  identique  avec  celle  qui  résulte  de  l'attractiont-j 
du  soleil  sur  la  planète,  cl,  par  conséquent,  cette  dernières  ' 
force  n'altère  pas  le  mouvement  relatif  Ju  satellite  autoui  -i 
de  la  planète. 


I 

\ 
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3%.  Réciproquement,  les  planètes  attirent  le  soleil. 
En  effet,  pour  toutes  les  forces  que  nous  voyons  agir  à  la 
surface  de  la  terre,  Faction  produite  est  toi^ours  accom* 
paguée  d'une  réaction  égale  et  contraire.  Ainsi,  un  ai- 
mant fixe  jouit  de  la  propriété  d'attirer  un  morceau  de 
fer  doux,  parfaitement  libre;  réciproquement,  si  le  fer 
est  fixe  et  l'aimant  libre,  il  viendra  s^appliquer  sur  le 
fer.  L'expérience  prouve  que  ces  deux  attractions  diri- 
gées en  sens  inverses  sont  égales,  car  si  l'aimant  et  le 
morceau  de  fer  doux  étaient  unis  entre  eux  par  une  tige 
rigide  et  inextensible,  le  système  ne  prendrait  aucun 
mouvement  duns  l'espace.  On  a  d'ailleurs  un  très-grand 
nombre  dïexemples  de  ce  fait,  de  sorte  qu'en  étendant, 
par  analogie,  cette  loi  aux  mouvements  des  corps  cé- 
lestes, on  en  conclut  que  les  planètes,  étant  attirées  par 
le  soleil,  celui-ci,  réciproquement,  est  attiré  par  elles 
suivant  la  même  loi« 

327.  Cette  attraction  réciproque  est  proportionnelle  à 
la  masse  de  chacun  des  deux  corps  qui  s'attirent.  U  résulte, 
en  effet,  de  la  troisième  loi  de  Kepler  que,  si  deux  pla- 
nètes étaient  placées,  sans  vitesse  initiale,  à  la  même  dis- 
tance du  centre  du  soleil,  elles  parcourraient,  en  ligne 
droite,  des  espaces  égaux  pendantle  même  temps.  On 
inclut  de  là  que  les  forces  motrices  des  planètes  sont 
(roportionnelles  à  leurs  masses*  Par  conséquent,  si  on 
suppose  la  masse  d'une  planète  partagée  en  une  infinité 
de  molécules  égales  en  masse,  toutes  ces  molécules  seront 
titirées  vers  le  soleil,  par  des  forces  que  l'on  pourra 
'^egarder  comme  égales  et  parallèles,  en  raison  des  petites 
dimensions  de  la  planète,  comparées  à  la  distance  qui 
^pare  cette  dernière  du  soleil.  Béciproquement,  les  mo- 
lécules du  soleil,  égales  en  masse,  sont  attirées,  suivant  la 
luème  loi,  par  celles  des  planètes,  et  l'on  est  ainsi  conduit 
^  cette  loi  générale  de  la  nature  :  Deux  molécules  maté'' 
^^ielles  quelconques  s'attirent,  en  raison  directe  de  leurs 
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masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  lemr  distan^^ 

Es  admettant  ce  principe,  â  Tod  mfffdie/  lattnctio 

réciproque  de  deux  molécules  matérielles,  placées  à  I^q 

nilé  de  distance  Fane  de  F  antre,  sera  Tattractioi 

/- 

qa'exerceront  Fnne  sxàr  Fantie  deux  molécules  maté- 
rielles arant  des  masses  m  et  m'  et  dont  la  distance  est  r. 


B  suit  de  là  que  l'expression  -—-  pourra  aussi  être  ap- 

pliquée  à  Fattraction  exercée  par  le  soleil  sur  une  planète 
et  rédproqnonent  :  d^abord,  parce  que  les  dimensioii# 
de  cliacnn  de  ces  corps  étant  très-petites,  par  rapport  9l 
la  distancre  qui  les  sépare,  luie  molécule  de  la  planète  ^ 
une  du  soleil  peuTcnt  toujours  être  r^ardées  oomiiK 
placées  aux  extrémités  de  droites  ^ales  et  paraUèles  \  ^ 
ensuite  parce  que  le  soleil  et  une  planète  quelconqiM 
peuTcnt  être  avec  une  approximation  suffisante  considéré 
comme  formés  de  couches  sphénques  liomc^ènes,  ce  qiff 
fait  que  Fatiraclion  totale  exercée  par  un  de  ces  corp* 
sur  l'autre  est  la  même  qiie  si  la  masse  de  chaque  corp 
était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

TClinCÂTIOS    DE    UL    LOI    DE   L^ATTUtCTIO^. 

328.  La  pesanteur  des  corps,  à  la  surface  de  la  terre,  doii 
être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  gravitatioa 
uniTcrselle,  puisqu'elle  résulte  de  Fattraction  exercée  pa^ 
toute  la  masse  du  globe  sur  les  différents  points  matériel, 
d'un  corps  quelcxmque.  De  plus  on  remarque  que  le  poid;^ 
d'un  corps  dépend  de  sa  poâtion  et  de  sa  masse,  mai. 
nullement  de  sa  nature^  propriété  commune  à  la  pesai^ 
tenr  et  à  Fattractiotii  uniTerselle. 

Quand  ma  corps  pesant  s'éloigne  de  plus  en  plus  da 
centre  O  de  la  terre,  au  delà  de  sa  surface,  Fattraction  dJ 
la  terre  sur  ce  corps  doit  diminuer  en  raison  inverse  d:^ 
carré  de  la  distance  du  centre  O'  de  ce  corps  au  centre  ^ 
de  ia  terre.  Si  le  point  O'  est  le  centre  de  la  lune ,  p^ 


f» 
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exemple^  la  pesanteur  diminuée  dans  le  rapport  du  carré 

de  la  distance  OO'  au  carré  de 
OA  devra  être  la  force  motrice 
de  notre  satellite,  à  chaque  in- 
stant. Admettons,  pour  plus  de 
simplicité,  que  Torbite  lunaire 
soit  une  circonférence  de  cercle. 
Dans  cette  hypothèse,  on  doî  t  re- 
garder la  vitesse  de  la  lune  comme  constante.  Il  fs^ut  doQ.e 
^e  la  force  centrifuge  de  la  lune  soit  précisément  égale  à 

la  pesanteur  diminuée  dans  le  rapport  de  OA  =  r*   à 

OO'  =  p*..Dàns  ce  calcul  approximatif,  on  a  jo  =  60  r. 
Appelons  F  la  force  centrifuge  de  Tuniié  de  masse  de  la 

Ituie.  On  aura  F  =  —^—y  T  étant  le  temps  qu'elle  met 

à   faire  une  révolution  autour  de  la  terne.   Par  consé- 
quent, 

F  ^4y^X  60 r I2Q7r  X  2trr Jl20  7r  X  4o  OOO  OOP"  ^ 


^'ailleurs , 


T  =  39343  X  60". 


D 


<>iic  enfin 


F  = 


I  I  20  TT  X  4^  000  000 

XV.  — — — 


160) 


(39343)' 


^^Iculaht  par  logarithmes  le  coefficient \  \f^^ -> 

(39343)' 

^*^  trouve,  en  s' arrêtant  aux  centièmes,  qu'il  est  égal 

^  9  >8i ,  c'est-à-dire  à  très-peu  près  égal  à  g.  On  peut  donc 

écrire 


^^fju'il  s'agissait  de  vérifier. 


^ 


25o  cours.de  mécanique. 


MOUYEMEOTT   ABSOLU    ET    RELATIF    DE    DEUX    GO&PS    QUI 

s' ATTIRENT, 

329.  Il  résulte  du  principe  de  rattraciion  ou  gravitation 
universelle,  que  si  M  et  m  sont  les  masses  respectives  du 
soleil  et'  d'une  planète,  r  la  distance  de  leurs  centres  de 
gravité,  et  y  le  coefficient   de  l'attraction  universelle, 

est  la  mesure  de  Tattraction  qu'un  de  ces  deux 

corps  exerce  sur  Tautre.  Par  suite,  abstraction  faite  de 

/M       /m  '  .  , 

toute   autre  cause,   —  et  —^  sont   respectivement    le^ 

forces  accélératrices  de  la  planète  et  du  soleil ,  et,  comm^ 
elles  sont  en  raison  inverse  des  masses  de  ces  deux  corps 
on  en  conclut  que,  s^ils  n'avaient  aucune  vitesse  initial 
ils  viendraient  se  réunir  sur  la  droite  qui  joint  leu 
centres  au  centre  de  gravité  du  système  de  ces  deux  corp 
lequel  point  partage  cette  droite  en  deux  parties  récipn 
quement  proportionnelles  à  leurs  masses.  Pour  le  faL 
voir  plus  clairement,  appelons  S  et  5  les  espaces  recti 
gnes  parcourus  par  le  soleil  et  par  la  planète,  jusqu'à  1^  i 
point  de  rencontre.  On  aura  : 

„rf'S       /Mm  d's       /Mm 

d'où  résulte 


Par  suite 


M  -j-  =  m  -— 
dt*  dO 


,.  f/S  ds 

dt  dt 


et  enfin 


MS  =  ms. 
Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  car  on  suppose    ^V 
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le  soleil  et  la  planète  partent  en  même  temps,  sans  vitesse 
îuuiale*  De  r^quation  MS  =  ms^  on  déduit 

S  l  s  z=  m  l  My 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

330.  Si  l'on  veut  obtenir  le  mouvement  relatif  d'«ne 
planète  autour  du  soleil,  c'est-à-dire  le  mouvement  appa- 
rent de  cette  planète  pour  un  observateur  placé  à  la  sur* 
âce  du  soleil,  il  faudra  supposer  appliquée  au  centre  de 
gravité  du  soleil  une  force  égale  et  contraire  à  celle  qui 
'e  fait  mouvoir  dans  Tespace,  afin  de  pouvoir  le  consi- 
dérer comme  fixe;  maisv  en  même  temps,  afin  de  ne  pas 
altérer  le  mouvement  de  la  planète  par  rapport  au  soleil, 
ii  faudra  aussi  regarder  une  force  égale  et  parallèle  à  cette 
dernière  conune  appliquée  au  centre  de  gravité  de  la 
planète.  Par  conséquent,  ce  dernier  point  sera  constam- 
ment sollicité  par  une  force  dirigée  vers  le  centre  du 
soleil^etégaleà 


/M      /m 

-..  X     /(M  +  w)        Il 

,-   +  ^ 

«"a             ^         -  î^' 

V 


^  appelant  fi  le  coefficient  y(M-f-m)  constant  pour 
toutes  les  positions  de  la  planète.  Ce  fait  est  encore  une 
conséquence  du  calcul,  comme  nous  allons  l'établir. 
Supposons  les  masses  du  soleil  et  de  la  planète  con« 

centrées  à  leurs  centres  de 
gravité,  M  (x,  ,71,^1)  et 
m  (x^y^  z)  ces  deux  points 
étant  rapportés  à  trois 
axes  rectangulaires  quel- 
conques, mais  fixes  dans 
l'espace.  Le  point  M  dé- 
crira dans  son  mouvement 
une  certaine  courbe  A  MB, 
le  point  m  une   courbe  atrtl).    Menons    main  tenant 
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par  le  point  M,  à  Tinstant  considéré,  trois  axes  rectan- 
gulaires parallèles  à  Ox,  Ojr  et  Oz  et  supposons  que 
le  point  M ,  dans  son  mouYement,  emporte  ces  axes  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes  avec  lui.  Appelons  |,  37  et  ('les 
coordonnées  variables  du  point  M,  par  rapport  à  ces  axes 
dont  la  position  varie  à  chaque  instant. 

En  concevant  que  le  point  M  et  par  suite  les  axes  qui 
passent  par  ce  point  soient  fixes,  ^,  77  et  ^  se  rapporteràol 
à  la  trajectoire  apparente  du  point  m.  Or  on  a  d'abdH 

A  l'aide  de  ces  équations,  si  Ton  connaît  le  mouvement  . 
absolu  de  M  et  le  mouvement  relatif  de  m,  on  a  le  modr 
vement  absolu  de  m,  et  vice  versd,  si  l'on  connaît  leâ 
mouvements  absolus  de  M  et  de  m,  on  aura  le  mouve- 
ment relatif  de  m  autour  de  M. 

Afin  de  bien  concevoir  ce  mouvement   apparent  de    ' 
la  planète,  imaginons  que  d'un  point  fixe  K  de  Tespaoe   ^ 
on  mène  des  droites  K  mi ,  Km'^ ,  . . . ,  égales  et  parallèles 
aux  droites  Mm,  M' m',  . . .,  qui  joignent  les  positions. 
simultanées    successives    des  points   M   et    m,  sur  te 
courbes  que  ces  deux  points  décrivent.  Il  est  clair  que   j 
ni\ ,    m'^ ,  . . . ,  seront  les  positions   apparentes  de  ni) 
telles  quW  les  observerait  du  point  fixe  M,  si  Mitait    ' 
en  K  et  que  /Wj  m\  sera  la  courbe  apparente  que  décriw 
le  point  m.  ^ 

331.  Revenons  maintenant  aux  équations  (i)  pour  en 
déduire  la  vitesse  de  m  sur  la  trajectoire  apparente.  En 
les  différentiant,  on  a 


('-) 


1  de 

dxi 
dt 

H- 

dt' 

1  '^^ 

— 

dt 

H- 

dn 
dt' 

1   dz 

\  de 

dzi 

de 

H- 

dt' 

Xamb^  ^5  ^  ei^  sont  aussi  les  composantes  paral- 


Fig.  no  (*}. 
D 
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e     dr  dz     y,  dxx      dVi  dzi    ,    %, 

->  -T    et    -p   dune  part,   -r~>    -~     et  -r-  de  1  autre, 
dt  dt  r      '    ^^       ^^  ^^  5 

mt  les  composantes  parallèles  aux  a:jtes  des  vitesses  des 
oints  M  et  m,  à  Tinstant  considéré  sur  les  courbes  AM6 

dê^  dt  .^'  dt 

èles  aux  axes  de  la  vitesse  du  point  m  sur  la  trajec- 
oiiie  apparente.  Donc  cette  dernière  vitesse  pourra  être 
léterminée  par  ses  composantes,  au  moyen  des  équa- 
iiE^tts  (2) ,  lorsque  les  mouvements  absolus  des  points  M 
)i  m  seront  connus.  On  peut  aussi  Tobtenir  par  la  con- 
traction suivante. 
Soient  MA  et  mB  des  droites,  représentant  en  gran^ 

deur  et  en  direction  les  vitesses 
absolues  des  points  M  et  m  à 
l'instant  en  question.  Menons^ 
la  droite  mC,  égale  et  parallèle 
à  MA,  mais  dirigée  en  sens  con<* 
traire.  Je  dis  que  la  diagonale 
mD  du  parallélogramme  mBDC 
représentera  la  vitesse  apparente  en  grandeur  et  en  direc- 
ion.  En  effet,  projetons  les  trois  points  m,D,  B  en  m',  rf' 
ît;i'  sur  Taxe  Ox,  La  projection  m'  ^'  de  mD  est  égale  à 
^  somme  algébrique  des  projections  des  deux  autres  cô-^ 
^  en  supposant  qu'on  parcoure  le  triangle  mBD  dans  le 
eus  wBD,  et  regardant  comme  positives  les  projections 
liant  de  O  vers  x  et  comme  négatives  ceHes  qui  vont, 
ans  le  sens  opposé.  Or 

de  dt 


ont 


,  djc        d;JCi        d^ 

dt  dt         dt 


*)  C'est  par  erreur  que  dans  cette  figure  on  a  tracé  MA  parallèle  à 
^  des  X,  On  doit  regarder  MA  comme  pouvant  faire  un  angle  quel-* 
^^e  avec  cet  axe. 


a 54  COURS    DE    MÉCÀ»IQUE.  * 

Il  suit  de  là  que,  sur  un  axe  quelconque,  mD  a  même 
projection  que  la  vitesse  apparente  :  doue  mD  représente 
^îette  vitesse  en  grandeur  et  en  direction. 

En  diffërentiant  les  équations  (2)  par  rapport  à  /,  on  a 


9 


(3) 


dt^  df  df 

d^x      à^y\     ^^^ 


dt"  de  de 

d*z         d^z,        d^X, 


9 


de        de       dt 


A  Taide  de  ces  équations,  on  démontre  comme  pr^-    j 

demment  que  si  les  forces  accélératrices  des  points  M  et 

m  sont. représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  MA 

et  par  mB,  et  si  Ton  mène  mC  égale  et  parallèle  à  MA) 

mais  dirigée  en  sens  contraire,  la  force  accélératrice, 

répondant  au  mouvement  apparent,  et  qui  a  pour  coxi^' 

d^l     dU    d^^  ,         ,  ,  ^. 

posantes  -yy  5  — -  ?  -^  t  sera  représentée,  en  grandeur  ^^ 

en  direction,  par  la  diagonale  mD  du  parallélogrami^^ 
mBDC. 

Réciproquement,  si  on  connaissait  le  mouvem^^^ 
absolu  du  point  M  et  le  mouvement  apparent  de  7/2,  ^^ 
verrait  aisément  que  la  droite  m  F  étant  égale  et  parall^^® 
à  MA,  la  diagonale  mB  du  parallélogramme  mFBD  tr^ 
présenterait  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  ou  ^^ 
force  accélératrice  du  mouvement  absolu  du  point  m, 

332»  Le  centre  de  gravité  du  soleil  et  celui  d'une  pi  ^ 
nète  sont  sollicités  par  des  forces  motrices  appliqué^ 
en  sens  contraires,  suivant  la  droite  qui  unit  ces  de 

points,  et  égales  chacune  à  — ^  ?  en  appelant,  comme  pr 

cédemment,  M  et  m  les  masses  du  soleil  et  de  la  planèt 

Donc  -T-  et  — —  seront  leurs  forces  accélératrices,  et 


\h 
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GR^    résulte  de  la  construction  géométrique  («ISi)  que 

sera,  à  chaque  instant,  la  force  accélératrice  qui  produi- 
rait le  mouvement  apparent  de  la  planète  autour  du 
soleil  supposé  fixe.  On  voit  que  celte  force 


f* 


«H  posant 

/(M-h/ii)  =  fx, 

varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Par  con- 
séquent, la  trajectoire  apparente  de  la  planète  est  une 
section  conique  et  par  suite  une  ellipse,  puisqu'elle  ne 
s' éloigne  jamais  indéfiniment  du  soleil. 

333.  Nous  avons  obtenu  la  formule  (320) 

^  étant  le  detoi  grand  axe  de  cette  ellipse,  et  T  la  durée 
d  une  révolution  entière.  Par  conséquent 

^t-_=:/(M-f-/iî). 

*^  masse  m  variant  d'une  planète  à  Fautre,  on  voit  que 

^  n^est  réellement  pas  constant  pour  toutes  les  planètes. 

toutefois,  comme  l'observation  démontre  que  la  troi- 
^^èiiie  loîde  Kepler  est  extrêmement  approchée,  on  doit 
^ïi  conclure  que  m  est  très-petit  par  rapport  à  M,  ou  que 
^^s  niasses  des  planètes  sont  très-petites,  comparées  îà 
^^lledu  soleil.  En  efiet,  la  masse  de  Jupiter,  qui  est  la 

plus  considérable  de  toutes  les  planètes,  n'est  pas 

^  ^         1000 

««  cdle  du  soleil. 
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Le  mwivçnient  elliptique  n'est  pas  non  pluls  rigou- 
reusement celui  de»  planètes  autour  du  soleil.  Toutes  les 
planètes,  en  vertu  de  rattràction  universelle,  agissant  les 
unes  sur  les  autres,  il  en  résulte  des  perturbations  dans 
leurs  mouvements  apparents,  tels  qu'on  les  avait  calculés 
d'abord,  en  ne  tenant  pas  compte  de  l'influence  de  ces 
astres  les  uns  sur  les  autres.  Cependant,  comme  les 
masses  des  planètes  sont  extrêmement  petites  relative- 
ment à  celle  du  soleil ,  et  comme  ellôs  sont  toujours  pl^' 
cées  à  des  distances  considérables  les  unes  des  autres,.1l 
en  résulte  que  le  mouvement  elliptique  n'en  est  troublé 
que  d'une  manière  très-faibic  et  souvent  insensible.  Le 
calcul  de  ces  variations  fait,  en  grande  partie,  Tobjet  d^ 
la  mécanique  céleste, 

MASSES    DES   PLANÈTES    ACCOMPAGNÉES    DE    SATELLITES. 

334.  La  foifinule 

peut  servir  à  calculer  les  masses  des  planètes  qui  sos:^ 
accompagnées  de  satellites.  En  effet,  soient  M,  m  et  f^ 
les  masses  respectives  du  soleil,  de  la  planète  et  du  s^i 
tellite  de  cette  dernière  \  soient  a  le  demi  grand  axe  c3 
l'orbite  de  la  planète  dans  son  mouvement  relatif  autoi^ 
du  soleil,  et  T  la  durée  d'une  révolution  complète;  *f> 
soient  a'  et  T' les  données  analogues,  répondant  au  mou- 
vement apparent  du  satellite  autour  de  la  planète.  On  au  ^ 

Divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  il  vient  : 


Les  masses  des  satellites  étant  extrêmement  petites 
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rapport  à  celle  de  la  planète,  excepté  la  masse  de  la  lune 
comparée  à  celle  de  la  terre,  on  peut  négliger  m!  de* 

'vant  m,  et  pour  la   même   raison   m  devant  M;  d'où 

résulte  enfin 

M  ~  ô^  '  T^' 

formule  qui  peut  servir  à  calculer  le  rapport  de  la  masse 

de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Cette  méthode  donne  — jr- 

1007 

pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à  celle  du  soleil  ; 

maison  a  trouvé  plus  tard  que  ce  nombre  était  un  peu 

trop  grand  et  devait  être  changé  en  • 

"  1070 

MASSE    DE    LA    TERRE. 

33S.  La  méthode  qui  vient  d'être  elposée  ne  peut  pas 
'^rvir  à  déterminer  la  masse  de  la  terre,  comparée  à  celle 
du  soleil.  Voici  comment  on  peut  résoudre  ce  problème. 

Soit  m  la  masse  de  la  terre.  Si  elle  était  parfaitement 

'phérique,  en  appelant  rson  rayon,  — ;-  serait  l'attraction 

^Ule  qu'elle  exercerait  sur  Tunilé  de  masse  d'un  corps 
placée  sa  surface.  Or,  comme  elle  a  la  forme  d'un  sphé- 
noïde différant  très-peu  d'une  sphère,  quoique  cette  at- 
^'^îiction  ne  soit  pas  la  même  en  tous  les  points  de  la  sur- 
*^ce,  il  existe  un  certain  parallèle,  sur  lequel  Tatlraction 

^^restre  a  précisément  pour  mesure  —  >  et  il  résulte  du 

^aleul  de  l'attraction  des  sphéroïdes  que  pour  ce  parallèle 

âiïi^Xrs  -7  en  appelant  i  sa  latitude.  L'observation  dé- 

Contre  d'ailleurs  que  la  pesanteur  sur  ce  parallèle  a  pour 
Mesure  g^=  9", 79386.  De  plus  la  composante  verticale 
^^  U  force  centrifuge  a  pour  mesure  sur  le  même  paral- 
lèle une  fraction  ^^^  =-  ^  -^  de  la  gravilé;'^  Il  faut  ajou- 

200       d  200 


a58  COURS    DE    MÉCIRIQUE. 

ter  cette  composante  à  g^  ce  qui  donne  pour  Tattrac 
du  sphéroïde  terrestre  sur  l'unité  de  masse  d-un  c 
placé  sur  ce  parallèle,  G  =  9",8i645.  Or  on  a 

d'où 

m  "■  Gr»T'        '' 

en  appelant  M  la  masse  du  soleil,  a  le  demi  grand  a.x 
l'orbite  apparent  de  la  terre  autour  du  soleil  et  T  le  n 
bre  de  secondes  contenu  dans  une  année.  En  substiti 
dans  cette  dernière  formule 

G  =  9™,8i645, 
r=  6364551™, 

a =  28984  r 

et 

'  T  =  86400"  X  365,2563  . . . , 

on  trouve 

M 

—  =  354502 

rn  ^ 

pour  le  rapport  de  la  masse  du  soleil  à  celle  de  la  ter 

336.  On  conclut  de  là  le  rapport  de  la  densité  moyc 
du  soleil  à  celle  de  la  terre.  Eu  effet,  le  volume  du  s 
est  1 33 1000  fois  celui  de  la  terre.  Si  donc  on  divif 
rapport  de  leurs  masses,  ou  354592,  par  le  rappor 

leurs  volumes,  ou  1 33 1000,  le  quotient,  environ  j^ 
le  rapport  de  la  densité  moyenne  du  soleil  à  celle  delà  te 

337,  On  peut  déduire,  de  ce  qui  précède,  l'attrac 

que  la  masse  du  soleil  exerce  sur  l'uni  té  de  masse  d'un  c 

placé  à  sa  surface^  ou  la  pesanteur  à  la  surface  du  se 

/M 
Elle  est  exprimée  par  —5  M  étant  la  masse  et  Rie  k 

//M 

du  soleil.  Ot.^=  -^9  G  étant   l'attraction  de  la  t 
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sur  l'unité  de  masse  d'un  corps  à  sa  surface,  m  la  masse 
de  la  terre  et  r  son  rayon .  Donc,  en  négligeant  la  force  cen- 
trifuge, qui  est  faible  à  la  surface  du  soleil,  G  --  —  est 
la  pesanteur  à  la  surface  du  soleil.  Si  dans  cette  exprès- 
sion  on  remplace  --  par  -^—  et  —  par  354^92,  on  trouve 

que  la  pesanteur  à  la  surface  du  soleil  est  à  peu  près 
29X0,  c'est-à-dire  environ  29  fois  plus  considérable 
qu'à  la  surface  de  la  terre.  Ainsi  un  corps  à  la  surface  du 
soleil  parcourrait,  dans  la  première  seconde  de  sa  chute, 
environ  29  X4™)9;  ou  de  i4o  à  i45  mètres. 

MASSE    d'une    planète    DÉPOURVUE    DE    SATELLITES. 

338.  Ayant  déterminé  la  masse  de  la  terre,  il  devient 
possible  de  déterminer  celle  d'une  planète  quelconque, 
Diême  dépourvue  de  satellites.  En  conservant  les  mêmes 
dotations  (334),  on  a  pour  la  planète  en  question 


^  on  a  pour  la  terre 


ij=  — — , 


r^ 


^  qui  permet  d'éliminer  f,  et  de  là  résujte 


m' 


Remplaçant  —  par  35459,  on  tire  de  cette  équation  — -> 
Ott le  rapport  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  de  la  terre. 
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Dans  le  premier  volume  du  cours  de  mécanique. 


PREMIÈRE  LEÇON. 

DES  FORCES   APPLIQUÉES    A    UN    MÊME   POINT. 

*  •   Définitio» S.  —  On  appelle  corps  ou  matière  tout 
^  ^Xd  affecte  nos  sens  d^une  manière  quelconque. 

^*  On  appelle  force  toute  cause  qui  met  un  cprps  en 
^^Uvement  ou  qui  tend  à  le  mouvoir. 

^.  Un  point  ou  un  système  de  points  sollicité  par  plu- 
^^Urs  forces  esr  en  équilibre,  quand  ce  point  ou  ce  sys- 
^^e  est  dans  le  même  état  de  repos  ou  de  mouvement 
F^o  si  ces  forces  n^existaient  pas. 

-4,  5.  CoMPARAisoir  des  forces.  —  Deux  forces  sont 
'S^Ies  quand,  appliquées  au  même  point,  suivant  la 
^ême  direction  et  en  sens  contraires,  elles  se  font  équi- 
^bre. 

6.  Le  point  d'application  d*une  force  peut  être  trans- 
porté en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  pourvu 
^^e  ce  dernier  point  soit  lié  au  premier  d'une  manière 
^U  variable. 

7.  Résultante  de  plusieurs  forges.  —  Quand  une 
ïorce  unique  peut  faire  équilibre  à  un  système  de  forces, 
^*ïe  force  R  égale  et  contraire  à  la  première  force  est 
^*le  la  résultante  du  système  de  forces. 
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8.  Un  système  de  forces  ne  peut  avoir  deux  résultantes. 

9.  Composition  des  forces  dirigées  suivàitt  la  même 
DROITE.  —  Plusieurs  forcés,  appliquées  suivant  la  même 
droite  se  composent  en  une  seule,  égale  à  l'excès  de  la 
somme  de  celles  qui  tirent  dans  un  sens,  sur  la  somme 
de  celles  qui  tirent  dans  l'autre  sens,  et  celte  résultante 
agit  dans  le  sens  des  forces  qui  composent  la  plus  grande 
somme. 

10.  li,  12.  Règle  du  parallélogramme  des  forces. — 

Si  deux  forces  P  et  Q  sont  re- 
présentées en  grandeur  et  en 
direction  par  les  deux  côtés  con- 
tigus  AB  et  AC  du  parallélo- 
gramme ABCD,  la  résultante  R 

de  ces  deux  forces  sera  repré- 
sentée par  la  diagonale  AD  de  ce  parallélogramme. 

13.  Composition  de  plusieurs  forces  concourantes. 


La  résultante  R  des  forces  P,c=- 
P',  P'',  P'^^  appliquées  au  mèmŒ:^ 
point  A,  est  la*  droite  AN  qu=- 
ferme     le     contour    polygona 

ABLMN,  dont  les  côtés  succès 

sifs  sont  parallèles  à  la  directioi 
des  forces  données  et  propor- 
tionnels à  leurs  intensités. 

14.  Si  le  contour  se  ferme  de  lui-même,  les  forces 
données  se  font  équilibre,  et  réciproquement. 

i5.  Quand  les  forces  se  réduisent  à  trois,  non  situéeî 
dans  un  même  plan,  leur  résultante  R  est  représentée 
par  la  diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  lei 
droites  qui  représentent  ces  forces. 

46.  Réciproquement,  une  force  AG  =  R  peut  se  dé- 
composer en  trftis  autres  dirigées  suivant  les  arêtes  d'un 
parallélipipède. 
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17,  18.  Relations  entre  une  force  et  ses  compo- 
santes   SUIVANT    trois    AXES    RECTANGULAIRES.    X,   Y,    Z 

étant  trois  forces  appliquées  au  point  A  et  dirigées  sui- 
vant trois  axes  rectangulaires,  si  rt,  i,  c  représentent  les 
angles  que  leur  résultante  R  fait  avec  ces  axes,  on  a  les 

formules 

X  =  Rcostf,     Y  =  Rcosi,     Z  =  Rcosc, 


R=:  V'x*-^  Y^-+-z% 

X 


cosa  = 


cos  b  = 


cos  c  = 


\/ X^  4- Y»  4- Z* 

Y 
V/X^H-Y^  +  Z'' 

Z 

\/X»-hY^+Z» 


f> 


DEUXIÈME  LEÇON. 

sditb  de  la  composition  ses  forces  concourantes. 

^19.  Calcul   de  la  résultante   d'un    nombre  quel- 

^^^qub  de   forces    appliquées   a  un  même  point.  

^^  P',  P",  . . .  sont  des  forces  appliquées  à  un  même 
point  5  a,  [3,  y,  a',  j3',  y',  . . . ,  les  angles  que  leurs  direc- 
^^Ons  font  avec  trois  axes  rectangulaires  5  R  leur  résul- 
^^xite  ;  a,  i,  c,  les  angles  que  cette  résultante  fait  avec  les 
^ï^émes  axes-,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  R  parallèles  aux 
^Xes  :  on  a 


X=PcosaH-P' 


'  cos  a  H-  P'  cos  a' 

Y=Pcosp  +  P' 


p// 

r/ 


cos  a 


// 


•  •  y 


ï' cos  p' -f- F' cos  p"  H- . .  .  , 
PCOS7  ""*'  P'cos7'4-P"cos7"-f-. . . , 


COS^Ï 


R  =  V^  X^ -H  Y=^ -H  Z^ . 

X  ,         Y  Z 

—  >       cos  O  =   —"i       cosc=  —. 

R  R  R 


264  TABLE    DES    PROPOSITIONS 

20.  On  a  encore 

R2  =  P2 -f.  p'2  ^.  i>-2  4. .  .  .  _^.  2  PP' cos  (  P,  P') 
2PP"cos(P,P") 


égalité  qui  revient  à  ce  théorème  :  Le  carré  d'un  côté  d'un 
polygone  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  autres  côtés, 
plus  deux  fois  la  somme  des  produits  de  ces  derniers 
côtés  pris  deux  à  deux  et  multipliés  par  le  cosinus  de 
l'angle  qu'ils  forment. 

21 .  Lorsqu'on  décompose  une  force  P. en  deux  autres- 
Tune  dirigée  suivant  un  axe,  l'autre  située  dans  un  plar 
perpendiculaire  à  cet  axe ,  la  première  représente  c< 
qu'on  appelle  la  force  P  estimée  suivant  cet  axe. 

La  résultante  de  plusieurs  forces,  estimée  suivant  uc 
axe  quelconque,  est  égale  à  la  somme  de  ces  forces  esti- 
mées suivant  le  même  axe. 

22,  23.  CoNDTTioiifs  d'équilibre  de  plusieurs  forces 
CONCOURANTES.  —  Pour  quc  les  forces  P,  P',  P",  ...  ap- 
pliquées à  un  point  entièrement  libre  se  fassent  équili- 
bre, il  faut  que  l'on  ait  (notations  du  n**  19) 

Pcosa-h  P' ces  a' -h  P"  ces  a"  4-.  .  .=  0, 
P  ces  p -h  P' ces  p' -^  P"  cos  p" -h . .  .=  o, 
P  COS7  -H  P'  C0S7'  -\-  P"coS7''  -H . . .  =  o . 

24  à  28.  Equilibre  d'un  point  assujetti  a  se  mou- 
voir sur.  une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée. — Pour 
que  les  forces  P,  P'^,  P'', .  .  .  appliquées  à  un  point  qui 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface 

/(.r,  y,z)  r=o, 

soient  en  équilibre,  on  doit  avoir  (natations  du  n"  19) 

X  _  J^_  Z 

dx        dy        dz 
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29.  Quand  le  point  A  est  assujetti  à  demeurer  sur  une 
oiirbe,  on  a  pour  seule  condition  d'équilibre 

Xdx  -^Yd/  -y-Zdz=z  o. 

3U.  Si  Ton  prend  pour  axe  des  x  la  tangente,  cette 
squation  se  réduit  à 

X=  o. 


TROISIÈME  LEÇON. 

'   composition  et  équilibre  des  forces  parallèles. 

31.  Composition  de  deux  forces  parallèles.  Couple. 
— La  résultante  R  de  deux  forces  parallèles  P  et  Q  leur 

^8-  *2.  est  parallèle;  si  Ton 

appelle  C   son  point 
d'application,  on  a 

R=rP-hQ 


ou 


R  =  Q-P, 


^  Vaut  que  les  forces  données  agissent  dans  le  même  sens 
^  en  sens  contraires.  On  a  dans  les  deux  cas 

BC  ""CA~"AB' 

32,  33.  Un  couple  est  l'ensemble  de  deux  forces 
S^es,  parallèles  et  de  sens  contraires,  mais  non  directe- 
^^^nt  opposées.  Un  couple  n*a  pas  de  résultante. 

3i.  Composition  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
*A.iiALLÈLES.  —  La  résultante  de  plusieurs  forces  parai- 
^les  est  égale  à  l'excès  de  la  somme  des  forces  qui  agissent 
^^Bsun  sens,  sur  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  le 
^^ns  contraire,  et  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande. 
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35.  Un  système  de  plusieurs  forces  parallèles  peut  se 
réduire  à  un  couple . 

36.  Centre  des  forces  parallèles.  —  Si  Ton  change 
simultanément  les  directions  et  les  intensités  de  toutes  les 
forces,  de  manière  que ,  passant  toujours  par  les  mêmes 
points  d'application,  elles  conservent  les  mêmes  rapports 
de  grandeur  et  leur  parallélisme,  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  passera  toujours  par  le  même  point.  Ce  point 
est  appelé  le  centre  des  forces  parallèles. 

37  à  42.  Théorème  des  moments.  -—Le  moment  d'ime 
force  par  rapport  à  un  plan  est  le  produit  de  Tintensîté  de; 
cette  force  par  la  distance  du  point  d'application  delà 
force  au  plan. 

Le,  moment  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconqae 
de  forces  parallèles,  par  rapport  à  un  plan,  est  égal  à  la 
somme  algébrique  des  moments  des  composantes  par  rap- 
port à  ce  plan. 

43  à  46.  Calcul  des  coordonnées  du  centre  de  plu- 
sieurs forces  parallèles.  P,  P',  P^V  •  •  désignant  des 
forces  parallèles,  j:,y,  z,  x'^y'  z'  ^  ...  les  coordonnées 
de  leurs  points  d'application,  R  leur  résultante  et 
^*  î  jKi  9  -^i-»  ^®*  coordonnées  du  point  d'application  de  ; 
cette  dernière  force  :  j 

R  =  P4-P'4-P'/4....  ,  j 

Rj.  =  Pj-4-P'/-4-PV"+-.-, 
Rz,  =:Pz  -+-P'z'  -f.p''3"H-.... 

47  à  49.   Equilibre  des  forces  parallèles.  —  Si  Ion    s 
prend  l'axe  des  z  parallèle  à  la  direction  des  forces,  on 
aura,  dans  le  cas  de  l'équilibre, 

PH-P'  -hP"-4-  ...  =o, 

P^;  H-  P'x'  4-  P'^r'  -f-  .  .  .  =  o, 

Pj-hPV  -h  P"r"4-  ...  =  o. 
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50.  Quand  le  point  O  es  t  fixe,  les  conditions  d'équilibre 
e  réduident  à  deux  : 


QUATRIEME  LEÇON. 

DU   CENTRE   DE    GRÀYITÉ. 

51.  Notions  sur  la  pesanteur.  —  On  appelle  pesan- 
urovL  grai^ité  la  force  qui  sollicite  tous  les  corps  vers  la 
irface  de  la  terre;  cette  force  agit  suivant  la  .verticale. 
îutes  les  verticales  d*un  même  lieu  peuvent  être  regar- 
es comme  parallèles. 

52.  Poids.  —  Le  poids  d'un  corps  est  la  résultante  de 
ites  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  molé- 
les  de  ce  corps.  Le  centre  de  ces  forces,  considérées 
mme  parallèles ,  est  le  centre  de  gravité  du  corps.   • 

53.  Centre  de  gravité.  —  Le  centre  de  gravité  d'un 
'ps  peut  s'obtenir  expérimentalement  en  suspendant 
corps  à  un  fil  dans  deux  positions  différentes.    . 

)4.  Poids  SPÉCIFIQUE., —  Densité.  —  Le  poids  spéci- 

ie  cj,  d'un  corps  homogène  est  le  poids  de  ce  corps 

s  l'unité  de  volume.  P  étant  le  poids  du  corps  et  V 

volume,  on  a 

P  =  tjV. 

i5.  La  densité  moyenne  d'un  corps  est  le  rapport  du 

•     P 
ds  de  ce  corps  à  son  volume  ou  --•  La  densité  d'un 

ps  en  un  point  M  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
vsité  moyenne  d'un  volume  de  matière  pris  autour  du 
iutM  quand  ce  volume  tend  vers  o. 

56.  Centre  de  gravité  d'un  assemblage  de  corps. — 
P}//,...  étant   des   poids    appliqués    en  des    points^ 
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(x,y,  z) ,  (x'jjr\  z')  . . . ,  P  la  somme  de  tous  ces  poids, 
et  Xi^jTi,  Zi  les  coordonaées  du  centre  de  gravité,  on  a 

^rt^px-hpY-^pY-^   .., 

Vz,:=pz  -hp'z'  ->rp"z"  -h 

57.  La  somme  des  moments  des  poids  par  rapport  S 
tout  plan  passant  par  le  centre  de  gravité  de  leur  systèm 
est  égale  à  zéro. 

58,  59,  60.  Propriétés  du  centre   de  gravité. 

Soient  A,  A',  A'''  les  centres 
gravité  de  plusieurs  poids  p, 
p", ...  et  O  le  centre  du  systè 
de  ces  poids.  Si  l'on  appliqQ 
en  O  des  forces  dirigées  s 
vaut  OA,OA',  OA'' . .  •  et  repML— é- 
sentées  par  p  X  OA,  p'  X  O.^^', 

p"xOA'\  .  . . ,  ces  forces  se  feront  équilibre. 

61.   Si   G(x,,ji,-3i)    est  le    centre  de    gravité       ^u 

système  des  poids  p^p'^p"^  .  -  • 
et  si  OG  =  /'i  (les  autres  no  «-a-" 
tions  comme  au  n®  58) ,  on  a_ 


Fiç.  20. 


€ 

e 
1- 


Fîg.  ai. 


0 


A'. 

A,  .A-» 

G' 


•A" 


y 


i  —pp'AA'  —pp^Ak"  — ...  - 

62.  L'expression 

devient  minimum  quand  le    point  O  coïncide  avec      *^ 
point  G. 

63.  Centre  de  gravité  des  lignes.  —  Le  centre  ^^ 
gravité  d'une  ligne  ou  d'une  surface  est  le  centre  d'd-*^^ 
infinité  de  forces  parallèles  appliquées  à  leurs  diflere-'^** 
points. 
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Une  ligne  ou  une  surface  sont  homogènes,  lorsque  des 
portions  égales  de  cette  ligne  ou  de  cette  surface  ont  des 
'^suhantes  égales  ou  des  poids  égaux. 

64,  60,  66.  Le  centre  de  gravité  (xi,j^i,  z,)  d'une 
"Sne  homogène  est  donné  par  les  formules 

/a:,'=r   I  Xfls  ^      //,  =    1  fds^       /z,  =   I  zds. 


CINQUIEME  LEÇON. 

CENTRE   DE    GRAYITÉ    DES   LIGNES   ET    DES   SURFACES. 

67.  Ligne  droite.  —  Le  centre  de  gravité  d^une  ligne 
aroîte  est  au  milieu  de  sa  longueur. 

68.  Arc  de  cercle.  — Posant 


Fig 

y 

■  A 

• 

OA  =  a, 

y^^ 

~~-~? 

BAC  =  /, 

^ 

on 

a 

BC  =  c, 

\  " 

) 

À 

X 

V 

— -^ 

V 

n 

À 

OG-7. 

69,  70.  Cycloïde.  —  Posant  CD  =  û,  on  a 

Pour  l'arc  entier  CA, 


ar.  =  j«. 


TT  2 
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71 .  Parabole,  y^  =  ipx  : 


-h/?'-+-/?'-hl 


r-+-  \/r' •+•>»' 


) 


^    4^4-^4-44/0:'- 


2  32 


72 ,  73.    Centre  de  gravité   des  surfaces,   i 
l'aîre  de  la  surface  ;  posant 

dz  dz  I 


dx 


on  a 


74,  75.  Centre  de  gbavité  des  figures   plani 
Fïg  29.  Quand  la  surface  est  plan 

a,  en  posant  OA  =  a ,  OB 
appelant  y  et  y'  les  01 
nées  des  courbes  CD  et  C 


«/a 


)djL 


76.  Applications.  Triangle.  —  Le  centre  de  gr 
d'un  triangle  est  sur  une  médiane,  aux  deux  tîers  de 
ligne  à  partir  du  sommet. 

77.  Parabole.  j'=  ipx^ 


X  \      I  I    "^  •*> 


5    ' 


r,  =  gj. 


Ub.. 
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78.  SbCTEUK  ClHCULilISE. 

2     rayon  X  corde 

■^'""3"  arc 

79  à  82.  Ctcloide.  V  segment  CNP;  a  diamètre  do 
cercle  générateur. 

Kg.  33.  l  =  xj  — V, 


* 

u 

L 

, 

' 

\ 

„ 

Pour  la  demi-cycloïde 


SIXIEME  LEÇON. 

CENTRE   DE   UHAVITE   DES   SURFACES    (SUITS). 

">  84.  Centre  de  gravité  des  surfaces  de  hévolo- 
Fij.  34,  TioK,   s  surface  engendrée  par 


CD,  X,  =  OG,  CM  =  j 


'^"■'  "—'f' 


tyds. 


Si  la  même  courbe  CD  (onrhe 
successivement  autour  de  Oa:  et 
j  ^y  *l  que  G  et  G'  soient  les  centres  de  gravité  des- 
"^  surfaces  engendrées  S  et  S',  on  a 


S.0G  =  S'.OG'. 
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85.  Zone  sphériqve.  —  Le  centre  de  gravité  d\ 
zone  sphérique  est  sur  le  diamètre  perpendiculaire  ^ 
deux  bases  et  à  égale  distance  de  ces  bases. 

86.  Zone  cycloïdale.  —  Notations  du  n°  69. 

S  =  47rj  V«^H 3 —  («  "^) ô-J 

X  8-1 

î77rv«  (û  —  J^J    —  -?-=  wû*- 

i5         ^  ^       4^ 

87.  Pour  la  demi-cycloïde 

8 

TT - 

a  i5 

JTi  ^:r  —  •   ï-  • 

TT-    - 

88.  89.  Théorèmes  de  Guldin.  —  La  surface  en^ 
drée  par  la  révolution  d'une  courbe  plane  a  pour  mes^ 
la  longueur  de  la  courbe  multipliée  par  Tare  de  cei^ 
que  décrit  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  courbe. 

90,  91,  92.  Le  volume  engendré  par  la  révolutï 
d'une  aire  plane  est  égal  à  l'aire  génératrice  mnltipl: 
par  Tare  de  cercle  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  v.e 
aire. 

93.  Si  une  surface  plane  se  transporte  dans  Tesps 
de  telle  sorte  qu'un  de  ses  points  restant  toujours  sur  u 
courbe,  son  plan  demeure  constamment  normal  à  ce 
courbe,  le  solide  engendré  par  le  mouvement  de  ce 
surface  aura  pour  mesure  Faire  génératrice  multipliée^ 
la  courbe  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

94  à  96.  Volume  du   cylindre.  —  Le  volume  d' 
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Cylindre  queVconque  est  égal  à  Taire  d^une  section  droite 
multipliée  par  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux 
bases. 


SEPTIEME  LEÇON. 

CENTRE  BE   GRAVITfi  DBS   V0LUMB8. 

97,  98.  Cône.  —  Le  centre  de  gravité  du  cône  est  sur 
la  di^oite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la 
^^se  et  aux  trois  quarts  de  cette  droite  à  partir  du  sommet. 

.  Secteur  speéRiQUE.  BOA  :^  a,  OA  =  r, 
Fig.  46.  3  ^ 

B  OG  ^=  -7  r  cos*  -  a . 

100.  Solides  de  révolu- 
tion. PM=:y,  VM'=y,  V 
volume,  {xiy  y,)  centre  de  gra- 


i 


Fig.  47. 


c 
c 

i 

JE 

] 

«ï 

NX' 

i 

i 

p  i 

l 

B    jC 

V  =  iry     (;.»-^'^)rf.r, 


r.  =  o 


Vor,  =  TT  r   (/»  —  /»)  ^£/x . 


*"1.  Corps  dont  le  centre  de  gravité  s'obtient  par 

^'C-  48.  UNE  seule   INTÉG4)fTION.  

Ellipsoïde  : 


3  +  é  +  :5  =  '. 


6  =  zOj^,  X  =  angle  de Ox 
ei  du  plan  zOj^  OA  =  a, 

18 


^74 
0B  =  6, 
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nbeànBûnX 

V= 5-^ (6  —  a)(3a*— a'  — a6  — 6»)^ 

t02,  103.    CeNTKB  DB  GRÂTITÉ  D^VN  €0RPS  QUBLCONÇ 

V  volume,  P  poids,  p  deDsité,  (Xi,  jr^  z^)   centre 
gravité. 

'     P=  /   I   jpdxdjdz, 
Fx,=  j  j  ja:pd\y 


HUITIÈME  LEÇON. 


tolumb  et  centre  ve  gravité  des  corps  rapportés  a  1 

cordonnébs  polaires. 

104.  Coordonnées  polaires. 

*"'«•  ^-  OM  =  r, 

MO*  =  0, 
MQP=4/. 

105,    106.    Formules    p 
^^  passer  des  coordonnées  recU 

gulaires  à  des  coordonnées  polaires,  et  réciproquemen 

x==rcosO,    /=  rsinGcos^'»     z  =  rsinGsin>{f. 

X 
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107  à  HO.  Volume,  poids,  cewtrè  de  gravité  d'un 

^ORPS  RAPPORTÉ  A  DÉS    COORDOUNÉES  POLAIRES* 


sinB  drdBd^y 


P=  j    i  Cpr'sinBdrdQd^, 

Py^=:  I    I    I  pr^bin^Bcos^drdBd'^y 

Vti=l    I    j  ^r^sm^Bsiïï'^dtd^d'^. 

''1  •  Application  au  corps  terminé  par  deux  surfaces 
8pnéï*î^j||eg  concentriques  dont  les  rayons  sont  a  et  4, 

et  par»  la  surface  d'un  cône  droit  dont  l'angle  générateur 

est  ûr  , 

3    b*-^a'      ■    I 


\  (6»  — a*)sin«  -a,      *,=  j.- 


cos'  -  a  . 


4      ^8—  flS  2 


f 


NEUVIEME  LEÇON. 

ATTRACTION    DES    CORPS. 

^"12.  Loi  de  l'attraction,  a  et  u/  étant  les  masses  dé      ^ 
aeu^c    molécules,  u  leur  distance,  y  un  coefficient  con- 
slaiàt  ;  rattrîTCtion  mutuelle  de  ces  deux  moléj^les  est  re- 

F«sentée  par  •%'.  ^ 

» 

*^  *3  à  116.  Attraction  des  sphères.  -^  L'attraction 
^^^e  couche  sphérique  homogène  sur  un  point  matériel 
P^^^  dans  son  intérieur  est  nulle. 

^n.  L'attraction  d'une  couche  sphérique  homogène 
^^^  \in  point  extérieur  est  la  même  que  si  toute  la  masse 
^  «a  couche  était  réunie  à  son  centre* 

i8. 


^.1. 
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118, 119,.  Les  résultats  précédents  s'éludent  au  cas 
d'une  enceinte  composée  de  coucbes  sphériquos  dont  la 
densité  varie  de  Tune  à  Tautre,  mais  reste  la  même  dans 
toute  rétendue  d'une  même  couche. 

lâO,  121.  L'attraction  exercée  par  une  sphère  sur  un 
point  intérieur  est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce 
point  au  centre:  —  Si  le  point  est  extérieur,  l'attraction 
est  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la  sphère  était  réu- 
nie à  son  centre. 

132.  Deux  sphères   s'attirent  comme  si  la  niasse  de 
^i^luacune  était  réunie  à  son  centre. 

\..4!^t. Formules  générales.  A,  B,  C  composantes  de 
l^ttraction  exercée  sur  un  point  O  (a,  6,  y)  dont  la  masse 
eist  [i  par  un  corps  quelconque  dont  l'élément  de  masse 
est  dm* 


FIg.  57. 

g 

r~> 

' . 

J<1. 

0 

/ 

X 

A 

u  est  la 

distance  OM. 

124.  En  transportant  l'origine   au  point  O  \  g^h 
étant  les  li^gles  dé  OM  avec  les  axes,  et  u^^^  les  c 
données  polaires  du  pointM,  on  a 

A  =  — /f*   I    /    f  pcosg'rfasinôrfôrfi}'» 
C  =  — /fx  /    f    I  pcoskdasînBdBd^. 
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Iffî.  Réduction  des  intégrales  ▲  une  seuls.  —  Si 

l'on  pose 

on  a 

128 ,  127.  Propriétés  de  la  fonction  V.  —  Si  le  point 
^^^ré  est  extérieur,  on  a 

d^y       d^V      d^Y 

1 1 =  o: 

da}   ^  dV   ^    d-i^  ' 

**  'Ç  {^oint  attiré  est  intérieur, 

rf>V       d^V      d'Y  . 

Pi  ct^:i3(  la  densité  du  corps  attirant  au  point  où  est  placée 
la  molécule  attirée. 


DIXIÈMB  LEÇON. 

-attraction  d'un  ellipsoïde  ^ur  un  point  intérieur. 

*28*  Formules  relatives  a  l'ellipsoïde.  —  En  posant 

eus*  g'       cos'A      cos'X* 

acosfiT       6cosA       7C0sA' 


,_,       «'       «'       7' 


les 


Composantes  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde 

f- —  -4-  —  =  I 
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3ar  un  point  extérieur  (a,  /3 ,  y)  sont  données  par  les  for- 


mules 


•*>  • 


— =—  cos^.sm0cf6</4'y 

B=  I   I  ^       ^^    '  ^'cosA.sin9€f9</4i, 


.    C=  I   f  ' —^ ^cosA^.»ln9€/6</^. 


129,  130.  Ces  formules  se  réduisent  aux  suivantes  : 

a    V  rcos'/g'      . 
A  =  -;    I    I  ^.sinGdÔ€/+, 

131.  Conséquence  des  formules.  —  i®.  Tous  les 
points  situés  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  un 
axe  sont  également  attirés  .d|ms  le  sens  de  cet  axe,  et  le» 
composantes  de  TattractioA  sont  proportionnelles  aux 
distances  du  point  attiré  aux  trois  plans  principaux  de 
Fellipsoïde. 

a*».  On  a 

ABC. 
h-rH —  =  4^^» 

a  6         7 

dk        dB       dC        , 

Ta'^'dè'^d^i^^^''' 

y.  Une  couche  homogène  comprise  entre  deux  sur* 
faces  ellipsoïdales  homothéliques  n'a  aucune  action  sur 
l'espace  vide  intérieur. 

132.  Suite  de   l'intégration  des  formules.  En 
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posant  tang  ^  =  t^  on  trouve 


A=47ra  f       ; 

•/o    v(^*«>**^-H«*»m*ô)  (c»cos»ô -4-fl*8m»ô) 

aeooê*BsmBdQ 


I    -= 

0    v(â*co8' 


±=-  J 


o    V(«*co8'e  H-  6»8in»0)  (^"cos'ô-h  **siii»0) 

ab  coi'BsinQdB 


t/o    v(a*cos* 


133.  En  posant  M  =  |7r  aie,  X»=  ^^,  V«  =  ^l=^\ 
cos  0  =  u  : 

3Ma    /** ul'dii 


3M6    /•' tt'rfg 


-t-  X'»  u} 


_3M7   /"      :;v"'^^ 


134.   Posant 


1,     \/(i4-Va')(i+V«tt')' 


on  a 


3Ma^ 


«• 


3M7    d.V¥ 
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135.  Formules  de  Jacobi.  —  En  posant  u  = 
Jacobi  trouve- 


00 

A  = 


«="»  "" 


'I  (-^)\/('4)(-è)(- 


136.  Développement  de  A,  6,  C  en  série,  quan 
sont  irès-petits. 


ONZIÈjPIg-iEÇON. 


"V 


SUITE   DE   l'attraction   DES   ELLIPSOÏDES. 

137.  Réduction  aux  fonctions  elliptiques  d 

POSANTES  DE  l' ATTRACTION.  Sî  l'OD  pOSO 


6^=1-^,.       tangT  =  Vy/-^^ 
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00  aura 


A= 


3Ma    r  *  I  ,         ,1 


^M€ 


B  = 


(  b^  —  a»)  ^c»  —  a^ 


F(i?,T) 


f__] 


C  = 


3M7 


(ir»— *»)^c>— a» 


[F(^,T)-E(^,T)1. 


'38  à  140.  Cas  .ou  l^ellipsoïdb  est  de  révolution.  — 
^  '  eUip3oïde  est  de  révolution  autour  de  son  petit  axe 

A=.^j^(X  — arctangX), 


B  =  — — -  (  arctang^c l) 

€=;=  — -^  larctaDgX | 


*4pi.  Si  Tellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  Taxe 
^t>  €5n  s\ippo&ant  c  =;=  a  et  J  ]>•  a,  on  aura  X'  =  o. 

A      C        3M   r,    / ,/  / ,1 

-  =  -  =  — rT-3  [ >  V^T+X^  —  1  ( X  4- \/ 1 -h  V  )  1 , 

142,  143.  Démonstration  synthétique  de  ce  théorème 
de  Newton  :  Une  couche  homogène  d'une  épaisseur  quel- 
conque comprise  entre  deux  surfaces  ellipsoïdales  sem- 
blables   et   semhlablement    placées   n  exerce   aucune 
action  sur  un  point  intérieur. 


*      « 


444 


tm  £ 


M 


^'« J 


■    •  _    «    *»  •  ^ 


I4CL 


la 
le 

que:  le 
àani  de 


A.  B.- 


àe  r«iirBCDm  an 


T  Z 


= B-       C  =: ^C 


n  est 
^uaH  sur  ir  potMU  u   corrGspcinàant 


ET    DES    FORMULES    PRINCIPALES.  a33 

Ce  théorème  aubàiste  quelle  que  soit  ia  loi  d^ajttraction. 

147.  Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  calculer 
les  valeurs  deis  demi-axes  a\  b\  d  du  second  ellipsoïde^ 
eonnaissiant  ceux  du  premier  et  les  coordonnées  a,  6,  y 
^pointfA.  Ona 

Cette  équation  donne  une  valeur  positive  pour  a'*  et 
une  seule.  Le  demi-axe  a'  étant  déterminé,  on  aura  les 
deux  autres  par  les  équations 

h'^  =  a"  -4-  A,     c"  =  a!^  4-  k. 


DOUZIEME  LEÇON. 

NOTlOJirS   PEËLIMIM AIRES   SUR  LE   KOUVEMENT. 

148.  DÉFiivmoifs.  —  La  dynamique  a  pour  objet  l'ë- 
todedes  lois  du  mouvement  des  corps.  On  considère,  dans 
^tte  partie  de  la  Mécanique ,  une  quantité  dont  on  n'a 
Piseu  à  s^occuper  en  statique,  le  temps.  L'idée  du  temps 
ot  tme  idée  simple,  qu'oftr^é  définit  pas. 
*  Oea^:  ii^tervalles  de  temps  sont  égaux  ^  quand  deux 
^rps  ideaUqufBs,  placés  dans  les  mêmes  circonstance^, 
F>roourent  des  espaces  égjaux  dans  ces  deux  intervalles 
<fe  temps,  quelle  que  soit  la  loi  de  leur  mouvement 
^mmun.  La  notion  d'une  suite  d'intervalles  de  temps 
%4ux  conduit  à  celle  du  rapport  commensurable  ou  in- 
commensurable de  deux  temps  quelconques.  L'unité  de 
^etups  généralement  adoptée  est  la  seconde, 

149.  Mouvement  ui^iforme.  —  Le  mouvement  le  plus 
Simple  que  puisse  prendre  un  point  matériel  est  celui 
*^ns  lequel  ce  point  décrit  une  ligne  droite,  sur  laquelle- 
'1  parcourt  des  espaces  égaux  dans  des  temps  égaux.  Ce 
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mouTement  est  dit  uniforme.  On   aj^pelle  moaTenu 
varié  toat  mouvement  qui  n*est  pas  anifonme. 

iSO.  Quand  un  point  M  se  ment  eu  ligne  droite,  !*• 
^  ^-  pace  pârcouin  par  ce  poi: 

o B M        j     ou  plus  généralement  sa  d 

tance  x  à  un  point  fixe 
pris  sur  cette  droite,  est  une  fonction  du  temps  t  écoi 
depuis  unç  époque  couTcnue,  en  sorte  qu^on  a 

cette  équation  est  ce  qu^on  appelle  Yéquaiion  du  mou 
ment. 

loi.  La  vitesse  d*un  mourement  uniforme  est  Fe^ 
constant  que  le  mobile  parcourt  dans  Funilé  de  temps 

On  peut  encore  définir  la  rilesse,  le  rapport  de  Vi 
pace  parcouru  au  temps  employé  à  le  parcourir. 

Si  Ton  rapporte  la  position  du  mobile  a  un  point  O  û: 
pris  sur  la  droite  parcourue  et  que  Ton  désigne  par  b  i 
distance  OB  à  cette  origine, 

sera  léquation  la  plus  génâUjadu  mouTement  uniforme. 

ISSL  L*équation  du  mouTcment  unifiMrme  so^pofi 
qn^on  ait  adopté  deux  unités,  Tunité  de  longueur  < 
Punité  de  temps.  Le  nombre  qui  exprime  la  ritesse  ai 
pend  de  cbacune  «Telles. 


133.  Db  b*isE&TiB.  —  Un  point  matériel  en  repos  0 
peni  se  mettre  en  mouvement  de  lui-même  et  sans  on 
cause  extérieure.  Si  un  point  matériel  a  t  té  mis  en  1110C 
Tement  par  des  causes  qudconques,  et  qu^ensuite  il  ^ 
soit  plus  sollicité  par  aucune  force,  il  devra  se  moa: 
voir  suivant  une  certaine  ligne  droite,  en  conserra^- 
tonjours  la  même  vitesse,  c^est-a-dire  en  parcourant  s^ 
celle  ligne  droite  des  espaces  égaux  en  tonps  éganx» 


!^ 
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1S4.  Ces  propriétés  constituent  ce  qu'on  appelle  rï/ier-" 

ta?  de  la  matière. 
Le  mot  inertie  ne  signifie  pas  que  la  matière  soit  inca-^ 

pable  d^agir. 

155.  Vitesse  dàks  le  mouyeheiît  varié.  —  On  appelle 
titesse  d'un  mobile  au  bout  du  temps  f,  la  vitesse  du 
mouvement  uniforme  qui  succéderait  au  mouvement  varié 
si,  â  cet  instant,  la  force  motrice  cessait  d^agir. 

156.  Quand  un  mouvement  n'est  pas  uniforme  et  rec- 
tiligne,  la  vitesse  varie  à  chaque  instant  et  d'une  manière 
continue  soit  en  grandeur/  soit  en  direction.  Il  n'existe 
pas  de  force  qui  puisse,  dans  un  instant  indivisible, 
changer  brusquement  la  grandeur  ou  la  direction  de  la 
vitesse  d'un  corps  ou  imprimer  subitement  une  vitesse 
foie  à  un  corps  en  repos. 

1S7  à  159.  Soit  M  un  point  matériel  qui  se  meut,  d'un 

Fig  6,  mouvement  varié,  sur  une 

j)  ^    j^,  droite  Ojr.  Appelons  x  la 

**  «    dislance  OM  de  ce  mobile 

*  Un  point  quelconque  de  la  direction  Ojr,  et  t  le  temps 

compté  a  partir  d'une  époque  quelconque,  temps  au  bout 

auquel  le  mobile  est  en  M  v  soit  i^  la  vitesse  inconnue 

Ti'il  possède  à  cet  instant.  La  formule 

Amne  la  vitesse  du  mobile,  pourvu  que  Ton  convienne  de 
'garder  comme  positive  la  vitesse  du  mobile  lorsqu'il 
^a  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  et  de  la  regarder 
comme  négative  dans  le  cas  contraire. 

160.  Si 
^^  l'équation  du  mouvement,  on  aura 


"zi^  FABLB   DB»    PROPOSITIOBS 

!>i  réqvBifMi  iim  \mmkrtamni  éuit  de  la 
ou  aurai  i 

101.  RéciiH'Oifuetneu^  si  Ion  donue  réqnatian 


otx  d%kva 


rWblZIÈME  LEÇON. 

Ml  l.\iCCtUtATION. 
I6i,     Ihi     THOV^WUMIT    VSUrORlCÉMBlfT  VARIÉ.     Soît 

n^.  tM.  ^^  P^int  matériel  M  qui  se 

meut  sur  une  droite  Ox  de 


telle  sorte  que  sa  vitesse  p 
croisse  proportiottiMJWttieut  au  temps  t^  à  partir  du  mow 
ment  où  le  mobile  était  eu  un  point  donné  A.  Soit  ^ 
raccroisaement  coustaut  de  la  vitesse  pour  chaque  umté 
de  temps.  Soient  OA  =  h  Tabscisse  du  mobile  à  répootie 
initiale.  0:M  =  x  sott  abscisse  après  le  temps  t^  asi 
vitesse  au  point  A,  on  aura 


«'=:«4-|t. 


I 


x  =  d4-«#4-— •  1^ 


a 


lit?  mouvement  représenté  j>ar  cette  équation  est  dit    p 


'♦'♦Jfotniémcnt  varié  ou  accéléré. 


t 
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163.  Si  l'oh  place  le  point  O  en  A^  si  de  plus  on  sup- 
pose a^  o,  on  aura 

164.  Principe  des  mouvements  relatifs»  —  Si  des 

points  matériels  M,  N,  P* . .  se 
meuvent  dans  V espace  siUvant 
des  droites  parallèles,  avec  une 

.  vitesse  constante  ou  variable, 
TT  mais  qui  soit  la  même  pour  tous 

à  chaque  instant,  de  sorte  quHls  paraissent  ne  pas  se 
déplacer  les  uns  par  rapport  aux  autres^  si  F  un  des 
points,  M  par  exemple,  vient  à  être  sollicité  par  une 
certaine  Jorce^  le  mouvement  relatif  du  point  Ma  /'e- 
gard  des  autres  points  sera  le  même  que  le  mouvement 
absolu  qu  aurait  ce  point  M  si  le  mouvement  commun 
n  existait  pas  et  que  le  point  M  partant  du  repos  fût 
encore  sollicité  par  la  même  force. 

Cette  loi  de  la  nature  est  vérifiée  par  Faccord  des  cqa- 
séquences  qu'on  en  tire  avec  les  faits  observés,  surtout 
en  astronomie. 

165.  Il  résulte  de  ce  principe  que  si  un  point  matériel 
tsàmé  d'une  vitesse  acquise  vient  à  être  sollicité  par  une 
force  dirigée  dans  le  sens  même  de  son  mouvement  ou 
en  sens  contraire,  cette  force  lui  communiquera,  après 
tiR  temps  quelconque,  un  accroissement  ou  une  diminu- 
^*on  de  vitesse  précisément  égal  à  la  vitesse  qu'elle  lui 
Uttprimerait  s'il  partait  de  l'état  de  repos. 

166.  Effet  d'une  force  constante  sur  un  point 
MATÉRIEL.  —  Une  force  P,  d'intensité  constante,  agissant 
^  uue  manière  continue  sur  un  mobile,  animé  d'une  cer- 
taine vitesse,  dans  la  direction  de  la  force,  lui  imprime 
^n  mouvement  uniformément  varié. 

^^T.  Comparaison  des  forces.  —  Le  changement  de 
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vitesse  produit  sur  un  mobile  par  V action  simultanée  de 
deux  fotces  qui  agissent  dans  la  direction  du  moui^e'^ 
ment  déjà  imprimé  au  mobih^  est  indépendant  de  la 
vitesse  acquise  et  est  égal  à  la  somme  des  vitesses 
qu  aurait  eues  séparément  le  mobile  sij  pris  à  Vélat  de 
repos ^  il  avait  été  tour  à  tour  soumis  à  l'action  de  cha- 
cune des  forces  P  eî  P. 

168.  Deux  forces  d^ intensités  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  changements  de  vitesses  quelles  peuven 
produire  séparément  pendant  le  même  temps  sur  u 
même  point  matériel, 

169.  Ce  fait  est  confirmé  par  Texpérience. 

170.  171.  De  l'accélération.  — Une  force  d'intensî 

p.     g^  variable  sollicite  un  poi 

matériel    M  suivant  u 

M  M 

5  •       "*     '    F"    certaine  droite  Ojr.  Soie 

OM  =  a:  et  1^  la  vitesse  que  possède  le  point  matériel  s^     au 
point  M,  au  bout  du  temps  t,  A  ce  moment  la  force  p] 
spikte  une  certaine  intensité  P,  et  si  elle  agissait  constai 
ment  avec  cette  intensité,  elle  ferait  éprouver  à  la  vîtes="    se, 
pendant  Tunité  de  temps,  une  certaine  variation  9.  G 
quantité  9  est  ce  qu'on  nomme  V accélération ,  et  l'on 

dv 
'^  =  Jt' 

172.  L'accélération  ç  sera  positive  ou  négative  se-Iïon 
que  la  force  P  tirera  dans  le  sens  des  x  positifs  ou  d  <^ans 
le  sens  contraire. 


QUATORZIÈME  LEÇON. 

DE    LA   MASSE   DES   CORPS.  jf,-' 

173.   Masse  des  points  matériels.  —  Si  l'on  agit  ^^^^ 
uïi  corps  pour  le  mettre  en  mouvement,  une  réar"""*^^ 
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en  sens  inverse  s'exerce  contre  Tagent  ou  Toi^ane  qui 
donne  le  mouvement ^  et  cette  réaction  est  la  cause  de 
la  sensation  que  nous  éprouvons.  En- général  yn  coi^ps  ne 
peut  agir  sur  un  autre  sans  éprouver  de  la  part  de  cet 
autre  une  réaction  égale  et  contraire. 

« 

174.  De  te  qu*il  faut  des  efîorts  plus  ou  moins  consi- 
dérables pour  donner  le  même  mouvement  à  des  corps 
différents,  on  doit  conclure  que  ces  cofps  ne  contrenneni 
pas  des  quantités  égales  de  matière.  * 

On  dit^  que  deux  points  matériels  ont  des  masses 
égales,  quand  deux  forces  égales ,  appliquées  pendant 
^  même  temps  à  ces  deux  points^  leur  donnent  le  mémo 
^i^uvement» 

175.  Si  Ton  conçoit  une  multitudes  de  points  matériels 
3jant  des  masses  égales  et  qu'on  réunisse  plusieurs  de  ces 
points  en  un  seul^  on  formera  des  molécules  dont  les 
'ïiasses  auront  entre  elles  des  rapports  quelconques. 

176.  Masse  des  corps.  —  Des  forces  égales  et  parallèlei^ 
appliquées  à  différents  points  de  même  masse,  peuvent  être 
**©mplacées  par  leur  résultante  qui  est  parallèle  aux  forces 
Considérées,  égale  à  leur  somme  et  passe  toujours  par  1c 
lUème  point,  quelle  que  soit  d^ailleurs  la  direction  corn- 
*ïaune  de  ces  forces.  Ce  point  est  dit  le  centre  de  masse 
du  corps.  Quand  un  corps  de  figure  invaiîuhle  est 
sollicité  par  une  force  qui  passe  par  le  centre  de  masse  ^ 
tous  ses  points  décriv^ent  des  droites  parallèles  et  égales^ 
<iuns  le  même  temps. 

Les  masses  de  deux  corps  sont  égales,  lorsquen  ap- 
pliquant des  forces  égales  à  leur  centre  de  masse  tous 
l^^  points  de  ces  corps  décriv^ent  des  droites  parallèles 
^*^^g|fci  même  "vitesse*  Les  masses  m  et  /n'  de  deux  corps 
^^ntdans  le  rapport  de  n  à  /z'  lorsqu'on  peut  les  parta- 

^^ï*  l'un  en  n  parties,  l'autre  en  n'  parties  ayant  la  même 
tria. — 
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177.  Relation  entre  les  f^oRCES,  les  xasses  et  l 
YiTEssES.  —  Si  des  forces  constantes  P  et  P'  appliqué 
aux  masses  m  et  m' leur  impriment  la  même  vitesse 
elles  seront  entre  elles  comme  ces  masses, 

178.  Supposons  que  deux  forces  d'intensité  constan 
P  et  P',  appliquées  a  deux  corps  quelconques  dont  1 
masses  sont  m  et  m\  leur  fassent  acquérir  des  vitesses 
et  II'  an  bout  d'un  même  temps  t.  On  aura 

P  _  iiftt 

179.  De  la  quantité  de  mouvement.  —  Le  prod^ 
mu  de  la  masse  d'un  corps  m  par  la  vitesse  u  commun  ^ 
tous  ses  points  est  ce  qu^on  appelle  la  quantité  de  mou  ^ 
ment  du  corps. 

Les  intensités  de  deux  forces  appliquées  à  deux  co. 
quelconques,  à  leurs  centres  de  masse,  sont  proportèkj 
nettes  aux  quantités  de  moui^ement  qii  elles  donnent 
ces  deux  corps.  On  peut  prendre  pour  mesure  de  Vii 
/IjjfhlBité  d  une  force  P  la  quantité  de  mouvement  mu  qa^eU 
èbmmunique  à  une  masse  m  dans  un  temps  déterminé 
par  exemple  dans  l'unité  de  temps.  On  a 

P  =  muj 

en  prenant  pour  unité  de  masse  la  masse  d'tm  corps  qui 
sollicité  par  F  uni  té  de  force,  acquerrait  dans  l'unité  d< 
temps  une  vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

180.  Force  motrice.  —  Force  accélératrice.  —  Sup 
posons  qu'une  force  appliquée  au  centre  de  masse  X^ 
corps  dont  la  masse  est  m,  ait,  à  l'instant  considéré,  uo 
intensité  P.  Soit  ç  la  vitesse  que  cette  force  ferait  acq»* 
rir  au  mobile  au  bout  de  Tunité  de  temps,  si  pendant  ' 
temps  elle  conservait  une  intensité  constante  égale^P* 

La  force  P,  appelée  force  motrice,  est  donnêiit:^^ 
relation 

^  dt 
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i8i.  Le  nombre  p^  qui  représente  la  force  motrice  de 
Tiinité  de  masse,  est  le  même  que  celui  qui  exprime  Tac- 
opération  f .  La  force  motrice  qui  produit  le  mouvement 
deTunité  de  masse  ^st  dite  la  force  accélératrice  du  mo- 
yit^  et  la  quantité  f  est  nommée  in4i&e;r.e^^Q!Qnt  V accé- 
lération ou  la  force  accélératrice. 

182.  Relation  entre  le  poids  et  la  masse.  -^L'obser-» 
vation  prouve  que  deux  corps  pesants,  quelles  que  soient 
leur  substance  et  leur  forme,  acquièrent  ]a  même  vitesse, 
au  bout  du  même  temps,  quand  ils  tombent  dans  le  vide. 
Si  les  choses  ne  semblent  pas  se  passer  ainsi  dans  la 
nature,  la  cause  en  est  due  à  la  résistance  de  l'air,  milieu 
dans  lequel  s'opère  la  chute  du  corps. 

II  résuflte  de  ce  fait  que  les  poids  de  deux  corps  sont 
proportionnels  à  leurs  masses. 

Le  centre  de  masse  d'un  corps  n'est  autre  chose  que 
sott  centre  de  gravité. 

183.  Des  unités  employées  en  mécanique.  —  On  pre 
ordinairement  pour  unité  de  temps  la  seconde^  pour  c 
^e  longueur  le  mètre.  L'unité  de  force  est  le  gi*ainme  oii 
fe  kilogramme  :  le  gramme  est  lé  poids  d'un  centimètre 
<!ube  d'eau  distillée  à  son  maximum  de  densité. 

On  doit  prendre  pour  unité  de  masse  la  masse  4u  poids 
^,80896. 

184.  Le  nombre  -  j  qui  exprime  la  masse  dVp  corps, 
'S 

^tele  même,  en  quelque  endroit  qu'on 'le  déterminé. 

»85.  Soient  V  le  volume  d'un  corps  supposé  homogène 
*'  D  sa  densité  ou  sa  masse  sous  l'unité  de  volume.  En 
^PpeUntm  la  masse  de  tout  le  corps,  on  aura 

m=VD,      P  =  VDg. 


ï9; 


"apa  TABLE   DES  'FROPOSTTIOIÏ& 


QUINZIÈME  LEÇON. 

KOUYEHBNT   DES  CORPS   PESANTS. 
186.    MOUVEKEIÏT    VERTICAL    DES    CORPS     PESANTS    DA^  :^ 

LE  VIDE.  —  En  appelant  g  i^accélération  due  à  la  pesa^^^i 
t^ur^  on  9 

Vz=:a-\-gty 

a  représentant  la  vitesse  possédée  par  le  mobile  à  Tci^ri 
gine  du  temps,  et 

x=z  b  -^  at-i-^—t 

b  étant  Tabscisse  du  mobile  à  l'origine  du  temps. 

187.  Si  Ton  compte  les  espaces  et  le  temps  à  part^  y  di 
point  où  la  vitesse  est  nulle,  on  a 

v=igt^     ^=Y'       «'=Y2^jr,     •^  =  — • 

*  ". . 

■iS^.-.i.;  ^    .  -  ^» 

'-;^n  appelle  sj^gx  la  vitesse  due  à  la  hauteur  Xy  et esi 

dite  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v* 

188.  Quand  un  corps  est  lancé  de  bas  en  haut  sui- 
vant la  verticale,  on  a 

et  si  l'on  compte  les  espaces  à  partir  du  point  où  se  trouve 
1  e  mobile  à  Torigine  du  temps, 

gf"  ! 

En  appelant  6  le  temps  au  bout  duquel  le  mobile  ^^^^ 
de  monter,  et  /*  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève,  gp   ^ 


*fii 


v. 


g  ^g 

Quand  le  corps  est  revenu  au  point  de  départ,  sa   '^^^ 
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égale  à  sa  vitesse  initiale,  mais  elle  est  de  sens 


0.    MOUVEMEUT  d'u»  CORPS  PESANT  SUR  UN  PLAN 

ig.  68.  INCLINÉ.  —  Soit  G  le  centre  de 

gravite  d'un  corps  pesant,  placé 
sur  un  plan  incliné.  En  appe- 
lant Cf.  Tangle  BAC  de  ce  plan 
avec  Thorizon,  on  aura 

^sina.f» 

:^Sina.r,      x^=:" 9      P»  =r  2fi^j?sina. 

2 

*.sse  CLcquise  par  un  mobile  .qui  a  parcouru 
mgueurBÂi  du  plan  incliné  est  égale  à  celle 
lit  aôquise  en  tombant  de  la  hauteur  BC. 

)it  ABD  une  circonférence  dont  le  diamètre  AD 

est  vertical.  Le  temps  'employé 
par  un  corps  pour  descendre  le 
long  de  AB  est  le  même,  quelle 
que  soit  cette  corde ^  et  égal  ijJÊÊ^ 
temps  que  le  corps  emploieràU 
à  descendre  de  la  hauteur  AD. 

ÏTERMINATION  DE  LA  CONSTANTE  g. Lc  plaU  in- 

.  la  chute  d'un  corps  moins  rapide  sans  changer 
on  mouvement.  En  prenant  l'angle  oc  suffîsam- 
it,  il  devient  possible  d'observer  le  temps  que 
rps  à  descendre  d'une  hauteur  donnée,  et  par 
.  conclure  la  quantité  g  qui  représente  l'inten- 
pesanteur. 

3it  G'  un  corps  placé  sur  un  plan  horizontal  AB 

Fiff.  70. 


Et 


?i 


et  tiré  par  un  fil  horizontal  dont 
la  direction  passe  par  le  cetitrè 
de  masse.  Ce  fil,  enroulé  autour 
d'une  poulie  p^  est  entraîné  sui- 
vant la  verticale  par  le  poids 
d'un  corps  G  sollicité  librement 
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par  la  pesanteur.  Soient  m  et  rnf  les  masses  des  eorpi 
et  G^  Le  mouvement  suivra  les  mêmes  lois  que  ce 
d'un  corps  entièrement  libre,  mais  pourra  être  raie 
autant  que  Fou  voudra,  en  prenant  m!  assez  grand  ] 
rapport  à  m. 

194.  La  machine  d'Atvirood  se  compose  d'une  pou 

verticale  P,  mobile  autour  d 
^— ^  *  axe  horizontal  et  sur  la  gorge 

'  ^  laquelle  s'enroule  un  fil  port 


CA 


à  ses  extrémités  deux  corps  ' 
r^  sauts  G  et  G^  On  pourra 

^        ^  moyen  de  cet  appareil  ralei 

^  autant  qu^on  le  voudra  le  mou 

ment  du  système. 

195.  CfiiJTB  D^UN  CORPS  pesâht  dans  un  milieu  ç 
EÉsiSTB  comn  i.b  câeeé  db  là  vitesse.  —  Supposons  q 
le  corps  qui  tombe  soit  symétrique  autour  d'un  axe  y( 
tîcal.  Soit  R  la  résultante  des  résistances  partielles  qu\ 
pose  Fair  à  la  chute  du  corps,  aux  différents  points  de 
surface  ;  la  résistance  R,  lorsque  le  mouvement  du  coi 
n'est  ni  très-lent,  ni  très-rapide,  peut  être  regardée  com: 
proportionneUe  à  la  densité  du  milieu  et  au  carré  de 
vitesse  du  mobile.  On  peut  donc  poser 

p  désignant  la  densité  de  Fair,  v  la  vitesse  du  corps  e 
un  coefficient  que  Fou  peut  déterminer  pour  le  co 
pesant  considéré  par  une  expérience. 

196.  Si  le  corps  est  une  sphère,  en  appelant  D 
densité,  r  son  rayon,  on  aura 

R 36    pp*  7p«»' 

lilufin,  pour  la  même  sphère  et  pour  le  même  mili< 


rJ 
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/,  |9,  D,  r  étant  des  constantes,  on  peut  poser 

Dr       k^         ,,  ^       R       gif' 
—  =  -,      d'où      -  =  ^- 

La  constante  A:  désigne  la  vitesse  que  devrait  avoir  le 
mobile  pour  que  la  résistance  de  Tair  fût  précisément 
%ale  au  poids  du  corps. 

197.  Vitesse  en /onction  du  temps  : 

Si       -^ 

V  =z  k 


.  Espace  en  fonction  du  temps  : 


199.  Relation  entre  Tespace  parcouru  et  Ja  vitesse  : 

k^  .     k^ 


.r 


2  g    A'  —  v^ 


200.  Quand  on  suppose  t  très-grand,  le  mouvement 
"^vient  sensiblement  uniforme. 

Le  carré  de  la  vitesse  du  mouvement  uniforme  vers 
*^Uel  tend  le  mouvement  varié  est  proportionnel  à  la 
^^Osité  du  corps  et  au  rayon  de  la  sphère,  et  en  raison 
^UVerse  de  la  densité  du  milieu  résistant. 

Le  temps  au  bout  duquel  le  mouvement  devient  sen- 
^^I^lement  uniforme  est  d'autant  plus  grand  que  la  valeur 
^^  k  est  plus  grande. 

"A       201.  Cas  particulier  ou  là  résistance  du  milieu 
'•"^^TiEWT  HULLB.  —  Cette  hypothèse  fait  retrouver  les  lois 
^^  la  chute  des  corps  pesants  dans  le  vide. 
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SEIZIÈME  LEÇON. 

SUITE   DU    MOUVEMENT   DES   CORPS    PESANTS. 
202.    MOUTEMENT  d'uN  CORPS  PESAJfT  LÂHCÉ  DE  B. 

HAUT.  —  En  conservant  les  mêmes  notations ,  a  éu 
vitesse  initiale  du  mobile,  on  a 

gt  a  V 

2-  =  arc  tang  —  —  arc  tang  y 

203.  Vitesse  en  fonction  du  temps  : 

a  ces  ^ A-  sm  ^ 

k                   k 
V  z^  k  •  . 

fl  Slïl^  -h  k  cos^ 
k  k 

204'  Espace  parcouru  au  bout  du  temps  t  : 


205.  Expression  de  x  en  fonction  de  p»  : 

k^  ,^»-f.û» 

jr  =  —  1- • 

%g     k^-h  p^ 

206.  Il  y  a  un  instant;  où  le  corps  cesse  de  m 
Si  9  est  le  temps  de  Tascension  et  h  la  hauteur  1 
grande  à  laquelle  parvient  le  mobile,  on  aura 

■  k  a         ,         /'  ,  /2-hâ2 

9  =  -  arc  tanc  -rj      ^  =  —  *  — -. ^* 

g  ^k  ^g        h- 

m 

Parvenu  à  cette  hauteur,  le  mobile  commence 
cendre,  et  si  Ton  appelle  al  la  vitesse  qu'il  possèd< 
qu'il  est  revenu  au  point  de  départ,  on  aura 

,  ak 

a    ~: 


^à'-^  k' 
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^7.  Le  temps  9  de  la  chute  du  corps  est 
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g    y  k-^a'       g  k 

^'  si  l'on  nomme  T  le  temps  total  que  le  mobile  met  à 
i^venir  à  sa  position  initiale^  on  aura 


k(  a      .sj\ 

=î=  -  l  arc  tang  -r  -H  > 
g\  ^ 


~~* — y 


^08.  Mouvement  d'un  corps  pesant  dans  un  milieu 
QïJi  RÉSISTE  gomme  la  VITESSE.  —  Quand  le  mobile  pos- 
^c  Une  irès-petîle  vitesse,  on  peut  regarder  la  résistance 
^^  milieu  comme  proportionnelle  à  cette  vitesse.  Si  le 
corps  descend,  on  a 


S 


-^09.  Mouvement  d'un  corps  dénué  de  pesanteur 
'^^^s  xjn  milieu  qui  résiste  gomme  la  racine  carrée 
^^  l'A.  VITESSE.  —  La  résistance  du  milieu,  seule  force 
1^1  Sollicite  le  mobile,  étant  a  ^2,  on  aura 


.ir 


"""1  3 


^s 


-^10.   Le  mobile  s'arrêtera  après  avoir  parcouru  un 

P^ce  — ô— 5  puis  le  corps  restera  indéfiniment  en  repos, 
^cpiation  différentielle  admet  une  solution  particulière 


^^î  s'applique  aux  cas  où  «>  V^. 


«^.  Chute  d'un  corps  dans  le  vide  en  ayant  égard 

^A  VARIATION    DE    t  A    PESANTEUR.    —    Soit    M   Un    poînt 
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matériel  pesant  tombant  dans  le  vide  et  placé  d'abort 
F»g'  7^'  une    assez  grande    distance 

la   surface  de  la  terre.    Soi< 

OB  =  r  le  rayon  de  la  terre , 

l'intensité  de  la  pesanteur  à 

0    1  surface,  AO  =  a  la  distance-ii 

tiale  du  point  M,  enfin  AM  = 
Tespace  parcouru  dans  le  temps  t  ;  on  aura 


a 


a  —  X 


S12,  La  vitesse  augmente  avec  x  :  si  l'on  pose 

AB=A, 
il  vient 

«à  la  surface  de  la  terre,  elle  est  moindre  que  la  vites 
qu'aurait  le  mobile  en  tombant  de  la  même  hauteur  A, 
la  pesanteui:  était  partout  la  même  qu'à  la  surface. 

213,  214.  t^our  a?  :^  a,  on  a  (^  =  oo  .  Donc  si  toute 
masse  du  globe  était  réunie  à  son  centre^  la  vitesse  ai 
quise  par  le  mobile  arrivant  au  centre  serait  infinie. 

La  relation  entre  l'espace  et  le  temps  est 

2iB7*          /                     I                 a  —  2jr 
— S—  f  =  ^ax  —  ar  H —  a  are  ces • 


v/? 


215.  Menons  Ay  perpendiculaire  à  AO,  et  OD  pan 
lèle  à  Ay,  Imaginons  qu  une  circonférence  ayant  AOpo 

diamètre  roule  sur  OD, 
point  A  de  cette  cîrcc 
férence  engendrera  v 
cycloïde  AND.  Le  teij 
employé  par  le  mobile 
parcourir  Tesp^Ce  AM 
proporiioqnel  à  l'ordonnée  correspondante  de  la  cycloïc 


Fig. 

74. 
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iit,  Câs  PARTictriiBi.  d'un  coaps  placé  ▲  une  petite 
•ISTASCE  DE  LÀ  SURFACE  TERRESTRE.  —  Les  formules  que 
Qoas  yenons  de  trouver  deviennent  celles  du  mouvement 
unformémeDt  accéléré. 


DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

i>d  lootikent  rbctiugns  dbs  points  attirés  ou  rbpoussfis 

par  dbs  centres  fixbs. 

217.  Mouvement  de  deux  points  matériels  qui  s'at* 

nheht  en  eaison  inverse  du  carré  des  distances.  le 

centre  de  gravité  des  deux  masses  se  meut  uniformé- 
ment. 

l'W  des  points  se  meut  par  rapport  à  Tautre  comme 
*"  était  attiré  par  une  masse  égale  à  (m-|-  fw')  placée  en 
^  centre  fixe.  " 

^*S,  Mouvement  d'un  point  attiré  en  raison  di- 
*ïctb  de  la  distance.  —  Considérons  un  point  matériel 

pkcé  d'abord  au  point  A  où  sa 
vitesse  est  nulle  et  attiré  par  un 
centre  fixe  O,  en  raison  directe 
de  sa  cfistance  à  ce  dernier  point, 
que  nous  prendrons  pour  ori- 
gine, n*  étant  la  mesure  de  Tat- 

^^tion  exercée  sur  l'unité  dé  masse  du  corps  à  Funité 

^  ^stance,  on  a 

j?  =  «  cos  nt;      p  =  —  na  sfn  nt. 
^19.  Lorsque  le  point  mobile  arrive  en  O,  on  a 


in 


\jà  mobile  fera  une  infinité  d'oscillations  toutes  égales 
^*^tj^  elles  et  de  ii*êiiie  durée,  de  A  en  A'  et  de  A'  en  A. 
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220.  Sur  ÂA'  comme  diamètre  décrivons  une  demi 

circonférence.  Menons  MN  perpendiculaire  à  AA^  — 

représentera  le  temps  que  le  mobile  emploie  à  aller  c 
point  M  au  point  A. 

'    221.    MOUVEMEMT  d'un   POINT   REPOUSSÉ   PAR  UN  CENX^ 
FIXE    EN    RAISON    DIRECTE    DE    LA   DISTANCE.    SuppOSO 

qu'à  l'origine  du  temps  le  point  matériel  placé  à  u. 
Fig.  76.  distance  OA=a  soit  anii] 

o  A  l    d'une  vitesse  dirigée  vers 

point  O  et  représentée  par  —  nb.  On  a 

OLX  =  (a-^  b)  «-"'-h  (a  —  b)  e»'. 

222.  Cas  particuliers  :  la  vitesse  ne  peut  jamais  ètr 
'.nulle,  si  l'on  a  i*>a*.  Dans  ce  cas  le  mobile  atteindra 
r origine  lorsqu'on  aura 


n      a  4-  ô 

Le  mobile  dépassera  le  point  O,  et  il  se  mouvra  indéi 
niment  vers  la  gauche. 

Si  l'on  a  J  <  a,  la  vitesse  sera  nulle  lorsque  l'on  aui 

x=:  si  a*  —  ^% 

ce  qui  correspond  à  un  point  placé  entre  O  et  A,  et  cet 
circonstance  arrivera  à  une  époque  donnée  par 

I  ,  si  a'"—  b^ 


n       a  -\-  b 

Arrivé  au  point  B,  le  mobile,  repoussé  par  l'action  ( 
centre  fixe,  commencera  à  se  mouvoir  vers  la  droil 
Dans  ce  cas  le  mobile  ne  passera  jamais  par  le  point  ( 
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Enfin  si  b  =  a,  les  formules  se  simpHtient,  et  l'on  a  . 

Ht 

[^H  I     X 

P  =  —  /IX,         X  =  2  «£?"''•',        t=Z 1  — • 

n    a 

Le  mobile  approchera  continuellement  du  point  O,  mais 
r:l      n'y  arrivera  jamais. 


1^1 


DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

^^  mouyehbnt  guryilignb  et  des  forces  qui  le  produisent. 

223.  Projection  d'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme SUR  UN  AXE.  —  La  projection  du  mobile  sur  un 
^^e  quelconque  se  meut  d^un  moui^ement  uniforme  ^ 
^^is  dont  la  vitesse  p  est  liée  à  la  vitesse  v  par  la  for^ 

fnule 

p  =  9  cos  a. 

Les  vitesses  p^  q^  r  des  projections  sur  les  trois  axes 
^^nt  nommées  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile 
^^r  ces  axes. 

224.  Lorsqu'on  donnera  le  mouvement  du  point  M, 
c  est4-dire  les  valeurs  de  v^  a,  jS,  y,  les  équations 

pcosa=/7y     pcosp  =  g',     j'cos7=r 

feront  connaître  les  composantes  />,  q^  r.  Réciproquement 
^^s  composantes  étant  connues,  on  en  déduira  i^,  «j  jS,  y 
P^r  les  formules 


ces  a  =  -  »       cos  S  =  -  9       cos  7  =  -  • 

Si  l'on  mène  par  le  point  O  une  droite  représentant 
^^  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mobile^  les 
^^tiiposantes  de  cette  vitesse  seront  représentées  en  gran- 


3oa 
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4eur  et  en  dimclion  par  les  arêtes  d'un  pa^ri^âipi^èdi 
dont  la  vitesse  du  mobile  serait  la  diagonaleffW 

225.  Soient  a,  i,  c  les  coordonnées  du  point  A  où  «^^ 
trouve  le  mobile  à  IWigioe  des  temps,  et  soient  x,  /,        ^ 
celles  du  point  M  où  il  se  trouve  au  bout  du  temps  t^       je 
mouvement  sera  complètement  représenté  par  lés  tr^zz^fs 
équations 

X  -=  a  -h  pty 

i  =  c  4-  /t. 

226.  Si  les  projections  d'un  point  M  sur  trois  aaces    j 
Ox,  Oy,  Oz,  se  meuvent  avec  des  vitesses  constantes  p, 
q,'  r,  fe  mouvement  du  point  M  sera  lui-même  rectûi^ne 
et  uniforme.  .^ 

227.  De  la  vitesse  dans  le  mouvement  curvilis-hb» 
—  Soit  M{x,  y,  z)  un  point  qui  décrit  dans  l'espace 


Fig.  78. 


une  ligne  courbe  CMD.  Si  au 
bout  du  temps  t  la  force  <p^ 
le  sollicite  cessait  d'agir  9  ^^ 
mobile  prendrait,  suivant  iine 
certaine  droite  MT,  un  niou- 
vement  uniforme  dont  la  vi- 
tesse est  la  vitesse  du  nu^b"^ 

au  point  M.  ' 

228.  Le  mouvement  du  point  M  est  détenniné  p^^ 
trois  équations 

au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  la  vitesse  du  mob^ 
en  fonction  du  temps. 

Les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes  s^<^ 
tiendront  en  prenant  les  vitesses  des  projections  sur 
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axes,  et  IW  aura,  ^ans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 

dx  "^^  dr  ^         dz 

-=f;«»cosa,        —  =  (;cosp,        -  =  f»cos7, 

^Q  désignant  par  5  la  longueur  d^un  arc  comptée  sur  la 
trajectoire  à  partir  d'un  point  fixe.  Cette  dernière  for- 
mule conviendrait  encore  si  les  axes  étaient  obliquçs. 

'       229,  230.  Quand  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  est 
^^able,  les  formules  précédentes  subsistent. 

881,  232,  233*  Des  forges  qui  produisent  un  mouve- 
^ïïiiT  BONNE.  —  La  force  qui  produit  le  mouvement  d'un 
point  matériel  àoox  la  masse  est  m,  étant  représentée  par 
^>  et  ses  comparantes  par  X,  Y,  Z,  on  a 

d*-x      ^  d'^r      ,_  d'^z      ^ 

dt^  '  dt^  dt' 

Ces  formules  montrent  que  les  projections  du  point 
mobile  sur  chaque  axe  se  meuvent  comme  des  points 
matériels  de  même  masse  sollicités  uniquement  par  la 
composite  de  la  force  motrice  Suivant  cet  axe.  Elles  ne 
supposent  pas  les  axes  rectangulaires. 

234.  Si  X,  Y,  Z  représentaient  les  composantes  de  la 
^it;e  accélératrice,  on  aurait  plus  simplement 

5F"-^'     IF''^'     IF--^' 

^5.  Si  les  coordonnées  x,  y^  z  sont  données  en  fonc- 
^^o-ji  du  temps,  deux  différentiations  feront  connaîtra  les 
^^tnposantes  de  la  vitesse  et  celles  de  la  force  accéléra- 

%6.  Ordinairement  on  doit  résoudre  le  problème  in- 
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verse  ;  X^  Y,  Z  sont  des  fonctions  connues  dg^,  et  il  fa 
pour  connaître  le  mouvement  du  mobile  jS^grer  t 
équations  simultanées. 


DIX-NEUVIÈME  LEÇON.  . 

SUITE  d'un   mouvement   CURVILIGNE   d'uN   POINT   MATÉRIEL. 
237.    PoilîT    ASSUJETTI    A  SE  MOUVOIR    SUR    UNE   COUP 

DONNÉE.  —  Considérons  un  point  assujetti  à  $e  mouv< 

sur  une   ligne   courbe  donn 
AMB  et  sollicité  par  la  force 
La  courbe  donnée  ou  le  lien  c 

•à 

force  le  point  matériel  à  resi 
sur  cette  counpéxerce  sur  1 
une  certaine  action  qu'on  appelle  la  résistance  de 
courbe  y  et  le  point  exerce  sur  la  courbe  une  réaction 
pression  égale  et  contraire. 

Cette  action  ou  résistance  de  la  courbe  peut  être  c 
composée  en  deux  forces,  l'une  dirigée  suivant  la  ta 
gente  à  la  courbe,  eu  sens  contraire  du  mouvemei 
qu'on  appelle  le  frottement,  T  autre  perpendiciijaire  à 
tangente  ou  normale  à  la  courbe.  S'il  n'y  a  pas  de  froti 
ment,  l'action  N  de  la  courbe  sur  le  mobile  est  aU 
dirigée  suivant  une  normale.  En  désignant  par  l,  (i. 
les  angles  que  la  direction  de  la  force  normale  N  fait  ai 
les  axes  rectangulaires,  les  équations  du  mouvement 
point  matériel  seront 

m  -—  =  X  H-  N  cos  \ , 

Ut 

m  -r^  =  Y  -+-  N  cosLt, 

m  — — -  =  Z  -f-  N  cos  V. 
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238.  Si  l^^int  matériel  est  assujetti  à  demeurer  sur 
une  sarfacMKmée^  on  aura  les  mêmes  équations,  N  dé- 
signant la  résistance  de  la  surface. 

239.  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide.  — 
Soit  A  le  point  de  départ  d^un  point  matériel  pesant, 


Fîg.  82. 


lancé  avec  une  vitesse  a  dans 
la  direction  AI.  Prenons  deux 
axes ,  l'un  Ay  vertical  et  di-^ 
rigé  en  sens  inverse  de  la 
pesanteur,  l'autre  horizontal 
A  x,  mené  dans  le  plan  1A/. 
Les  équations   différentielles 


du  mouvement  se  réduiront  aux  suivantes  : 


m 


o 


d^ 


=  --^- 


240,  L'intégration  donne 


ai=  at  CCS  a ,        r  =  at  smn  —  —  • 

• 

La  projection  du  point  mobile  sur  l'axe  O  a:  se  meut  d'un 
^uvement  uniforme  dont  la  vitesse  est  a  cos  a.  La  pro- 
jection sur  Taxe  Oy  se  meut  d'un  mouvement  unifor- 
**^nient  retardé,  eomme  ferait  un  mobile  lancé  de  bas 
*^haut  avec  une  vitesse  initiale  égale  à  asina. 

^1.  On  trouve 

.  ^%  La  courbe  que  décrit  le  mobile  a  pour  équation^ 
'  ^  ^U  pose,  pour  simplifier,  a'  =  2  g^A, 


j-  =  j:  tang  a 


X' 


4  h  cos^  a 


"^'^^  trajectoire  est  .une  parabole,  dont  Vaxe  est  <ver~- 


20 
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243.  Les  coordonnées  du  sommet  sont 

AE  =  aA  sinacosa,     £C=:A  s^PI. 

244.  On  a 

AB==4^  sinacosa. 

La  longueur  AB  est  ce  qu'on  appelle  VampliUu 
h^ampUiude  du  jet  a  sa  plus  grande  valeu 
et  sa  45^^  la  vitesse  initiale  restant  la  méme^ 

245.  L^ angle  a  sous  lequel  il  faut  lancer  un  j 
du  point  A,  pour  qu'il  attdgne  un  point  donné 
est  donné  par  la  formule 

Si  Ton  a 

4A-  — 4iîY— X'>Jta^ 

le  projectile  pourra  être  lancé  dans  deux  direct 
fi^n^ntes  pour  atteindre  le  point  M.  Si  Ton  a 

4J^-— 4AT~X»=o, 

il  nV^iste  plus  qu^une  seule  direction  donnée*  et 
|>roMJ^me  est  impossible  quand  on  a 

4**-«4*T  — X=<o. 

!Mfi«  1^  courlie  dont  FéquatK»  est 

<«t  une  pan^Mle  L'HL^  dont  Taxe  est  diri^  sni 
«ft  d<»t  k  $(WMMt  H  «t  sitM  à  la  kaMnar  AH = 4 
k^  point  qvie  Tcb  iv«nt  atMiidre  est  daxs  riaftÈ 
ccti^  ivarakole^  le  ■winle  pna  èire  lasKy^  sqitj 
tèire<ii<Mis  diderentes:  il  nV  a  pkis  qxi^cLne  «tna! 
IMW  «tNAvenaMe.  ^  le  |»cÀnt  est  sur  la  panJxiik 
<»6a  t(|Miiid  <ie  ]M»«9  est  Im^nts  de  la  r;(MaiW«  le  f 
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%4T  .  Si,  Laissant  Tintensité  de  la  vitesse  initiale  cod- 

s  tan  te  et  égale  à  a,  on  fait 
varier  sa  direction ,  on  ob- 
tiendra une  infinité  de  para- 
boles ACB^  AC  B!, . . . .  Toutes 
ces  paraboles  ont  pour  di-r 
rectrice  commune  l'horizon- 
tale HL  menée  à  la  hauteur 
AH  =  A.  Les  foyers  de  toutes 
paraboles  sont  sur  une  circonférence  décrite  du  point 

A  comme  centre  avec  AH=  A  pour  rayon.  Les  sommets^ 

C,C',  etc.,  sont  sur  une  ellipse. 

^.  LVnveloppe  de  toutes  les  paraboles  du  numéro 
précédent  est  la  parabole  HLM ,  lieu  des  points  que  le 
projectile  ne  peut  atteindre  que  dans  une  seule  direction. 


m 


VINGTIÈME  LEÇON. 

DBS  COMPOSANTES  DE  LA  FORCE  MOTRICE. 

249.  Décomposition  de  là  forge  motrice  en  force 

TAHGEKTIEÏ.LE  ET  FORCE  CENTRIPÈTE.   —  DaUS  le  mOUVC- 

^ent  d'un  point  en  ligne  courbe,  la  force  motrice  se  dé- 
compose à  chaque  instant  en  deux  forces  :  l'une,  dirigée 
'  suivant  la  tangente,  est  nommée  Isl  force  tangentielle  ^ 
'  *utre ,  dirigée  suivant  le  rayon  de  courbure,  se  nomme 
^^  force  centripète»  En  désignant  la  première  par  T,  la 
^«uxième  par  Q,  on  aura 


^      mdv 

T  =  _,      Q  = 


mv^ 


Le  plan  qui  passe  par  la  force  motrice  et  par  la  tangente 
^^^  ie  plan  osculateur  au  point  M. 

-^w.  Quand  le  point  matériel  est  sollicité  par  plusieurs 


20. 
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forces  dont  P  est  la  résultante,  on  peut  décomposer  cha- 
cune des  premières  forces  en  deux  autres  jjppgées  l'im. 
suivant  la  tangenle  et  Tautre  perpendiculairement  à  cet« 
tangente.  Une  force  normale  à  la  trajectoire  n'influer 
pas  sur  l'accélération  du  mobile.  Une  force  dirigée  si^ 
vant  la  tangente  ne  tendra  pas  à  changer  la  direction  ^ 
mobile. 

251 .  Point  âssuietti  a.  se  mouvoir  sur  une  cou^ 

DONNÉE.  Force  centrifuge.  —  Un  point  M  qui  n."^ 
actuellement  sollicité  par  aucune  force  et  qui  ne  se  iim.4 
qu'en  vertu  de  sa  vitesse  acquise,  étant  assujetti  à  < 
meurer  sur  la  courbe  AMB,  parcourt  sur  la  irajectof 
des  espaces  égaux  en  temps  égaux. 

La  pression  exercée  par  le  mobile  M  sur  la  courbe  o 
sur  le  lien  qui  l'oblige  à  parcourir  cette^urbe,  estégral 

à  — c  Cette  force,  égale  et  contraire  srfk  force  centrî 

P 
pèle,  est  ce  qu'on  appelle  la  force  centrifuge. 

252.  Supposons  en  second  lieu  que  le  point  M  sc^ 

Fig.  85.  sollicité  par  une  certaine  for^ 

motrice  P.  Soit  N  une  force  éga  J 
et  contraire  à  la  pression  que  M 
point  M  exerce  sur  la  courbi^ 
Décomposons  la  force  P  en  deu^ 
autres  T  et  Q,  la  première  dîrr3 
gée  suivant  la  tangente,  et  W 
seconde  située  dans  le  plan  normal  de  la  courbe.  Soit  3 
la  résultante  des  deux  forces  Q  et  N,  situées  toutes  1^ 
deux  dans  le  plan  normal.  La  force  F  agira  suivant  P 
rayon  de  courbure,  et  l'on  aura 

/?/--=:  T,  =  F. 

dt  '  p 

La  force  F,  dirigée  suivant  le  rayon  du  cercle  osculateu 
et  qui  agit  à  chaque  instant  pour  empêcher  le  mobile  d* 
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s^écarter  de  la  courbe  suivant  la  tangente,  est  la.  force 
cmtripètéW^ne  force  F',  égale  et  contraire  à  la  force  F, 
qui  la  détruit  à  chaque  instant,  est  appelée  la  force  cen^ 
tiifuge.  La  force  N  s'obtiendra  en  cherchant  la  résulr 
tante  des  deux  forces  Q  et  F^  On  aura 

F  :  Q  =  sin  QMN  :  ^in FMN, 
ce  qui  donne  la  position  de  MN. 

253.  Si  la  force  motrice  était  normale  à  la  courbe^  le 
mouvement  serait  uniforme. 

SI  la  force  motrice  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 
courbe,  la  force  N  se  confondrait  avec  la  force  centripète 
et  la  pression  exercée  sur  la  courbe  par  le  mobile  avec  la 
force  centrifuge  F'. 

254.  Mouvement  d'um   point  sur  uke  surface.   — 
Soit  ÂM6  {J^fÈ^^)  1^  courbe  que  le  mobile  décrit.  On 
peut  faire  abstraction  de  la   surface,  pourvu  que  Ton 
joigne  à  la  force  motrice  P  une  force  N,  égale  et  con- 
traire à  la  pression  que  le  mobile  exerce  sur  la  surface. 
Décomposons  encore  la  force  P  en  deux  autres  T  et  Q, 
l'une  tangente  et  l'autre  normale  à  la  trajectoire  AMB. 
Les  deux  forces  Q  et  N  normales  à  la  trajectoire  se  com- 
posent en  une  seule  F  dirigée  suivant  le  rayon  du  cercle 
osculaleur  de  la  trajectoire  au  point  M,  et  l'on  a 

dv  inv"^ 

on  aura  aussi 

F:Q  =  sinQMN  :  sinFMN, 

ce  qui  détermine  la  position  de  MF  ou  du  plan  osculaleur 
ïuand  on  connaît  t^,  p,  Q  et  F  angle  QMN. 

On  a  la  pression  exercée  par  le  point  mobile  sur  la 
surface,  en  cherchant  la  résultante  égale  et  contraire  h  N, 
^^  la  force  Q  et  d'une  force  F',  égale  et  contraire  à  F. 

253.  Si  la  force  motrice  était  nulle,  on  aurait  ^=:  ton- 
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sUnte,  et  N  serait  à  la  fois  la  mesure  de  là  force  centri* 
pète  et  de  la  force  centrifuge.  Im 

Si  la  force  P  était  dirigée  suivant  la  tangente  h  la  ti 
jéctoire,  la  résistance  de  la  surface  serait  la  force 
pète.  Dans  ce  cas,  le  plan  osculateur  contient  la  nbrm^^^e 
va  la  surface,  et  la  trajectoire  est  la  ligne  la  plus  couette 
que  Ton  puisse  tracer  sur  la  surface  entre  deux  qu^^]. 
conques  de  ses  points. 

256.    ÂUTR£  MANIÈRE  d'09TENIR  LES   RÉSULTATS    PRé<::É- 

d;bnts.  —  Huyghens  trouve  les  composantes  de  la  foirce 
motrice  en  considérant  cette  force  comme  constante  pen- 
4^nt  un  temps  infiniment  petit,  et  le  mouvement  comLine 
s'effectuant  sur  l,e  cercle  osculateur. 

257.  Remarques  sur  la  force  centrifuge.  —  Quaimd 
un  corps  solide  tourne  uniformément  autour  d'un 
fixe,  chaque  point  de  ce  corps  possède  vaÊè  force  cen 
jfuge  particulière  F.  En  appelant  T  le  temps  d'une  révo- 
lution entière  et  p  le  rayon  du  cercle,  on  a 

F==m3_J:. 


L^s  forces  centrifuges  des  différents  points  sont  donc  p 
portionnelles  à  leur  distance  à  Taxe. 

258.  Ces  remarques  sont  applicables  à  la  jterre.  Coi:^^^ 

déron^  d'abord  un  point  M  si 
sur  l'équateur.  Appelons  G 1' 
tensité  de  rattraction.de  la  te 
sur  l'unité  de  masse  au  point 
F  la  force  centrifuge  du  point 
rapportée  à  l'unité  de  mas. 
enfin  g  le  poids  apparent  de  V 

ni  té  de  masse  ou  la  pression  sur  F  appui  qui  soutient 

masse  m;  on  aura  à  peu  près 


1 

a- 
la 


f:  ---  o  (  I 
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Donc  la  pesanteur  à  l'équateur  est  diminuée  d'environ 
5a  289^  paiMie.  Si  le  mouvement  de  rotation  devenait 
17  fois  plus  rapide,  la  pesanteur  serait  à  peu  près  nulle 
à  l^ëipiatèur. 

S89.  Supposons  maintenant  le  point  M  plaoé  sur  un 
certain  parallèle.  Soient  X  la  latitude  du  point  M,  G  l'in- 
tensité de  la  pesanteur  en  ce  point;  on  a  à  peu  près 

^  /        cos*> 
et  plus  exactement 


°  \         200  / 


VqiGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

'^^    FORCES   VIVES   ET.  DU   TRAVAIL   DANS   LE   HOUVEHENT   d'uN 

POINT   MATÉRIEL. 

^60,     â61.     DlFFÉREIÎTIELLB    DE     LA     FORGE    VIVE.    — 

désignant  la  force  motrice  qui  sollicite  un  mobile  M 
^^  X,  Y,  Z  ses  composantes,  on  a 

fi.Tiii^  =  2  (Xdx  -I-  Yrfj  -f-  tdz). 

S^2.  La  quantité  m^*  ou  le  produit  de  la  masse  d^un 
^^olîle  par  le  carré  de  sa  vitesse  est  ce  qu'on  appelle  la 
^^^ce  vU^  du  mobile. 

363.  Autres  formes  de  TLdx-^Ydy -^Tàdt.  —  Soit 
Fig.  90.  ^  l'angle  PMT  que  la  force  motrice 

p  P  fait  avec  la  tangente.  On  a 

\  /\^  Xrfr-H  Y£(r-+-Zrfz=:Pcoswrff. 

\ /^*  Si  l'on  décompose  la  force  P  en  Une 

-^  force   tangentielle  T   et  une  force 

normale  Q,  on  a 

lid.T  -H  Yr/j  4-  Zdz  =  1V/.V. 
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Enfin,  si  Ton  appelle  dp   la   projection    MI  de  Vi 
MH  =  ££f  sur  la  direction  de  la  force  moti;ioc^  on  a 

fi64.  Définition  du  travail.  —  Le  produit  Tids 
Ton  obtient  en  multipliant  la  composante  tangenti^l 
de  la  force  P  par  rélément  de  l'arcr  parcouru  dans  l'û 
stant  dt  se  nomme  travail  élémentaire  ou  élément  di 
travail  de  cette  force.  L^élément  de  travail  est  considén 
CQmme  positif  lorsque  la  force  tangentielle  agit  dan3  If 
sexis  du  mouvement,  at  comme  négatif  dans  le  cas  coa  - 
traire,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  que  l'angle  c^ 
ejst  aigu  ou  oblus.  Le  signe  du  travail  élémentaire  setg 
donné  par  l'expression  P  cos  w  ds^  en  considérant  P  et  à^ 
comme  positifs. 

Le  travail  élémentaire  est  égal  au  produit  de  la  force 
par  la  projection  de  l'élément  du  chemin  parcouru  sui 
la  direction  de  cette  force. 

265.  Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  de  plu< 
sieurs  forces  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  travau: 
élémentaires  de  ces  forces. 

266.  On  nomme  trayail  total  d'une  force  P  pour  ui 

chen^in  déterminé  AB  l'intégrale   I  T  ds,  prise  entre  le 

limites  qui  correspondent  aux  extrémités  de  l'arc  par- 
couru. Les  forces  normales  à  la  trajectoire  n'influent  pa; 
sur  le  travail  total. 

267.  Relation  entre  le  travail  et  la  force  vive. 
—  L'accroissement  de  force  vive  d'un  mobile,  lorsqu'il 
passe  d'une  position  à  une  autre,  est  égaLau  double  du 
travail  de  la  force  motrice. 

268.  Si  la  force  V  est  la  résultante  de  plusieurs  forces 
Pi ,  Pj,, .  .  . ,  dont  les  composantes  tangentielles  sont  T, 
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Ts,, . .,  OD  aura 


mv^ 


mk^  =  !if    /  T,  ^5-1-  /  Tac/j-H...  j 


ippelle  forces  moussantes  celles  qui  font  un  ai^le 
avec  la  tangente,  et  forces  résistantes  celles  qui  font 
Dgle  obtus  et  dont  l'effet  est  de  retenir  le  mobile 
son  mouvement  sur  la  courbe. 
iccroissement  de  force  vwe  d'un  mohile,  lorsqu'il 
d'une  position  à  une  autre,  est  égal  au  double  de 
?^  du  trasfail  des  forces  moussantes  sur  .le  travail 
irces  résistantes. 

).  Conséquences  du  principe  des  forces  vives.  — 
d  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force  ou  qu'il 
eulement  par  des  forces  toujours  normales  à  I9  tra- 
re,  le  mouvement  est  uniforme. 

).  Lorsque  Xrfx  4- Y  cîy^  -f-  Z rf^  est  la  différentielle 
3  d'une  fonction  f[x^  y,  z)  de  trois  coordonnées 
z  considérées  comme  des  variables  indépendantes , 
oissement  de  force  vive,  lorsque  le  mobile  passe 
position  (a,  J,  c)  à  la  position  (a:,  y,  -2?),  ne  dépend 
e  la  trajectoire  dans  l'intervalle,  ni  du  temps  qui  s'est 
é  entre  les  deux  positions  extrêmes,  mais  seulement 
)ordonnées  de  ces  deux  positions. 

1.  Plus  généralement,  si  l'on  imagine  les  deux  sur*- 

iî  le  mobile  rencontre  la  première  au  point  (a,  Z»,  c) 
seconde  au  point  (a:,  y^  z)^  l'accroissement  de  force 
!st  constant  et  indépendant  de  la  forme  de  la  trajec* 
entre  les  deux  surfaces,  des  points  où  cette  courbe 
litre  ces  deux  surfaces  et  du  temps  qui  s'est  écoulé, 
trouve  un  résultat  de  ce  genre  dans  le  mouvement 
nobile  sollicité  scnjcmcnt  par  la  pesanlonr. 
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S72.  L' équation 

représente  une  infinité  de  & 
faces  différentes ,  passant 
les  divers  points  de  la  traj 
toire  AMB.  Si  LMU  est  Tu 
de  ces  surfaces,  la  force  m 
trice  P  au  point  M  lui  est  no 
maie. 

273.  Cas  ou  il  y  a  uke  késistauce.  —  Quand  u 
mobile  éprouve  un  frottement  ou  se  meut  dans  un  milie 
résistant,  l'expression  ILdx  -hY dy  -^Zdz  n'est  plu»  m 
différentielle  exacte. 

^4.  Dans  ce  cas,  si  le  point  se  meut  sur  une  courl 
<;onnue,  il  faudra  prendre  Téquation 

m  —  =  T      ou      m  --—  =  T, 

T  désignant  la  composante  de  la  force  motrice  (y  comp] 
les  résistances)  suivant  la  tangente.  Au  moyen  des  équ 
tions  de  la  courbe  on  pourra  exprimer  T  en  fonction  de 
et  alors  la  détermination  du  mouvement  sera  ramenéi 
Tint^ration  d'une  équation  différentielle  du  second  ( 
dre,  tandis  que  si  ILdx  4-  Xdy  +  Tjdz  était  uoèOi'différc 
tielle  exacte,  on  n*aurait  à  intégrer  qu^une  équation  d 
férentielle  du  premier  ordre. 

275,  276.  Cas  ou  le  mobile  est  sollicité  par  t 

FORCES   DIRIGÉES    VERS    DE§    CENTRES    fIXES.   L'expr< 

sion  ^dx -{-Y dy -^-Tà dz  est  toujours  une  différentie 
exacte,  quand  un  point  matériel  est  sollicité  par  des  fon 
dirigées  vers  des  centres  fixes  et  dont  les  intensités  se 
des  fonctions  des  distances  du  mobile  à  ces  diflérei 
centres.  Supposons  qu'une  force  dirigée  vers  le  cen 
fixe  K  (<?,/,  g)  repousse  un  point  M  (.7-,  j ,  s),  avec  u 
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énergie  R,  fonction  senlement  de  la  distance  MK  =  r.  La 


Fig.  92. 


K',  K", . . . ,  on  aura 


partie  de  Xdx -i-Ydy  +  ZdM 
provenant  de  cette  force  sera 
Rrfr. 

Si  Je  mobile  est  sollicité  par 
un  certain  nombre  de  forces  B, 
R',  R'^ . . . ,  dirigées  à  chaque 
instant  vers  des  centres  fixes  K, 


et  chaque  terme  du  second  membre  étant  une  dîfférfin- 
tîelle  exacte,  il  en  sera  de  même  de  leur  somme. 

La  même  conséquence  aura  lieu  si  Fun  des  centres 
s  éloigne  à  Finfini,  c'est-à-dire  si  la  force  correspondante 
^'  perpendiculaire  à  un  plan  donné  et  fonction  de  la 
uistance  du  point  à  ce  plan. 


VINGT-DEUXIÈME  LEÇON 

«OUVRENT    d'un    point    PESANT    SUR    UNE    COURRE. 

PENDULE   SIMPLE. 

"7.    Ih^lpTEHENT  d'un   POINT  PESANT  SUR  UNE  COURBE. 

*"  ^orsqu  un  point  pesant  se  meut  sur  une  courbe  don- 
née AMÂ',  si  le  mobile  part  du 
point  Â  sans  vitesse,  la  vitesse 
acquise  par  le  mobile  au  point 
M  sera  la  même  que  s'il  était 
tombé  librement  de  la  hauteur 

HP. 

Si  B  est  le  point  le  plus  bas 

^  *a  courbe,  le  mobile  aura  la  plus  grande  vitesse  en 

^^  point!  Parvenu  là,  il  continuera  sa  roule  en  vertu  de 

*  ^Uessc  acquise,  el  s'élevant  sur  la  partie  BC  avec  une 


Fig-  94- 

^ ^ 

0 

v/ 

I_J 

_Hj 

~_-_^p 

B 

% 
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vitesse  décroissante,  il  s'arrêtera  au  point  A',  pour  lec^ 
z  =  /t.  Mais  aussitôt,  sollicité  par  la  pesanteur,  il  ci 
cendra'de  nouveau  sur  la  courbe  pour  revenir  au  po 
A,  et  il  pat^iirra  continuellement  le  même  arc  AB. 
tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre. 

278.  Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcoui 
Tare  AM  est  le  même,  soit  qu'il  descende,  soit  qu 
monte.  Les  oscillations  du  mobile  sont  isochrones. 

279.  Cas  ou  le  mobile  a  une  vitesse  initiale.  — 
au  point  A,  pour  lequel  z  =  A,  le  mobile  a  une  vitesse 
le  mobije  s'élève  sur  l'arc  BCO  plus  haut  que  le  point  i 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  0 
plus  élevé  de  la  courbe.  Nous  aurons  trois  cas  à  ei 
miner. 

Premier  cas  :  k^  <Cigh.  —  Le  mobile  s'élèvera  ji 
(|u'à  un  point  C  plus  haut  que  A'  et  qui  sera  détermi 
par  l'équation 

01=-^ 

En  ce  point  C  la  vitesse  sera  nulle  ^  le  mobile  s'arrèu 
pour  revenir  sur  l'arc  CBC  jusqu'au  point  C  situe 
la  même  hauteur  que  C,  et  il  fera  une  infinité  d'oscil 
tions  isochrones. 

Deuxième  cas  :  k'^sf^gli.  —  Le  mobil^  revieni 

au  point  O  avec  la  vitesse  yjk^  —  ^g-A,  dépassera  ce  po 
et  parcourra  la  courbe  une  infinité  de  fois,  toujours  d^ 
le  même  sens. 


Troisième  cas  :  k  =:  ^  2  gfi.  —  Le  mobile  ne  s'arrêt 
qu'au  point  O,  mais  il  lui  faudra  un  temps  infini  p< 
arriver  à  ce  point. 

280*  Pendule.   —  Equation  du  mouvement.  — 
appelle  pendule  un  corps  solide  pesant  qui  peut  osci 
autour  d^un  axe  horizontal.  Un  point  matériel  suspei 
à  l'extrémité  d'une  tige  ou  d'un  fil  inextensible  et  s 
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masse  et  dont  Tauttc  extrémité  est  fixe,  forme  un  /pe»- 
dide  simple. 
PlaçoDS  l'origine  des  coordonnées  au  poiiit  de  suspen- 
Fîg.  95.  sion  O  :  prenond^iie  des  z  ver- 

tical et  dirigé  dailssle  sens  de  la 
pesanteur.  Soit  AO^  =  a.  L'é- 
quation du  mouvement  sera 


dt  =  ^ 


adB 


^k^  -\-2ga  (cos  9  7-  cos"a) 


281.  Cas  ou  l'équation  peut  s'intégrer.  —  On  peut 
intégrer  l'équation  précédente  dans  le  cas  où  la  vitesse 
du  mobile  au  point  A  est  celle  qu'il  acquiert  en  descen- 
•  dant  sans  vitesse  initiale  du  point  C  le  plus  haut  du 
ccrcfe. 

L'équation  se  réduit  à 


dt:^ 


adQ 


^2ga  (i  4-  cosô) 


On 


I-     lan 


0\ 


lii-i) 

tang( 


V  ^  1'^ 


\V  1 


ibrniule  ^i  donne  le  temps  que  le  mobile  emploie  à 
parcourir  l'arc  AM ,  dans  l'hypothèse  où  il  serait  parti 
".u  point  C,  sans  vitesse  initiale. 

M  faut  un  temps  infini  au  mobile  pour  remonter  jus- 
qu'au point  C. 

282.  Cas  des  petites  oscillations.  —  En  supposant 
'^^lle  la  vitesse  du  mobile  au  point  A,  la  formule  (280) 
5^  î'éduit  à 


dt 


=-v/i 


dO 


ê  \/i  cos  G  ^ —  2  cos  a 
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En  n^ligeaiii  la  quatrième  puissance  de  6  et  de  a. 


trouve 


V  . 


ô 

arc  CCS  -  9 

a 


9  =  acos(^,y/f).        ^ 

283.  La  durée  T  de  la  première  oscillatiou  est 

Ellle  est  indépendante  de  son  amplitude,  pourvu  q 
ceile-ci  soit  très-petite. 

284.  Les  résultats  précédents  s'étendent  aux  oscill 
tions  d'un  point  pesant,  écarté  très-peu  de  la  verticijj^ 

p.      g  assujetti  à  se  mouvoir  sur  u 

courbe  dont  le  plan  osculate 
au  point  le  plus  bas  6  est  v< 
tical.    La    durée    commune 

chaque  oscillation  sera  ^  i/-»  p  étant  le  rayon  du  cer< 
osculateur  au  point  B. 

285.  Si  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  B 

Pis-  97-  pl^^  ^^^  ^^^^  ^^  angle  i  a^ 

le  plan  horizontal  ZV,  on  av 
le  temps  d'une  oscillatiou  { 
u  la  formule 


V  gsxni 


286*  Pour  apprécier  la  durée  exacte  d'une  oscillatio 
on  compte  le  nombre  n  des  oscillations  pendant  1 
temps  T,  et  l'on  a 
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%7.  La  posilÎMi.  do  mobile  et  sa  vitesse  redeviennent 
les  mêmes  après  h  durée  d'une  double  oscillation.  A  des 
interfalles  de  temps  qui  diffèrent  d'une  ^oscillation ,  le 
pendule  fait  des  angles  égaux  avec  la  vâ|CifeaIe  du  point 
de  suspension,  mais  de  côtés  différents,  ei  ses  vitesses^ 
<i^s  ces  positions,,  sont  égales  et  de  signes  contraires. 


VINGT-TROISIEME  LEÇON. 

«  • 

SUITE   DE   LA    THÉORIE   DU    PENDULE   SIMPLE. 

f^.  Autre  méthode.  —  Les  mêmes  notations  étant 
conservées,  on  a 

— _  -f-  2.  sm  0  =  a, 
dt^        a 


=^v/i 


dB 
dt 


^2  COS  9  —  2  COS  a 

Soient 

a?  =  I  —  COS  0 ,      b  z=zi , —  COS  a  ;- 

""  eïi  déduit 

dx 


=v^X 


v^6x-^^y/i-^^ 


à  291.  Développement  ex  série. 


T  = 


,,Ar'+(;)';-^(^)'(î)"T 
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292,  293.  Pekdcle  cycloïdal.  — A)it  A  le  point  c 

départ  du  mobk 
où  -nous  suppôt 
ronssa  vitesse  nul3 

et  soit  M  {Xy  y) 
position  à  une  é|^ 
9'  que  quelconque 
^'    Soit  a  le  diam&i 
BD  du  cercle  gé  r- 
rateur.  En  appeLe 
b  le  rayon  de  co% 
bure  BK  =  a  BD  de  la  cycloïde  au  point  B,  on  a 


*'  =  s/^g(^  —  ^), 


arc  cos 


2  j:  —  h 


T  .A 

V  g 

La  durée  des  oscillations  est  rigoureusement  indépe^ 
dan  te  de  leur  amplitude,  et  différents  mobiles,  partis    '^ 
même  instant,  sans  vitesse  initiale,  de  divers  points  ^ 
cette  courbe,  atteindraient  au  même  instant  le  point 
plus  bas. 

294.  Construisons  la  développée  de  la  cycloïde,  coitr' 
posée  des  deux  moitiés  KC  et  KC  d'une  cycloïde  éga3 
à  la  première.  Supposons  qu'un  point  pesant  soit  attacl^ 
à  l'extrémité  d'un  fil  lié  par  son  autre  extrémité  au  poir 
K.  Si  le  mobile,  dans  une  de  ses  positions^  se  trouve  s\M 
la  cycloïde  CBC,  ce  point  décrira-  la  cycloïde  CBC 
Toutes  les  oscillations  devront  s'effectuer  dans  un  mêm 


%alà  ^y-- 


temps  Ci 


295,  296.  Tautochrone.  —  On  appelle  tautochron 
toute  ligne  courbe  sur  laquelle  un  point  pesant  abandonn 
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sans  vitesse  îiiitiAlédPim  point  quelconque  de  cette  courbe 
panrient  dam' Je  même  temps  au  point  le  plus  bas.  La 

<7Gld(dç  est  la  Mole  courbe  tautochrone  idap3  le  vide. 

>•■ 

^7.  Pendule  dahs  xm  milieu  résistàItt;  —  En  dési- 
^ant  par  R  la  résistance  du  milieu,  Tëquation  du  mou- 
vement sera 

^''^  ^      « 

—  =  gsmô-.R, 


9  on  aura 


En    posant  7=y/i^|J 

»=4e»(„/s)..^si.(,,y'i)]rS. 

TT       /a 

~  7  Vê'' 

^s  oscillations  sont  isochrones  comme  dans  le  vide,  et 
*^Ur  durée  est  augmentée  dans  le  rapport  de  i  à  y.  Les 
amplitudes  successives  forment  une  progression  géomé- 
trique décroissante. 

298.  Lorsque  le  mouvement  a  lieu  sur  une  cyclpïde, 
toutes  les  oscillations  se  font  rigoureusement  dans  le  même 
^''^pSj  et  cette  courbe  est  encore  isochrone  dans  un  mi- 
^leu  qui  résiste  proportionnellement  à  la  vitesse. 


VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

'^fiS      FORGES   CENTRALES    ET    DU    MOUVEMENT   iBeS   PLANÈTES. 

>  ^^^^,300.  Forces  CENTRALES.  —  Principe  des  aires. — 
-IVl  un  point  mobile  sollicité  à  chaque  instant  par  une 

I.  21 


# 
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force  dont  la  direction  passe  conamnMBt  par  un  mèm 
point.  La  trajectoire  est  nne  combe  plane. 

Le  secteur  mgemiré  par  le  mouîtmtmt  de  la  prejec 
iian  du  r^rru^  vecteur  sur  un  pain  çuelcoru/ue  est  pra 
poftronnel  au  temps. 

301 .  Réciproquement,  sî  la  trajectoire  d^un  point  mr; 
bile  est  plane  et  telle,  que  les  aires  engendrées  par  le  ray^ 
vecteur,  partant  de  Torigine  des  coordonnées,  soient  p^ 
portionnelles  anx  temps^  la  force  motrice  passera  co^ 
stamment  par  Torigine  des  coordonnées. 

302.  ExpmsssiOH  de  la  vitesse  en  cooedonhées  ^^ 

L  AIRES. 


t>?  = 


dr- 


303.  Composantes  de  la  vitesse  au  point  M,  suiv^ 
OM  et  suivant  une  perpendiculaire  à  OM  : 

Fig.  io3. 


0 


«»coso  =  -— >      psino=— —' 
dt  dt 


384. 


305.  Expression  de  la  vitesse  indépendante  du  temp^ 


p2  —  c^  I    — 


UMl 


306.  Expressions  indépendantes  du  temps  des  compCJ 
santés  de  la  vitesse  suivant  OM  et  suivant  une  perpend-^ 
culaire  à  cette  droite. 


T  C 

d^  r 
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La  vitesse  en  tw  point  de  la  courbe  est  en  raison 
inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la 
fongente  à  la  trajectoire^  au  point  considéré. 

■    •  ^ 

307.  EiXPRSssioir  de  la  forge  accélératrice  en  fonc- 
Tioii  Dite  coordonnées  du  point  mobile. 


308.  Lois  de  Kepler.  —  i°.  Les  trajectoires  de  toutes 
^"^  planètes  sont  des  courbes  planes,  et  pour  chacune 
^  ^iles  Taire  engendrée  par  le  rayon  vecteur  parti  du 
^OieiZ  et  aboutissant  à  la  planète  est  proportionnelle  au 
^^^ps. 

^^.  Ces  courbes  sont  des  ellipses  dont  F  un  des  foyers 
®*C  a,u  soleil, 

3^.  Les  carrés  des  temps  employés  par  les  différentes 
P^^nètes  pour  accomplir  une  de  leurs  résolutions  sont 
^^tre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  ces 
^^^ipses. 

Ces  lois  se  rapportent  au  centre  de  gravité  de  chaque 
P'aiàète,  ainsi  qu'à  celui  du  soleil. 

309.  Conséquences  des  lois  de  Kepler.  —  La  force 
^^^otrice  qui  sollicite  une  planète  est  constamment  diri^ 
S^e  vers  le  centre  du  soleil  ^  cette  force  est  attractix'c. 


310,  311. 


R=£,       p  = 


r^  a  [\  —  e^) 


-^  force  R  est  en  raison  im^erse  du  cairé  de  la  dis^ 
'a/ice  du  centre  de  grauité  de  ifl,  planète  à  celui  du 
^^^U,  2  a  =  le  grand  axe  de  l'ellipse 5  e  =  l'excentricité. 

*-*^  constante  c  représente  le  double  de  l'espace  par- 
^^Ur\i  par  le  rayon  vecteur,  dans  l'unité  de  temps. 
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312.  Si  Ton  appelle  T  le  temps  de  la  révolution  coi 
plète  de  la  planète  considérée,  on  a 


La  force  accélératrice  rapportée  à  Tunité  de  distai 
est  la  même  pour  toutes  les  planètes. 


VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 

jsuitb   du   mouvement    des   planètes. 

313,  314.  Mouvement  d^un  point  attiré  par  un  ce 
tre  fixe  en  raison  inversa  du  .carré  de  la  distance.  • 
La  trajectoire  est  plane  et  située  dans  le  plan  qui  pas 
par  le  point  fixe  et  par  la  direction  de  la  vitesse  initial 

La  constante  c  représentant  le  produit  de  la  vitesse  < 
mobilje  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  s 
la  tangente,  à  l'origine  du  temps,  et  h  la   valeur 

Six 

-T-  —  ^''j  à  r origine  du  temps,  on  a 

r 


•m")]=v'-- 


315.  Equation  de  1^  trajectoire  : 


c' 


14-  Ljf  I j  cos(Ô  —  &)) 


La  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyp- 
bole,  suivant  qu'à  une  époque  quelconque  du  mouveme 


ET    DES   FORMULES    PUINCÏPALES. 


3a5 


oïl    a 


r  r 


IMiTérents  mobiles,  lancés  successivement  du  même 
point  de  Fespace,  avec  des  vitesses  égales,  mais  de  di- 
rections différentes,  parcourraient  tous  des  courbes  de 
naème  espèce. 

316.  Cas  oo  là  courbe  est  une  ellipse.  —  En  appe- 
lant 2 a  le  grand  axe  et  e  l'excentricité,  on  a  ... 


317. 


r 


_     Vf* 


®t»  posant  n  =■  -^-7=»  on  a 

a  \a 

nt=u  —  esïnu, 

^  compte  le  temps  à  partir  du  moment  où  la  planète  est 
^  son  périhélie. 

318.  Sur  BA  comme  diamètre  décrivons  une  circonfé- 
rence de  cercle.  Soient  M  la 
position  actuelle  du  mobile  et  C 
le  centre  de  l'ellipse.  Prolon- 
geons l'ordonnée  MP  jusqu'au 
point  K  où  elle  rencontre  la  cir- 
conférence. L'angle  KCA  =  u. 
L'angle  u  est  appelé  V anomalie 

^^centrique  de  la  planète,  tandis  que  l'angle  MOA  =  6—  w 

^^  lomme  V anomalie  vraie, 

^*9.   Équation  entre  Fanomaj^e  vraie  et  l'anomalie 
^''^entrique  : 


tang-(9 


0» 


-V^ 


1 

tang  -  // . 
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320.  Durée  de  1^  révolution  entière  de  la  planète  : 

9.TÇ  a  \l  a 


T  = 


^/■ 


Force  accélératrice,  à  Tunité  de  distancé,  commune 
toutes  les  planètes  : 

u  =    • 

Il  est  U&n  d'observer  que  Texcentricité  de  toutes  h 
orbites. planétaires  est  très*petite,  car  pour  la  planèi 

Mars,  dont  l'excentricité  est  la  plus  grande,  on  a  e  =  -^ 

321.  Cas  d'une  orbite  circulaire  ou  presque  cir 
cuLAiRE.  —  L'ellipse  peut  se  réduire  à  un  cercle.  Dan 
ce  cas,  le  carré  de  la  vitesse  est  constant.  La  force  accé 
lératrice  est  aussi  constante  et  égale  à  la  force  centripète 

322.  Quand  le  nombre  e  est  très-petit,  on  peut  déter 
miner  approximativement  Tanomalie  excentrique  u^  t 
rayon  vecteur  r  et  ranomalic  vraie  0  —  w,  en  fonction  (Ç 
lemps  t.  On  a,  en  négligeant  le  carré  de  Texcentricité, 

u  =iz  nt  -\-  esin  (nt) , 
r  =  fl[i  — ecos  {nt)]y 
B  —  &)  =  /îr  -4-  2  e  sin  {ne). 

323.  AMA'  étant  Forbite  d'un  planète,  décrivons 

Fip.  10-.  point  O  comme  centre,  avec 

rayon  arbitraire  O  a ,  une  <^  i 
conférence  de  cercle.  Imaginci» 
maintenant  qu'un  mobile  qu.^ 
conque  m  se  meuve  sur  c&^ 
circonférence  avec  une  vitc^ 
constante,  de  telle  sorte  que 
mobile  et  la  planète  se  trouvent  au  même  instant  et^B 
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et  en  A  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse,  et  <)uHls  accom- 
plissent tous  deux  une  révolution  entière  dans  le  même 
temps.  Dans  la  première  moitié  du  mouvement  de  Â  en 
A',  le  rayon  Vecteur  OM  précédera  Om,  et  l'inverse  aura 
lieu  dans  la  seconde  période  du  mouvement  simultané 
de  ces  deux  corps  dans  l'espace. 

324.  Cas  d'une  parabole. 


'•'^  I  4-cos(ô--w)'  '\/?^:- 


p  V  •  'y. 


c' 


=  ^4^  hang  i  (ô  -  «)  H-  i  tang'  ^  (©  -  «)  1 

2VfAL2  9.  2  J 


VINGT-SIXIEME  LEÇON. 

attraction  universelle  et  masse  des  planètes. 

32S.  Lois  de  l'attraction  dhiverselle.  —  Toutes 
^^  planètes  sont  constamment  sollicitées  par  une  force 
^^î  passe  à  chaque  Instant  par  le  centre  du  soleil  et  qui 
^^îe,  pour  chaque  planète,  en  raison  inTerse  du  carré  de 
^  distance  de  son  centre  de  gravité  à  celui  du  soleil.  Les 
^^^eUites  d'une  planète  sont  attirés  par  une  force  passant 
^^^çlamment  par  le  centre  de  celle-ci  et  variant  en  rai- 
^^ïi  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre  de  gravité 
^^  satellite  à  celui  de  la  planète. 

323.  Réciproquement,  les  planètes  attirent  le  soleil. 

327.  Deux  molécules  matérielles  quelconques  s'aU 
^^'^nt,  en  raison  directe  de  leurs  masses  et  en  raison 
^^f^erse  du  carré  de  leur  distance* 
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328.  V£EJ|fICÀTION     DE     LA     LOI    DE     L'ATTRACTIOlf .   - 

Fi{r.  io8.  O'  étant  le  centre  de  la  inné  < 

O  celui  de  la  terre,  la  pesantei 
diminuée  dans  le  rapport  i 
carré  de  la  distance  OO'  s 
carré  de  OÂ  est  la  force  motrii 
de  notre  satellite,  à  chaque  ii 
stant. 

329.  .JMOUVEMENT    ABSOLU    ET    RELATIF    DE    DEUX    COR: 

QVi  s%Ta;iB|GNT.  —  Si  le  soleil  et  unje  planète  n'avaîe* 
aucune'  Titèâse  initiale,  ils  viendraient  se  réunir  sur 
droite  qui  joint  leurs  centres  au  centre  de  gravité 
système  de  ces  deux  corps,  lequel  point  partage  cea 
droite  en  deux  parties  réciproquement  proportionnel 
à  leurs  masses. 

330,  331.  Si  l'on  veut  obtenir  le  mouvement  appar^ 
d'une  planète  pour  un  observateur  placé  à  la  surfaces 
soleil,  il  faudra  supposer  appliquée  au  centre  de  gra^ 
du  soleil  une  force  égale  et  contraire  à  celle  qui  le 
mouvoir  dans  l'espace  ^  en  même  temps  il  faudra  ai 
regarder  une  force  égale  et  parallèle  comme  appliquée 
centre  de  gravité  àe  la  planète. 

332.  Si  M  et  m  sont  les  masses  du  soleil  et  de  la  7 
nète  et  r  leur  distance,  la  force  accélératrice  qui  j 
duirait  le  mouvement  apparent  de  la  planète  autou 

soleil  supposé  fixe  est  — ^^ — 3 La  trajectoire  a 

rente  de  la  planète  est  une  section  conique  et  par 
une  ellipse. 


a' 


333.  Le  rapport  ~  n'est  réellement  pas  consiar 

toutes  les  planètes.  Toutefois,  comme  Tobservat:' 
montre  que  la  troisième  loi  de  Kepler  est  exlrè) 
approchée,  on  doit  en  conclure  que  les  masses  c 
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Aétes  sont  très-petites ,  comparées  à  celle  da  soleil.  La 
masse  de  Jupiter,  la  plus  considéràUe  de  tocRes  les  pla- 
nètes, ù'est  pas de  celle  du  soleil. 

*^         lOOO 

Le  mouvement  elliptique  n'est  pas  non  plus  rigou- 
K-tîusement  celui  des  planètes  autour  du  soleil. 

334.  Masses  des.  planètes  accompaghées  de  satbl- 
K'iTEs.  —  Soient  M,  m  et  m' les  masses  respectives  du  so- 
leil, de  la  planète  et  du  satellite  de  cette  dernière;  soient 
a  le  demi  grand  axe  de  Torbite  de  la  pUnète,  d|jD$  son 
oiouvement  relatif  autour  du  soleil,  et  T  la  dliwéë:4'une 
dévolution  complète;  et  soient  a'  etT'  les  données  ana- 
ogues,  répondant  au  mouvement  apparent  du  satellite 
autour  de  la  planète.  On  aura 


m  -h  m' 

a'      T" 

m  peut 

négliger 

m'  devant 

#71,  et  /Il 

devant  M; 

d'où 

ésulte 

• 

i       fa 
*  1"a  ' 

' 

ormule  qui  peut  servir  i  calculer  le  rapport  de  la  masse 
le  la  planète  à  celle  du  soleil . 

33S.  Masse  de  la  terre.  —  Soit  m  la  masse  de  la 
terre.  Il  existe  un  certain  parallèle  sur  lequel  Tattraction 

terrestre  a  pour  mesure  —  •  De  plus  la  composante  ver- 
ticale de  la  force  centrifuge  a  pour  mesure  sur  le  même 
parallèle  ufie  fraction  —rr—  ==•  -  — -  de  la  gravité.  Il  faut 

200  d  200 

ajouter  cette  composante  à  g,  d'où 


m        Gr^T»       * 


en 


appelant  M  la  masse  du  soleil,  aie  douiî  grand  axe  de 


33o  TIBLE   DES    PE0P05ITI05S  ,    ETC. 

Torbite  apparente  de  la  terre  aotour  do  soleil,  T  le  ncMiibre 
de  secoodcÉconteno  dans  une  année,  et  G  TaUraction  du 
sphéroïde  terrestre  snr  Tonîté  de  masse  d*uu  corps  placé 
sur  le  parallèle  considéré. 

336,  337.  On  conclut  de  là  le  rapport  de  la  densité 
moyenne  dn  soleil  â  celle  de  la  terre  et  la  pesanteur  à  la 
surface  dn  soleil. 

338.  Masse  d'uhe  planète  oÉPOiRTrE  de  satellites. 
—  Ona 


4-'«''        /^^.M       "»' 


On  tire  de  cette  équation  — 9  on  le  rapport  de  la  masse 
de  la  planète  à  celle  de  la  terre. 
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TRANSLATlOlî   D^UK    COUPLE   DANS    UN    PLAN    PARALLÈLE 

AU   SIEN. 

339.  On  appelle  couple  Fensemble  de  deux  forces 
^ales,  parallèles  et  de  sens  contraires,  agissant  aux  extré- 
mités d'une  droite.  On  sait  qu'un  couple  ne  peut  pas  être 
tenu  en  équilibre  par  une  simple  force  (33). 

Le  bras  de  levier  d'un  couple  est  la  perpendiculaire 
commune  menée  entre  les  directions  des  forces.  On 
nomme  moment  d'un  couple  le  produit  de  l'une  de  ses 
forces  par  le  bras  de  levier. 

II.  I 

« 


.V 


Fig.  III. 
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340.  Un  couple  peut  être  transporté  parallèlenie^i 
lui-même  dans  son  plan  où  dans  tout  plan  parallèle 
tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan  sans  que  se 
action  sur  le  corps  auquel  il  est  appliqué  soit  changée 
pounfu  qu'on  suppose  le  nouv^eau  bras  de  leiner  invc 
riablement  fixé  au  premier. 

En  effet,  soient  (P,  —  P)  le  couple  proposé  et  AB  so 

bras  de  levier.  Soit  CD  un 
droite  égale  et  parallèle 
AB.  Appliquons  perpendi 
culaireiuent  à  CD,  au 
points  C  et  D,  les  forces  P 
—  F,  F,  —  F',  égales  ( 
parallèles  à  P.  L'étal  d 
système  ne  sera  pas  changé  par  l'introduction  de  ce 
nouvelles  forces.  Or  les  forces  P  et  F  se  composent  e 
une  seule  3  P,  parallèle  à  leur  direction  et  appliquée  a 
point  O,  milieu  de  la  diagonale  AD.  Les  forces  — I 
—  P'  ont  de  même  pour  résultante  une  force  —  a 
appliquée  au  point  O  et  qui  détruit  la  force  a  P. 
ne  reste  donc  que  les  deux  forces  F',  —  F',  c'est-à-dii 
le  çbiiple  (P,  — P)  transporté  parallèlçment  à  1m 
même. 
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341.  Soit  ensuite  un  couple  (P,  — P)  dont  AB  est 

bras  de  levier,  et  soit  CD  ui 
droite  égale  à  AB,  située  da: 
le  plan  des  forces.  Supposo; 
que  les  deux  d^oite^  AB  et  C 
se  coupent  au  point  O  en  dei 
parties  égales. 
Appliquons  aux  deux  points  C  et  D,  perpendi culaii 
ment  à  CD,  quatre  forces  égales  et  parallèles  à  P,  savoi 
F,  iF,  — "  F,  —  P".  Les  deux  forcer  P  et  F  se  com,pose 
en  une  seule  R  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la  bi 
sectrice  de  l'angle  AFC,  c'est-à-dire  suivant  OF,  car  1 
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dei4K  triangles  rectangles  OFA  et  OFC  ont  même  hypo- 
ténuse et  deux  côtés  égaux  OÂ,  OC.  De  même  les  deux 
forces  — P  et  — Pont  une  résultante  — R  égale  et  di- 
rectement opposée  à  R.  Les  deux  forces  R,  — R,  se  dé- 
truisant, il  reste  le  couple  (P',  --^P')  qui  n'est  autre 
chose  que  le  couple  (P,  —  P)  que  Ton  aurait  fait  tourner 
dans  son  plan  et  d'un  angle  quelconque  autour  du  milieu 
de  son  bras  de  levier. 

De  ces  deux  propositions  réunies  on  conclut  le  théo- 
rème énoncé  (340). 

ÉQriyALENCE  DES  COUPLES  QUI   ONT  LE  MÊME  MOMENT. 

342.  Un  couple  peut  être  remplacé  par  un  autre  cou- 
pfe»   de  bras  de  levier  différent ,  poun^u  que  leurs  mo- 
metzts  soient  égaux. 
En  effet,  soit  le  couple  (P,  —  P)  dont  le  bras  de  levier 

est  AB.  Appliquons  sur  BC, 
comme  bras  de  levier,  deux 


:i 


B 


coaples(Q,-.Q),(Q',-Q'), 
cgaujc  et  contraires,  ce  qui  ne 
change  pas  Fétat  du  système. 
^^  Les  forces  —  P  et  —  Q',  ap- 
pliquées au  même  point,  ont  une  résultante  —  (P  -f-  Q^)- 
l'^s  deux  forces  P  et  Q',  parallèles  et  de  même  sens,  ont 
^ïie  résultante  P*4-Q^,  qui  passera  par  le  point  B,  si 
1  ou  a 

Q'       AB' 

^  qui  détruira  la  force  —  (P  +  QK)  appliquée  au  même 
point.  Il  ne  restera  donc  que  le  couple  (Q,  —  Q)  appli- 
qué au  bras  de  levier  BC  et  de  même  moment  que  le 
^uple  proposé,  car  Tégalité  (i)  donne 

(^)  PXAB  =  QXBC. 

^^»  Il  n'y  a  donc  à  considérer  dans  un  couple  que  la 
Posiiion  de  son  plan,  son  moment  et  le  sens  suivant  lequel 

I . 
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il  tend  à  faire  tourner  son  plan.  Pour  connaître  le  sen^ 
d'un  couple,  il  faut  supposer  fixé  le  milieu  du  bras  d^ 
levier  et  (examiner  dans  quel  sens  chaque  force  tend  à  faire 
tourner  ce  bras  de  levier  dans  son  pian.  11  ne  faut  pas 
confondre  cette  rotation  fictive  avec  celle  du  corps  auquel 
le  couple  est  supposé  appliqué,  car  en  général  le  corps 
ne  tournerait  pas  autour  d'une  droite  perpendiculaire  au 
plan  du  couple,  menée  par  le  milieu  du  bras  de  levier. 

COMPOSITION    DES    COUPLES    SITUÉS    DANS    UN    MEME    PLAN 
OU    DAMS    DES    PLANS    PARALLJBLES. 

344.  Deux  couples  situés  dans  un  même  plan  ou  dam 
des  plans  parallèles  se  composent  en  un  seul,  situé  dam 
un  plan  parallèle  à  celui  des  couples  proposés,  et  dont  h 
moment  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  mo- 
ments des  couples  composants,  sui\Hint  qu^ils  tendent  à 
faire  tourner  leur  plan  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires. 

Soient,  en  effet,  (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q)  ces  deux  cou- 
ples, elp^  ç  leurs  bras  de  levier.  Nous  pouvons  les  rem- 
placer par  deux  autres  couples  (P,  — P'),  (Q',  — Q'), 
appliqués  sur  un  même  bras  de  levier  d  et  situés  dans  un 
plan  parallèle  aux  plans  des  couples  composants,  pourvu 
que  Ton  ait 

Ces  deux  couples  ayant  mènle  bras  de  levier,  se  composent 
évidemment  en  un  seul  [F 4-  Q',  —  (P'-i-  Q')]  s'ils  sont 
de  même  sens  et  [P'— Q'?  — (P' — Q')]  s'ils  sont  de 
sens  contraires.  Dans  le  premier  cas,  le  moment  du  couple 
résultant  sera 

et,  dans  le  second  cas, 

(F  —  Q') d=z  V'd'^(i;d  =  Vp  —  Qy, 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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34S.  On  conclut  de  là  que  des  couples  en  nombre 
quelconque^  situés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans 
parallèles,  se  composent  en  unseul  situé  dans  un  plan 
parallèle  à  ceux  des.  couples  proposés^  et  dont  le  mo^ 
wrBcnt  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  ces 
éicmierSf  en  regardant  comme  positifs  les  moments  des 
couples  qui  tendent  à  faire  tourner  leur  plan  dans  un  cer- 
tain sens,  et  comme  négatifs  les  moments  des  couples  qui 
tendent  à  £aire  tourner  leur  plan  dans  le  ^ens  opposé. 

316.  D^où  rosùlte  qu'un  couple  peut  être  décomposé 

â.'xu)e  infinité  de  manières  en  autant  dé  couples  que  Ton 

voudra,  situés  dans  des  plans  parallèles;  car  on  peut 

'prendre  à  volonté  les  moments  de  tous  ces  couples,  à  Fex- 

ceptiond'un  seul. 


COMPOSITIOU   DES  COUPLES   SITUÉS    DAHS   DES   PLANS 

QUELCONQUES. 

«i47.  Considérons  maintenant  deux  couples  situés  dans 
^I^QK  plans  lAH,  KAH,  qui  font  un  angle  quelconque. 
On  peut  d^abord  remplacer  ces  deux  couples  respec- 
Eig.  ii4^  tivement  par  deux  autres 

équivalents ,  (  P,  —  P  ) , 
(Q,  — Q),  ayant  un  même 
bras  de  levier  AH,  pris 
sur  Tintersection  des  deux 
plajus.  Les  forces  P  et  Q, 
représentées  parles  droites 
A6  et  AC,  se  composent 
en  une  seule  R  représen- 
tée par  AD,  diagonale  du 
Parallélogramme  ABDC.  De  même  les  forces  —  P  et  —  Q 
donnent  une  résultante  évidemment  égale  et  parallèle  à  la 
premièrcj  mais  de  sens  contraire*  Donc  lès  deux  couples 
1^>  —  P),  (Qj  — Q)  se  composent  en  un  seul  (R,  — R). 
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Les  moments  des  trois  couples  sont 

PXAB,     QXAB,     RXAB. 

Ils  sont  donc  entre  eux  comme  les  forces  P,  Q,  R  et  p^t 
vent  être  représentés  par  les  droites  AB,  AC,  AD.  De  i 
le  théorème  suîvans  : 

Si  Von  mène  dans  les  plans  des  deux  couples  donnés 
deux  droites  AB,  AC,  perpendiculaires  à  T intersection' 
de  ces  plans  et  proportionnelles  aux  moments  de  ces  cow 
pies,  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCD,  co/^^ 
struit  sur  ces  deux  droites,  représentera  en  grandeur  J^ 
moment  du  couple  résultant,  dont  le  plan  passera  pa^ 
cette  diagonale  et  par  V intersection  AH. 

AUTRE  MANIÈRE  DE  PRÉSENTER  LA  COMPOSITION  DES  COUPLES. 

348.  On  peut  présenter  sous  une  autre  forme  les  théo- 
rèmes relatifs  à  la  composition  des  couples.  Soit  (P,  — P) 

un  couple  quelconque  dont  le 
bras  de  levier  AB  est  p.  Par  ui 
point  O  pris  à  volonté  sur  le  braî 
de  levier  soit  menée  une  droite 
OL,  perpendiculaire  au  plan  di 
couple,  et  dont  la  grandeur  re- 
présente le  moment  Vp  du  couple.  Supposons  cette 
droite  dirigée  d'un  côté  de  ce  plan  tel,  qu'un  observa- 
teur placé  sur  cette  perpendiculaire,  les  pieds  sur  le 
plan  et  l'œil  au  point  L,  verrait  tourner  ce  plan  dans  un 
sens  convenu,  par  exemple  de  sa  gauche  vers  sa  droite. 
La  direction  et  la  longueur  de  OL  déterminent  com- 
plètement le  sens  et  la  grandeur  du  couple  (P,  — P). 
Nous  appellerons  cette  droite  le  moment  linéaire  du 
couple. 

349.  La  considération  du  moment  linéaire  rend  les 
énoncés  relatifs  à  la  composition^des  couples  enlièremenl 
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semblables  à  ceux  qui  se  rapportent  h  la  composition  des 
forces. 

D'abord,  on  voit  aisément  que  le  monïent  ItHéaîrè  du 
cojupfe  résultant  de  plusieurs  toupies  situés  dans  des 
plans  puPédlèles  est  égal  à  la  sûtnme  àlgébriffue  des 
moments  linéaires  des  toupies  composants, 

350.  Considérons  maintenant  deux  couples  dont  les 
plans  foraient  un  angle  {fig.  ii4»  Pt  5).  Menons  dans 
le  plan  ABDC,  perpendiculaire  à  AH,  la  droite  AL  per- 
péQdicuïaire  et  égaje  à  AB.  Si  la  droite  AL  est  dirigée 
dans  un  sens  tel,  qu  un  observateur  placé  sur  AL  voie  le 
couple  (P,  — P)  entraîner  son  plan  de  la  gauche  vers  la 
droite,  cette  ligne  sera  le  moment  linéaire  du  couple 
(P,  —  P).  Menons  ensuite  dans  le  plan  ABDC  les  deux 
droites  AG  =  AD  et  AM  =  AC  faisant  avec  AL  des  angles 
respectivement  égaux  aux  angles  BAD  et  BAC  :  AG  sera 
à  la  fois  perpendiculaire  aux  lignes  AC,  AH  et  par  suite 
au  plan  DAH  du  couple  (R,  — R)  :  par  la  même  rai- 
son AM  sera  perpendiculaire  au  plan  CAH  du  couple 
;  (Q,  —  Q).  En  outre,  si  l'on  imagine  que  ces  plans  DAH, 
I  CAH  tournent  autour  de  AH  jusqu'à  ce  qu'ils  soient 
îabattus  sur  le  plan  BAH,  les  perpendiculaires  à  ces 
trois  plans  coïncideront  et  seront  dirigés  dans  le  même 
j  sens.  Ces  trois  perpendiculaires  sont  donc  les  moments 
linéaires  des  trois  couples.  Or  la  figure  ALGM  est  un 
parallélogramme  égal  au  parallélogramme  ABCD.  Car  en 
plaçant  AL  sur  AB,  AG  tombera  sur  AD  et  AM  sur  AC. 
Ifenc  deux  couples  situés  dans  des  plans  différents  se 
composent  en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  est  la 
^^gonale  du  parallélogramme  qui  a  pour  côtés  les 
'Moments  linéaires  des  deux  couples  composants. 

3M.  Ainsi  les  couples  se  composent  comme  des 
forces  qui  seraient  représentées  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  leurs  moments  linéaires,  et  qui  passeraient  par 
tin  même  point,  puisqu'on  peut  transporter  les  plans  des 
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couples  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  manière  que  le« 
plans  passent  par  un  même  point.  Par  conséquent^ 
moment  linéaire  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconc 
de  couples  sera  représenté  par  le  dernier  côté  d'un  poî 
gone  dont  les  autres  c6tés  seraient  égaux  et  parallèles  s 
moments  linéaires  des  couples  composants  ;  trois  coup 
se  composeront  en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  se 
la  diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  les  momen 
linéaires  des  couples  composants,  etc.  Ces  théorèmi 
conduiront  à  Texpression  analytique  de  la  résultante  d*u 
nombre  quelconque  de  couples  dont  les  moments  linéain 
seraient  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires  quelconque 
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COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  SYSTEME 

INVARIABLE. 

Aéduction  des  forces  appliquées  à  un  système  invariable.  —  Équilibre 
d^nn  système  de  forces  parallèles  situées  dans  un  même  plan.  —  Com- 
podtion  et  équilibre  d*un  système  de  forces  situées  dans  un  même 
plan.  -.  Équations  générales  de  Téquilibre. 


AÉDUCTIOlff    DES    FORCES    APPLIQUÉES    A    UN    SYSTEME 

INVARIABLE. 

3^2.  Considérons  un  corps  solide  invariable,  auquel 

sont   appliquées  en  diffé- 
rents points  A,  B,  C, . . . , 
les  forces  P,  P',  P%....  Ap- 
pliquons au  point  O,  pris  à 
volonté  dans  le  corps  ou 
lié  invariablement  avec  lui, 
des  forces   égales  et  con- 
traires deux   à  deux  et  égales  respectivement  à  P,  P', 
ï^',.. ..  L'introduction  de  ces  nouvelles  forces  ne  change 
pas  Tétat  du  système,  mais  elle  permet  de  réduire  Ten- 
semble  des  forces  à  une  force  unique  et  à  un  couple.  En 
effet,  on  peut  d'abord  composer  toutes  les  forces  P,  P', 
^'v* •,  appliquées  au  point  O,  en  une  seule R  et  ensuite 
Fig.  1 17.  réduire  à  un  seul  couple  tous  les 

couples  (P,  —  P),  (P',  —  P'), 
(P'^  — P'),  etc.  Par  conséquent, 
toutes  les  forces  appliquées  à 
un  corps  solide  peuvent  se  ré- 
duirc  à  une  force  unique  R, 
résultante  des  forces  P,  P',  F',.  •  • ,   transportées  pa- 
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rallèlement  à  elleS'-mêmes  en  un  point  arbitraire  0    ^' 
à  un  couple  unique  (S,  — S). 

On  doit  remarquer  que  la  grandeur,  la  direction  et  ^ 
sens  de  la  résultante  R  ne  changent  pas  avec  le  point 
mais  le  moment  et  la  position  du  couple  résultant  cba 
gent  avec  ce  point. 

353.  Comme  une  force  ne  peut  pas  faire  équilibre  à  u 
couple^  il  faut,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que  la  force 
et  le  couple  (S,  — S)  soient  nuls  séparément;  en  d'autre^ 
termes,  quand  un  système  de  forces  est  en  équilibre  y  fe 
forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  um 
point  quelconque  se  font  équilibre  autour  de  ce  points 
et  les  couples  résultant  de  la  translation  de  ces  forcer 
doivent  aussi  se  faire  équilibre.  Ces  conditions  son^ 
d'ailleurs  suffisantes. 

354.  Si  le  sptème  admet  une  résultante  unique,  un- 

force  R'  égale  et  contrair- 
à  cette  résultante  devra  fair* 

—  E  équilibre  à  la  force  R  et  slw 
couple  (S,  — S).  ApplL 
quons  donc  au  point  O  deu  - 
forces  R',  — R  égales  et  com 
traires  et  égales  à  R'.  Il  doi 
y  avoir  équilibre  entre  les  deux  couples  (R',  — R^J 
(S)-—  S)  et  les  deux  forces  R  et  R'.Or  ces  deux  dernière 
devant  nécessairement  se  détruire,  doivent  être  égales  e 
directement  opposées  «  Donc  en  supprimant  les  forces  Tl 
et  —  R'  qu'on  avait  appliquées  au  point  O,  on  voit  qu- 
la  force  R  appliquée  en  O  et  la  force  R'  appliquée  en  E 
forment  uii  couple  qui  fait  équilibre  au  couple  (S,  —  S)l 
Donq  les  plans  de  ces  deux  couples  sont  parallèles,  et  pa. 
conséquent  la  force  R  est  parallèle  au  plan  du  couple  ré 
sultant. 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle  es 
remplie,  on  pourra  toujours,  dans  un  plan  parallèle  ai 


—  R' 
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plan  du  couple  (S,  —  S)  ^  placer  une  force  (R'  =  R) ,  de 
telle  sorte  que  le  couple  (R,  —  R)  détruise  le  couple 
(S,— S).  Alors  la  force  R'  faisant  équilibre  à  la  force  R 
et  au  couple  (S,  —  S) ,  une  force  égale  et  directement 
opposée  à  R'  sera  la  résultante  du  système. 

385,  Nous  ayons  vu  qu'un   nombre  quelconque   de 

forces  appliquées  à  un  système 
invariable  dans  l'espace  se  ré- 
duisait à  une  force  R  et  à  un 
couple  (S,  —  S)  qui  ne  sont  pas 
en  général  situés  dans  des  plans 
parallèles.    En   transportant  le 
couple  (S,  —  S)  parallèlement  h 
lui-même  jusqu'à  ce  que  Vune 
^^  forces,  —  S,  passe  par  un  point  O  de  la  force  R,  les 
*orces  —  S  et  R  se  composent  en  une  seule  T,  non  située 
^^ns  le  plan  du  couple  (S,  —  S),  si  la  force  R  elle-même 
'^  y  est  pas  contenue.  Ainsi,  un  nombre  qiielconque  de 
fi^rees  appliquées  à  un  système,  invariable  peuvent  se  ré- 
duire à  deux  forces  S  et  T  qui  sont,  en  général ^  dans 
^*^s  plans  différents^  et  dont  tune  passe  par  un  point  O, 
^^tièrement  arbitraire.   Cette   réduction  peut   s'opérer 
d'tme  infinité  de  manières,  même  sans  déplacer  le  point  O, 
soît  en  faisant  tourner  le  couple  autour  du  point  O,  soit 
changeant  ce  couple  en  un  autre  de  même  moment. 


386.  Réciproquement ,  deux  forces  T  et  S ,  non  situées 

dans  le  même  plan,  peuvent  toujours  se  ramener  à  une 

force  et  à  uuçouple.  En  effet,  appliquons  au  point  O  les 

deux  forces  (S^ — S)  égales  à  S  et  directement  opposées. 

*.^s  forces  S  et  T  se  composent  en  une  seule  R,  et  les, 

deux  forces  reétantes  forment  un  couple  (S,  —  S). 
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-ÉQUILIBRE   d'un    SYSTEME   DE    FORCES    PARALLÈLES   SITU^ ^ 


DANS    US    MEME   PLAN. 


Fîg.   130. 
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357.  Par  un  point  O  du  plan  des  forces  P,  P',  P", . .  - 

menons  une  droite  .r'O  - 
perpendiculaire  à  la  direct 
tion  commune  de  ces  forcer 
Appliquons  au  point  O  d^ 
forces  égales  et  directemers 
opposées,  d'ailleurs  égal^ 
et  parallèles  respectivemeia 
à  P,  P',  P'', ....  On  n'aur 

plus  qu'à  considérer  les  forces  P,  P',  P'^ . . .  ^  appliquée 

au  point  O,  et  les  couples  (P,   — P),  (P',  — P')... 

La  résultante  des  forces  appliquées  en  O  devant  ètn 

nulle,  on  aura 

(i)  P-hP'-*-P"-h...=o, 

en  considérant  comme  positives  les  forces  qui  tirer 
dans  un  sens,  et  comme  négatives  celles  qui  tirent  dans  ] 
sens  opposé. 

Ensuite  le  moment  du  couple  résultant  de  tous  1< 
couples  (P, — P)  (P',  — P')v"  devant  être  nul,  o 
aura,  en  nommant  x^  x\  x"^. . .  les  bras  de  leviers  d( 
couples  composants, 

(2)  P^  -H  PV  H-  P"x" . .  .  =  o. 

Cette  égalité  aura  lieu  en  regardant  les  forces  P,  P 
P'', . . .  comme  positives  ou  négatives,  suivant  leur  sens 
et  les  bras  de  levier  comme  positifs  ou  négatifs,  suiva/i 
qu'ils  seront  situés  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  point  C 
En  discutant  les  quatre  cas  qui  peuvent  se  présent* 
relativement  au  sens  de  chaque  force  et  à  la  position  <: 
son  point  d'application,  on  verra  que  chacun  des  produî 
Par,  P'x', . . .  prend  de  lui-même  le  signe  qui  conviei 
au  moment  qu'il  représente. 
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3S8.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 

elles  se  réduiront  à  une  force  R  et  à  un  couple  (S,  —  S) 

lesquels  auront  un  résultante  unique;  car  R  et  (S,  —  S) 

sont  dans  uti  même  plan.  En  effet,  en  introduisant  une 

force — R,  égale  et  parallèle  à  R,  appliquée  à  un  point 

dont  Xi  sera  Tabscisse,  il  y  aura  équilibre,  si  Ton  pose 

Puisque  d'ailleurs 
on  aura  donc 


Xi  = 


P-HP'H-P"... 


Ces  formules  déterminent  la  grandeur  et  la  position 
le  1^  résultante  du  système,  laquelle  est  égale  et  directe- 
aeiit  opposée  à  la  force  — R  qui  lui  fait  équilibre. 

359.  Si  la  force  R  était  nulle,  le  système  se  réduirait 
H-  couple  (S,  — S),  qui  ne  pourrait  pas  être  tenu  en 
({uilibre  par  une  simple  force.  Dans  ce  cas  seulement  il 

y  aurait  pas  4e  résultante  unique. 

COMPOSITION   ET   ÉQUILIBRE   d'tJN    SYSTÈME   DE    FORGES 
SITUÉES   DANS   UN    MÊME   PLAN. 

360.  Soient  P,  P',  P', . . .,  les  forces  données;  d'un 

point  quelconque  O,  pris  dans 
leur  plan,  abaissons  sur  leurs 
directions  les  perpendiculaires 
OA,  OB,  OC, . . . ,  et  regardons 
A,  B,  C^ . . . ,  comme  les  points 
d'application  des  forces  corres- 
pondantes. Transportons  toutes 
ces  forces  parallèlement  à  elles- 

^^Dûes  au  point  O.  Elles   auront  une  certaine   résul- 
'^ïïïeR,  et  les  couples  provenant  de  cette  translation  se 
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composeront  en  nn  seul  dont  le  moment  G  sera  donné  pa. 

la  formule 

G  =  P/>-+-P'/ï'-4-..., 

p,  ^, . . . ,  désignant  les  bras  de  leTier  OA,  OB,. . .  ;  c 
convient  en  outre  de  prendre  positÎTement  les  momei 
des  couples  qui  tendent  a  faire  tourner  leur  plan  dans  \ 
certain  sens  et  n^atiTcment  ceux  des  couples  qui  agisse 
dans  le  sens  contraire. 

361.  Dans  le  cas  de  Féquilibre,  G  doit  être  nul.  < 
aura  donc 

(i)  p/i-f  py H- P*p' -*-...  =  o. 

Ensuite  la  résultante  R  devant  être   nulle,    si  X, 
X',  T',...,  désignent  les  composantes  des  forces  siyr 
deux  axes  pris  dans  le  plan,  on  aura 

(a)                         X  H-  X'H-  X'-f-. . .  =  G, 
(3)  Y  +  Y' -h  Y" H =o. 

Ainsi  :  i^  la  somme  des  moments  des  forces  par  n 
port  à  un  point  quelconque  de  lewurplaAdoit  être  nui 
a^  les  sommes  des  composantes,  suivant  deux  axes  qu 
conques,  doivent  être  nulles  séparément. 

36â.  On  peut  écrire  Téquation  (i)  sous  une  au 
forme,  d'après  laquelle  les  moments  prennent  d'eo 
mêmes  les  signes  qui  leur  conyiennent. 

Soit  P  Pune  quelconque  des  forces  données.  Avant 
fig,  ,23.  la  transporter  au  point  O,  < 

y/         ^     y      composonsJa  en  deux  forces 
/         '      ^       et  Y,  paraUèles  aux  axes. 
^>f  T~î  translation  des  forces  X  et  Y 

y  j        /  point  O  donnera  naissance  àd< 

— i  o/  D  X  1  ir      couples  (X,  — X),  (Y,  — 

' y  et  en  appelant  6  Tan^e  des  as 

et  X,  ^  les  coordonnées  dn  point  A  les  moments  de 
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deux  couples  sont  Xj^sinô,  Yxsinô.  Pour  un  observa- 

^eiar  placé  suir  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  O 

«ix  planxO^,  le  couple  (X,  — X)  tendrait  à  faire  tour- 

râ^j  son  plan  de  gauche  à  droite,  et  le  couple  (Y,  — Y) 

d^  droite  à  gauche^  en  supposant  les  forces  dirigées  suivant 

]^^  parties  positives  des  axes.  II  faut  donc  désigner  leurs 

m.oments  par  Xj^sin  9  et  par  — Yx  sin  0.  On  reconnaîtra 

suite  aisément  que  si  une  force  ou  Tune  des  coordon- 

es  change  de  signe,  le  couple  changera  de  sens,  et  par 

conséquent  son  moment  prendra  de  lui-même  le  signe 

oonvenable.  En  opérant  de  même  sur  p\  /''^•••9  Téqua- 

on  (i),  après  la  suppression  du  facteur  commun,  pren- 

la  forme 


IL-r 


(4J     Xj— Yx-^-XV  — Y'*'H-XV'- Y"ar"4-...  =0. 

363.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
*^Hes  se  réduiront  à  une  force  R  et  à  un  couple  (S,  —  S) 
^ui  auront  une  résultante  unique,  si  R  n'est  pas  nul,  puis- 
<îue  cette  force  et  ce  couple  sont  dans  le  môme  plan, 

Dne  force  R'  =  —  R  égale  et  contraire  à  la  force  cher- 
^héç  devant   former   avec  R  un   couple    qui  détruise 
(S,  — S),  en   appelant  r  le  bras  de  levier  du   couple 
(B, —  R),  on  aura 

Rr=P^-f-P'/?'  -h. . .  , 

^*où  Ton  déduira  r.  La  force  R  sera  donc  connue  en 

grandeur  et  en  direction. 
Pour  obtenir  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  résul- 

^te  unique  — R',  soient  x^  j'i  les  coordonnées  d'un 

point  quelconque  de  cette  droite ,  et  Xi ,  Yi  les  compo- 
santes d9  la  force  R  parallèles  aux  axes.  Il  y  aura  équi- 
*w^dans  le  système  après  l'introduction  de  la  force  — R 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  forces  —  Xi ,  —  Y, .  On 
doit  donc  avoir 


^1  '-Xi^^i  -h  Yar,  -f-X^— Yar+X'y—  .  ..=zo, 
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OU  en  posant 

on  aura 

(5)  —  X»ji4-Yar»  +  G  =  0, 

équation  de  la  droite  cherchée. 

ÉQUATIONS   GÉNÉRALES   DE   l'ÉQUILIBEE. 

364.  G>nsidérons  maintenant  un  système  qnelconqi 

de  forces  P,  P',  P*, . . .  appliqué 
^'  '    '  à  des  points  A,  A',  A*^,. . .  lî 

entre  eux  d'une  manière  iar 
riable.  Décomposons  la  force 
en  trois  autres  X,  T,  Z  parc 
lèles  à  trois  axes  rectangulais 
Ox,  Ojr,  Oz.  Soient  x  =  A^ 
y  =  OC,  z  =  OD,  les  coorda 
nées  du  point  A. 

Appliquons  aux  points  D 
O  des  forces  égales  et  parallèles   à   X,  mais  deux 
deux  de  sens  contraires.  H  en  résulte  une  force  X  s 
pliquée  en  D  et  un  couple  (X,  — X)  appliqué  sur  R 
Ce  couple   peut  être   transporté   parallèlement  à  li 
même  dans  le  plan  xOy,  H  reste  une  force  X  appliqa 
au  point  O  et  un  couple  (X,  — X),  ayant  OD  pour  bi 
de  levier  et  situé  dans  le  plan  zOx.  En  opérant  de 
même  manière  sur  les  composantes  Y,  Z,  X',  T',  Z',  et 
on  ramènera  le  système  proposé  à  plusieurs  forces  dî 
gées  suivant  les  axes  et  à  un  certain  nombre  de  coup 
situés  dans  les  plans  coordonnés.  En  appelant  X,  T^ 
les  résultantes  des  forces  dirigées  suivant  les  axes 
L,  M,  N  les  moments  résultants  obtenus  en  composa 
les  couples  situés  dans  chacun  des  plans  coordonna 
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>Yi  aura 

Z  =  Z  4-2'  4-Z''-h.-.; 

L  =2/ —  Yz -f.  Zy— YV-+-. . ., 
M=Xz  — Za:-hXV— Z'ar'-I-.  .., 

N=yar— xr4-YV— xy-H.... 

365.  Quand  il  y  a  équilibre,  la  résultante  de  toutes 
les  forces  dirigées  suivant  le  même  axe  doit  être  nulle, 
et  le  couple  résultant  de  tous  les  couples  situés  dans  le 
inèmeplan  coordonné  doit  être  aussi  nul.  Donc  les  six 
^tiom  suivantes 

,.  l   X=:0,       yrro,      Z  =  0, 

\   L=ro,     M=o,     N  =  o, 
auront  lieu  dans  le  cas  d*un  système  de  forme  invariable. 

366.  On  peut  mettre  ces  équations  sous  une  autre 
^onne,  en  y  introduisant  les  intensités  des  forces 
I^>P',P, . . . ,  et  les  angles  a,  |3,  y,  a\  (3',  y', . . . ,  que 
^^Qrs  directions  font  avec  les  axes.  Les  composantes 
X,  Y,  Z,  X',  etc. ,  sont  alors  représentées  pour  la  gran- 
*«ur  et  pour  le  signe  par  P  cos  a ,  P  cos  j3 ,  P  cos  y, 
™C08a\etc,  On  aura  donc,  au  lieu  des  équations  qui 
procèdent, 

i     (0  Pcosa.H-P'cosa' ■+-...  =o, 

(^)  Pcosp-hP'cosp'-H...  =o, 

iv  PCOS7  H-P'cos7' -h...  =o; 

(4)  P(7cos7  — «cosp)  H-P'(/cos7'  — z'cosp')  +. . .  =0, 
W  P  (zcosa  —0:0087)  H-P'  (z'  cosa'  —  0/0087')-+-.  •  -=0, 

(^)  P  (^rcosp— /cosa)  -HP'(x'cosp'— /cosa') -f-.  .  .=.0. 
II.  2 
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367.  Au  lieu  de  décomposer  la  force  P  en  troia  auln 


Fig.  124- 
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X,  Y,  Z,  pajrallèles  aux  axi 
rectangulaires,  on  peut  la  décor 
poser  en  deux  forces  seulemeo 
une  force  Z  parallèle  à  Tai 
Q3&  et  une  force  Q  située  dai 
le  plan  ABFC  perpendiculaire 
Oz.  Abaissons  du  point  F  où  < 
plan  coupe  l'axe  Oz,  FH  = 
perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force.  La  loi 
gueur  q  est  la  plus  courte  .distance  de  Taxe  Oz  k 
droite  AH  et  aussi  à  la  direction  de  la  force  P,  puisq^ 
Oz  est  parallèle  au  plan  PAQ.  Comme  la  force  Q  est 
résultante  des  deux  forces  X  et  Y  situées  dans  ce  mèi 
plan,  son  moment  est  égal  à  la  somme  algébrique  de  lei: 
moments  par  rapport  au  point  F.  On  a  donc 

Q^  =  Yj:-Xr. 

Pour  la  force  P',  on  trouverait  de  nième 

L'équatioo  N  =s  o  prend  alors  la  forme 

On  aurait  des  équations  de  même  forme  relatives  a 
deux  autres  axes. 

On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  ^ 
le  produit  de  la  projection  de  cettç  force  sur  un  pJ 
perpendiculaire  à  l'axe  multipliée  par  la  plus  coca 
distance  entre  cet  axe  et  cette  projection.  On  peut  de 
dire  que  si  un  système  de  forces  appliquées  à  un  cai 
solide  est  en  équilibre,  la  somme  des  moments  desjorc 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  menés  par 
même  point,  doit  être  nulle  pour  chacun  de  ces  axeF 

368.  Les  six  équations 

J[  =  o,     F=  o,     Z  =  o, 
L=:o,     M  =  o,     N=o, 
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sont  vérifiées  dans  Fétat  d'équilibre  d'un  système  quel- 
conqoe  de  forces,  lors  même  que  ses  différents  points  ne 
seraient  pas  liés  les  uns  aux  autres  d'une  manière  inva- 
riable, conxBie  yar  exemple  si  un  point  était  lié  à  un 
amre  par  un  cordon  inextensible.  Dans  ce  cas,  les  éqaa- 
tkns;  d'équilibre  sont  tonjoom  yërifiées  ;  car  ai  1  on  soli- 
difie le  système,  c'est-à-^re  si  Ton  fixe  les  différents 
points  de  manière  que  leurs  distances  mutuelles  restent 
inviriaUes,,  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  et  pai*  consé- 
quent les  forces  immédiatement  appliquées  à  ce  corps 
satisferont  aux  six  équations.  Mais  ces  conditions  ne 
seront  plus  suffisantes  pour  assurer  Técpiilibre,  et  il  fau- 
dra y  joindre  de  nouvelles  équations  qui  dépendront  du 
mode  de  liaison  des  difiîfrentear  parties  du  système. 


2. 
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SUITB  DB  LA  GOMPOBITION  ET  DE   L'ÉQUIUBRB  DE  FORGES  AFPUQU^I 

A  UN  SYSTÈME  DE  FORME  INVARIABLE. 

Cas  d*UDe  résultante  unique.  —  Cas  d'un  point  fixe.  —  Cas  d'an  axe  fix< 
'  -»  Équilibre  d*un  corps  qui  repose  sur  un  plan  fixe  par  un  ou  plusieui 
•  points. 


CAS   d'une   RÉSULTANTE    UNIQUE. 

369.  Quand  il  y  a  une  résultante  unique,  on  sait  qu< 

la  résultante  R  des  forces  transportées  parallèlement  i 

elles-mêmes  au  point  O  doit  être  parallèle  au  plan  dt 

couple  résultant,  dont  nous  avons  désigné  le  momeni 

par  G.  Les  cosinus  des  angles  que  la  résultante  R  fai' 

avec  les  axes  sont 

X       r      Z 

r'    r'    r' 

et  les  cosinus  des  angles  que  le  moment  linéaire  ducoupU 
résultant  fait  avec  ces  mêmes  axes  sont 

L        M       N 

g'    g'    g' 

Il  suffit  évidemment  d'exprimer  que  la  force  R  et  E 
direction  du  moment  linéaire  sont  perpendiculaires  ent^ 
elles,  ce  qui  donne 

(i)  ;rL-f.rM-hZN  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  les  forces  se  réduisent 
une  force  unique  pourvu  que  X^  Y^  Zi  ne  soient  pas  nulL- 
à  la  fois,  sans  quoi  le  système  se  réduirait  à  un  coupL 
et  il  n'y  aurait  pas  de  résultante  unique. 

370.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  d'une  aul — 
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manière  et  déterminer  en  même  temps  la  position  de  la 
droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante.  Introduisons 
nue  force  Ri  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante^ le  système  sera  en  équilibre*  Par  conséquent,  si 
X| ,  T| ,  Zi,  sont  les  composantes  de  Ri  et  x^  ^yi ,  z^ ,  les 
coordonnées  d^un  point  quelconque  de  sa  direction^  on 
aura 

(a)  jr-|-Xi==o,      r-hY,=:o,.     Z4-Z,  =  o 

61  ensuite 

IZ,j,  —  Y,z,-*- L  =  o, 
X,z,  —  Z,ar,4-M=  o, 
T,  J?i  —  X,  j,  H-  N.=  o. 

Lies  trois  premières  équations  donnent 

Xi  =  —  -^,   Y|=: — y,   Z|^-— z. 

^u  retrouve  ainsi  ce  résultat  connu  que  la  résultante 
^^<^ique  des  forces  proposées  est  égale  et  parallèle  à  la 
lorce  R  et  qu'elle  agit  dans  le  même  sens. 

On  a  ensuite  les  équations  (3)  pour  déterminer  Xi, 
Ti  y   Zi*  Mais  ou  voit  à  priori  que  l'on  ne  trouvera  pas 
^e   valeurs  déterminées  pour  ces  trois  inconnues,  car, 
^  il  y  a  une  résultante,   on  doit  pouvoir   transporter 
^on  point  d'application  en  un  point  quelconque  de  sa  di* 
Section.  Ces  trois  équations  doivent  donc  se  réduire  à 
deux  et  à  une  équation  de  condition.  En  effet,  à  cause  de 
X.  t  =  —  JC,  Yi  = —  J',  Zi  = —  Z,  on  peut  écrire  ces  équa- 
tions ainsi  : 

Zx»  — JTa, -hM=z=o,^  . 
XXi —  Fjr,4-N  =  o. 

^*^ïs,  si  on  les  ajoute   membre  à  membre,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  JT,  F,  Z,  on  aura 

XL  +  rM-»-ZN=:o, 

^iialion  déjà  obtenue.  Si  elle  est  vérifiée,  deux  des  trois 
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équations  (4)  s^itn»!  les^éqwàlions  4e  la  miroite  smva 
laquelle  ftgit  la  rërattaiite. 


Cas  d'un   T<HirT    F11Œ« 


371  •  SoU  O  le  point  ûxe.  En  y  transportant  toutes  1^^^ 
forces,  on  obtiendra  une  résultante  R   et   un  coupC  — *^ 
(S,  —  S).  La  résultante   est  détruite   par  la  fixité   d^^ —    ^ 
point.  Quant  au  couple  (S,—  S),  il  doit  être  nul  ;  cai 
en  transportant  le  couple  parallèlement  à  lui-même  ji 

qu'à  ce  que  la  force  S  vienne  passer  par  le  point  fixt. ^, 

cette  force  S  serait  détruite  el  la  fdrce  —  S  aurait  toc=:3Dt 
son  effet.  Donc    le  momenf;  du  couple  (S,  —  S)  est  ni 
et  la  pression  qu'éprouve  le  point  fixe  est  égale  à  la  rési 
tante  de  toutes  les  forces  transportées  parallèlement  à 

elles««mèmes  en  ce  point. 

373.  Ou  peut  encore  obtenir  «es  conditions  en  i 
Nuisant  la  résistance  Rf  du  point  fixe.  Soient  Xi,  Y^, 
les  composantes  de  la  (oroe  Ri  :  puisqu'il  y  a  ^mlibi 
on  aura 

jr-f-x,=ro,    r-hYi=o,    z-hZi=o. 

L'introduction  de  la  force  Ri  ne  donnant  aucun 
veau  terme  dans  les  expressions  L^  M,  N,  on  aura 

L  =  o^     M  =  o,     N  ac  o. 

Les  trois  premières  équations  déterminent  Xj^Yi,  2i 
et  font  voir  que  la  résistance  Ri  est  égale  et  directement 
opposée  à  R.  Les  trois  ^Mitres  sont  les  équations  de  condi- 
tions et  expriment  que  le  couple  résultant  (S,  —  S)  ^^^^ 
nul. 

CAS    n'uW    AXE    FIXE. 

373,  Supposons  qu'il  y  ait  dUos  le  système  ua  JàSfe  fi.'s^^i 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  points  fixes  O  et     l** 
Prenons  pour  axe  des  2,  la  droite  OH,  et  pour  axes    o^^ 
j:et  des  jy  deux  droites  passant  par  le  point  O. 


Rg.  135. 
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La  résulunte  des  forces  transportées  parallèlement  i 
elles-mêmes  au  point  O  <est  détruite,  puisque  ce  point  «it 

fixe.  Quant  aux  couples  résul- 
tant de  cette  translation  tt  A* 
tués  dans  les  plans  x  Ox  et  z  Oy, 
ils  sontdécruiu  par  la  réeis tance 
de  Taxe  Oz,  car  on  peut  faire 
tourner  chacun  d'eux  jusqu'à  ce 
que  les  deux  forces  qui  le  com- 
posent soient  perpendiculaires  à 
^'axe  fixe  îjui  les  détruit  toutes.  Il  ne  reste  donc  plus  que 
le  «ouple  N  situé  dans  .le  plan  xOj*,  qui  doit  être  nul  ^ 
sans  quoi,  en  le  transportant  jusqu'à  ce  qu'une  de  ses 
forces  passe  par  le  point  O,  celle-ci  serait  détruite  et 
1  autre  ferait  tourner  le  système  autour  de  l'axe  Oz, 
La  seule  condition  d'équilibre  est  donc 

N  =  o. 

On  peut  l'énoncer  en  disant  que  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à  V  axe  fixe  doit  être  nulle. 

374.  Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  l'axe,  par 
exemple,  s'il  est  traversé  par  une  tige  fixe  et  inflexible, 
les  composantes  X,  JT  et  les  couples  L,  M  sont  détruits 
P^x  la  résistance  de  l'axe,  mais  la  force  Z  ne  l'est  pas. 
On  a  alors  deux  équations  d'équilibre 

J2  =  o,    N  c=  o. 

375.  Nous  avons  établi,  pour  conditions  d'équilibi^, 
^^ns  le  cas  d'un  point  fixe,  les  équations 


L  =  o,     M  =  o,     N  =  o; 


do 


^c,  pour  qu'un  nombre  quelconque  de  forces  appli- 
^P^^es  à  un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour  d'un 
P^îïit  fixe,  il  faut  et  il  suffit  qu  elles  le  soient  autour  de 
**^îs  axes  passant  par  le  point  fixe. 

^76.  On  peut  encore  traiter  la  question  ea  introdui- 
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sant  les  résistances  des  points  fixes.  Si  les  points  O  et  H 
devenaient  libres,  on  rétablirait  Féquilibre  en  appliqaaÔLt 
en  ces  points  des  forces  convenables  Rt  et  Rj.  Soît 
O H=  A.  Appelons  Xi ,  Yi ,  Zi ,  Xt ,  ¥< ,  Zt  les  compo  - 
santés  parallèles  aux  axes  des  forces  Ri  et  Rs»  Les  équsa.- 
tions  d'équilibre  seront  alors 

vr-i-X,-f-X,=:0, 
r-f.Y,-f-Ya=:0, 
Z-i-Z,-hZa=:0, 

L  —  ¥2/1  =  0,     MH-XaA  =  o,     N  =  o. 

La  dernière  équation  est  la  seule  condition  d'équilîkzisre 
déjà  trouvée.  Quant  aux  cinq  autres,  elles  feront  cc^n- 
naitre  les  résistances  des  points  O  et  H  ou  les  pressicziDns 
qu'ils  supportent.  On  en  tire 

M  L 

X,=  — A^H-~5     Yi= — F rj 

£à\  "t~  ^2  "—-  """"  ^  • 


Ges  équations  déterminent  Xt ,  Xj ,  Yi  et  Y» , 
elles  ne  donnent  que  la  somme  Z,  -H  Zj  des  composarï-'es 
parallèles  à  Taxe  des  Z,  ce  qui  doit  être;  car,  s'il  J  « 
équilibre,  les  deux  forces  Zi  et  Zj  qui  agissent  suivaimt:Ja 
même  droite,  peuvent  être  appliquées  au  même  point  ^» 
et  Ton  peut  partager  leur  somme  en  deux  parties  qu^" 
conques  appliquées  aux  points  O  et  H. 

ÉQUILIBRE   d'un    CORPS    QUI   REPOSE    SUR    UN  PLAN    FlXÏ^- 

377.  Supposons  un  corps  pressé  contre  un  plan   ^^ 
un  de  ses  points  par  une  force  ^  passant  par  ce  point   ^ 
normale  au  plan  ;  ce  corps  sera  en  équilibre ,  car  il  ï*  J 
a  pas  de  raison  pour  qu'il  se  meuve  dans  une  directî^^ 
plutôt  que  dans  une  autre. 


Fig.  ia6. 
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SI  la  force,  au  lieu  d'être  normale  au  plan,  lui  était 

oblique,  on  pourrait  la  décomposer  en  deux  autres, 

JW  normale  et  l'autre  située  dans  le  plan.  La  première 

ne  ferait  qu^appuyer  le  corps  sur  le  plan  et  la  seconde 

aurait  tout  son  effet  pour  le  déplacer.  Ainsi  la  condition 

nécessaire  et  suffisante  pour  F  équilibre  est  que  la  force 

guipasse  par  le  point  de  contact  soit  normale  ou  plan. 

La  même  conséquence  s'appliquerait  au  plan  tangent,  si 

le  corps  était  pressé  contre  une  surface  courbe  par  une 

force  qui  passerait  par  le  point  de  contact. 

378.  Supposons  maintenant  qu'un  corps  M,  sollicité 

par  plusieurs  forces  P,  P,  P^, . . . , 
repose  par  un  de  ses  points  A  sur 
un  plan  IL  ou  sur  une  surface 
dont  IL  serait  le  plan  tangent  au 
point  A.  Concevons  qu'il  y  ait 
équilibre.  Si  Ton  ôtait  le  plan, 
le  point  A  se  mouvrait  dans  une 
certaine  direction,  et  en  appli- 
quant suivant  cette  direction  une  force  déterminée,  on 
établirait  l'équilibre.  Cette  force  peut  donc  remplacer 
1^  résistance  du  plan,  et  elle  doit  être  égale,  puisqu'il  y  a 
^^ilibre,  à  la  résultante  des  forces  P,  P',  P'', ....  Donc 
il  faut  que  celles-ci  aient  une  résultante  unique,  normale 
*u  plan  et  passant  par  le  point  d'appui. 

.  379.  On   est  conduit  à  une  conséquence  analogue, 
Fig.  la;.  quand  le  corps  M  repose  par 

différents  points  A,  B,  C. . . 
sur  plusieurs  plans  ou  sur- 
faces   fixes,     comme    par 
exemple  une  table  suppor- 
tée par  trois  pieds.  Si  l'on 
^^it  le  plan  p,  l'équilibre  serait  en  général  détruit,  mais 
'^  le  rétablirait  en  appliquant  au  point  A  une  force  con- 
*^ab]e  dans  la  direction  que  ce  point  prendrait  immc-^ 


Fîg.  ia8. 
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dialemciit.  Cette  force  peut  «Loue  remplacer  la  rësistar 
du  plan  p  ;  de  même  deax  autres  forpes  appliquées  a 
points  B  et  C  peuvent  tenir  lien  des  résistances  des  pis 
p*  et  p^.  Si  l'on  joint  ces  deux  dernières  aux  forces  do 
nées  P,  P',  P^, . .  et  «pi'on  régarde  le  corps  M  conu 
Appuyé  seulement  sur  le  plan  p  par  le  point  A,  la  r 
snltante  <iè  toutes  les  forces  passe  par  le  point  A  et  e 
normale  aru  plan  p  ;  par  conséquent  la  résistance  de  c 
plan  lui  est  elle-même  normale.  Le  même  misonQ0DeD 
s'applique  aux  résistances  des  plan6  p'  etp". 

380.  Voyons  ce  que  deviennent  les  équations  d'équi- 
libre dans  le  cas  d'un  corps 
pressé  contre  un  plan  a?0/oc 
contre  une  surface  dont  xO/ se 
rait  le  plan  tangent  au  point  0 
Prenons  ce  plan  pour  celu 
des  xy  et  le  point  O  pour  ori 
gine.  La  résistance  du  plan  équ^ 
valant  à  une  force  normale  l 
nous  aurons  d'abord 

2r=ro,     T  =  Oy     Z  +  Z,  =  o; 

et  comme  Zi  n'introduit  évidemment  aucun  terme  da 
les  équations  des  moments,  on  aura 

L=:o,     M  =  o,     N  =  o. 

Ces  trois  équations  expriment  que  le  système  des  fore 
se  réduit  k  une  force  unique,  et  les  deux  premières  q; 
cette  force  unique  est  verticale  et  passe  par  le  point  ^ 
Quant  à  l'équation  Z  -H  Z^  =  o,  elle  indique  que  la  r 
sultante  est  la  pression  supportée  par  le  plan.  Il  fai.: 
en  outre,  que  la  résultante  appuie  le  corps  sur  le  plai 
cest-â-dire qu'elle  soit  négative.  On  devra  donc  joinc3 
aux  cinq  équations  d'équilibre  Finégalité 

Z<o. 


H 
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aagHkons  naÎDlenant  <pxe  le  coips  FqM)6e  cur 
g.  13^.  le  plan  xOjr  par  denx  ^ixitt  O 

et  H.  Planons  OH  pour  axe  icê 
z ,  X.  Remplaçons  la  iv*n8taiioe  dm 

plan  6xe  par  -deas  éorees  nar*- 
-^       maies  Zi ,  Zi .  Piiîaqti'&l  y  a  éqiti* 

libre,  la  réeultSAte  Zi+Z«  et 

ces  deux  forces,  laqudle  a  soii 
plication  entre  O  et  H,  doit  être  égale  et  con- 
résultante  de  toutes  les  forces  données.  Il  faut 
;elle-ci  soit  normale  au  plan  et  qu'elle  ait  son 
plication  entre  O  et  H. 
ant    OH  =  A ,   les   six    équations    d'équilibre 

JÏ=o,     r=o,     Z-f-Z,-hZ,=  o, 
L  =  o,     M  —  Zjh  =  o,     N  =  o. 

ces  équations  expriment  les  conditions  que 
mplir  les  forces  données  ;  les  deux  autres  font 
les  inconnues  et  donnent 

7        M  ^        M 

z.=  ^,    z.  =  -z--. 

le  corps  repose  sur  le  plan  xOy  par  un  nom- 
'0-  »3o-  bre  quelconque  de  points  d'ap- 

pui A(a:i,  ji),  B(x,,j;i)î  G, 
D,  etc.,  la  résistance  du  plan  en 
ces  divers  points  équivaudra  à 
^  des  forces  normales  Zi ,  Zt ,  Zs , . . . 

\  qui  y  seraient  appliquées  ;  il  faut 

b      ^  donc  qu'il  y  ait  une  résultante 

ombant  dans  l'intérieur  du  polygone  ABCDA . 
cas,  les  équations  générales  se  réduisent  à 

=  o,      F=r  o,      Z -f- Z, -I- Zj-I- .  .  .=  o> 

L-+-z,7,  +  Zjra-f-.  ..  =  0, 

ni.  —^  Jj{  X\  "—  iU}  X^  •  •  •  .  •  '^zz  Oy 

N  =  o. 
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On  a  donc  seulement  trois  équations  d'équilibre  X=i  * 
jr=o,  N  =  o.  Les  trois  autres  équations  font  connais j 
les  pressions  du  plan  aux  points  d'appui.  On  voit  qx 
s'il  y  a  trois  points  d'appui,  les  pressions  Zf^Zf,  Zs  se 
ront  déterminées  \  mais  si  le  corps  repose  sur  leplanxO 
par  plus  de  trois  points,  le  nombre  des  inconnues  sur 
passera  le  nombre  des  équations  et  le  problème  sera  in 
déterminé. 


TRENTIEME    LEÇON.  29 

TRENTIÈME  LEÇON. 

o 
ÉQUIUBRE  DBS  FORCES  APPUQUÉES  A  DBS  CORDONS. 

ibre  des  forces  appliquées  à  des  cordons  qui  passent  par  un  même 
ut.  ->  Cas  où  Tune  des  cordes  passe  dans  un  anneau.  —  Équilibre 
polygone  funiculaire.  —  Cas  où  les  forces  sont  appliqué^  à  des 
eaux.  —  Cas  où  plusieurs  cordons  sont  attachés  au  môme  sommet. 


[LIBRE   DES    FORGES    APPLIQUÉES    A    DES    CORDONS   QUI 
PASSENT    PAR    UN   AIÊME   POINT. 

3.  Soient  P  et  Q  deux  forces  qui  agissent  aux  extré- 
>  d'une  corde  supposée  flexible  et  inextensible.  Si  ces 
s  se  font  équilibre,  la  corde  doit  être  tendue  en  ligne 
e,  et  ces  forces  doivent  être  égales  et  contraires  ;  car 
s  deux  forces  n'avaient  pas  la  même  direction  que 
rdon,  rien  ne  les  empêcherait  de  le  faire  tourner, 

étant  dans  la  même  direction,  elles  n'étaient  pas 
^  et  contraires  elles  feraient  avancer  la  corde  dans 
*ection.  La  valeur  commune  des  deux  forces  est  ce 

appelle  la  tension  du  fil. 

k  Si  trois  forces  P,  Q,  R,  agissent  sur  un  point  A, 

par  Tintermédaire  de  trois  cor- 
dons qui  se  réunissent  en  ce 
point,  et  si  elles  se  font  équi- 
libre, Tune  quelconque  de  ces 
forces  devra  être  égale  et  direc- 
tement opposée  à  la  résultante 
eux  autres,  d'où  Ton  conclut  que  ces  trois  cordons 
ians  un  même  plan,  et  que  chaque  force  peut  être 
sentée  en  grandeur  par  le  sinus  de  Tangle  formé  par 
rections  des  deux  autres. 
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385.  Supposons  qu'on  fixe  un  point  B  du  cord(m  ÂP. 
La  force  P  devient  alors  inutile,  et  en  Ta  supprimant  on 
ne  troublera  pas  Téquilibre.  La  pressioa  que  supporte  le 
point  B,  égale  et  directement  contrare  à  la  force  P  qu'il 
faudrait  appliquer  en  ce  point  devenu  libre ,  pour  réta- 
blir Féquilibre,  est  donc  ^ale  et  contraire  à  la  résultante 
des  forces  Q  et  R.  Si  Ton  fixe  à  la  fois  un  point  B  du  ' 
cordon  AP  et  un  point  C  du  cordon  AQ,  la  pression  c[ue 
supporte  le  point  C  sera  égale  et  contraire-  à  Q. 

CAS  ou  l'une  des  cordes   peut  GLISSEK  dans  un   ANNEiV. 

386.  Si  les  deux  forces  P  et  Q  sont  ap^iquées  aux 

Fig.  i32.  extrémités  d'une  corde  PAQ, 

qui  passe  dans  un  anneau,  re- 
tenu par  une  troisième  force  R) 
quand  l'équilibre  aura  lien,  il 
ne  sera  pas  détruit  en  supposant 
Tanneau  fixe.  Alors  le  cordon 
PAQ  ayant  la  liberté  de  glissen   ^ 
dans  cet  anneau,  si  les  forces  P 
et  Q  sont  égales  entre  elles,  elles  se  font  équilibre  ^  si 
elles  sont  inégales,  on  peut  décomposer  la  plus  grande 
en  deux  parties  :  Tune  égale  à  l'autre  fof*ce  et  qui  àe- 
truira  celle-ci,  l'autre  égale  à  leur  différence  et  qui  fe^ 
mouToir  te  cordon  suivant  sa.  direction,  d'où  Ton  cond^^ 
que  P  r=  Q  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  po^^ 
qu'il  y  ait  équililn*e  cpiand  Tamneau  est  fixe. 

» 

387.  On  peut  encore  démontrer  ce  résultat  de  la  ix»*" 
nière  suivante  :  Si  l'équilibre  est  établi,  il  ne  sera  p^' 
troublé  quand  on  fixera  deux  points  B  et  C  pris  resp^^' 
tivement  sur  les  cordons  AP  et  AQ,  Dans  tous  les  m^^' 
vements  que  le  point.  A  peut  prendre,  la  somme  de  ^^' 
distances  aux  deux  points  6  et  C  demeure  constante,  ^* 
sorte  que,  dans  tous  ses  déplacements,  le  point  A  r^^*'' 
sur  un  ellipsoïde  de  révolution.  On  peut  donc  suppriii*^ 
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%  BAC,  pouEVU  qu^on  regarda  i^  point  A  comio^ 
k  rester  confitamment  sur  ceUe  surfîtes  ^  Mais 
ujr  qtie  ce  pointt  soil  eQ  ëcjiiilibre,  il  faut  <^e  le 
A, suivant  lequd  esil  dirigée- la  force  R,soit  nor- 
surface;  et  comme  celle-ci  eat  de  révolution,  la 
est  dirigée  dans  le  plan  de  la  courbe. méridienne 
a  bissectrice  de  l'angle  PAQ  ;  mais  la  biâsectrice 
ection  de  la  résultante  des  forces  P  et  Q.  Doiote 

K  Pon  représente  ces  deux  forces  par  les  droites 
?,  AG,  prises  sur  leur  direction,  leur  résultante 
lésentée  par  la  diagonale  AD  du  losange  AFDG. 
s^nant  par  a  Tangle  BAC,  on  a 

AD  :7r  2tAF  €0S  '  a  ; 

liisque  la  force  R  doit  être  égale  et  directement 
k  eette  résultante,  on  a 

R  =  2  P  cos  -  a. 
a 

résente  également  la  pression  supportée  par'  le 
quand  on  fixe  Tanneau. 


ÉQUILIBRE   DU    POLYQONE    FUNICULAIRE. 


ViQ,  i33. 


Considérons  maintenant  un  polygone  funiculaire 

ou  un  système  dépeints,  A, 
B,  C,  D,  E,  F,  liés  entre  eux 
par  des  cordons.  Le  premier 
et  le  dernier  cordon^  AB  et 
EF,  sont  sollicités  par  des 
forces  H  et  K  dirigées  néees»- 
sairement  suivant  les  pro- 
longements de  ces  cordons , 

il  n'y  aurait  pas  équilibre.  Aux  différents  som- 
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mets  B^  C,  D,  E  sont  appliquées  des  forces  quelconque  s 
P,  P',  P'',  P*,  agissant  par  Fintermédiaire  de  cordon 
cpii  se  réunissent  en  ces  points.  U  est  inutile  de  supposa: 
plus  de  trois  cordons  réunis  au  même  commet;  car  ^ 
Ton  avait,  au  sommet  B,  un  autre  cordon  sollicité  p 
une  force  Q,  on  pourrait  composer  cette  force  avec 
première  et  ne  considérer  que  la  r&ultante  des  deuK. 
forces  P  et  Q. 

390.  Dans  Vétat  d'équilibre^  chaque  cordon^  tel  q^^ 
CD,  doit  être  tiré  par  deux  forces  égales  et  contmiM^^ 
qvLon  peut  supposer  appliquées  à  ses  deux  extrémités. 
En  efiet,  si  l'on  coupait  le  cordon  CD  au  point  I,  Téq^- 
libre  serait  détruit  et  chacun  des  deux  points  C  et  D  se'- 
rait  entraîné  dans   une    certaine  direction.    Lès  dem 
forces  qui  solliciteraient  ces  deux  points  étant  actuelle- 
ment détruites  par  la  liaison  que  le  cordon  établit  entre 
eux,  sont  nécessairement  contraires  et  dirigées  suivant  le 
prolongement  du  cordon  CD.  Chacune  de  ces  forces  re- 
présente la  tension  du  cordon. 

391 .  Ce  principe  conduit  aux  conditions  d'équilibre 
du  polygone  funiculaire. 

«  La  force  P  et  la  force  H,  dont  on  peut  supposer  le 
j   int  d'application  transporté  de  A  en  B,  ont  une  résul- 
tante X  dirigée  suivant  le  prolongement  du  cordon  CB. 
En  effet,  puisqu'il  y  a  équilibre,  il  ne  sera  pas  troublé, 
si  Ton  suppose  le  point  C  fixe,  et  on  voit  bien  alors  que  a 
doit  avoir  la  direction  BC.  La  force  X  mesure  en  même 
temps  la  tension  du  cordon  BC  -,  car  puisqu'il  y  a  équi- 
libre, celui-ci  doit  être  tiré  en  C  par  une  force  égale  et 
contraire  à  X.  En  transportant  X  au  point  C,  on  voit 
de  même  que  la  résultante  T  des'deux  forces  X  et  P'  est 
dirigée  suivant  le  prolongement  de  CD  et  mesure  la  teH' 
sion  de  ce  cordon.  Cette  tension  T  est  donc  la  résultante 
des  forces  H,  P,  P'  transportées  parallèlement  à  ell^*" 
mêmes  au  point  C.  En  continuant  aiosi ,  on  verra  (p^^ 
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là  tension  V  du  dernier  cordon  s'obtient  en  composant 

Jes  forces  H,  P,  P',  P'^  P"^  transportées  parallèlement  a 

elles-mêmes  au  point  E,  et  comme  il  y  a  équilibre,  cette 

force  V  est  égale  et  directement  contraire  à  la  dernière 

force  K. 

Ainsi  toutes  les  forces  immédiatement  appliquées  au 

m 

polygone  funiculaire  y  transportées  parallèlement  à  elles-: 
fTiêmes  en  un  point  quelconque,  se  font  équilibre  autour 
de  ce  points  et  la  tension  de  chaque  cordon  est  la  rér 
sidtante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  efun  même  côté 
de  ce  cordon, 

392.  On  peut  arriver  à  ce  résultat  d'une  autre  ma- 
nière, en  supposant  le  polygone  solidifié  de  telle  sorte  que 
les  droites  qui  joignent  les  points  consécutifs  ne  puissent 
pas  changer  de  longueur.  Il  en  résulte  d'abord  que  toutes 
les  forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
^n  point  doivent  s'y  faire  équilibre.  Ensuite  l'équilibre 
lie  devant  pas  être  troublé ,  si ,  en  supprimant  la  par- 
lie  DEK,  on  applique  au  point  D,  suivant  le  prolonge- 
lïientCD,  une  force  égale  à  la  tension  Y  de  ce  cordon,  il 
•  «ut  que  la  force  Y  et  toutes  celles  qui  agissent  sur  la 
partie  conservée  ABCD,  se  détruisent.  La  tension  du 
<iordon  CD  est  donc  égale  à  la  résultante  des  forces  H,  P,  P', 
comme  on  l'a  vu  par  l'autre  méthode. 


3.  En  supposant  connue  la  figure  du  polygone  en 
I    *çiilibre,  on  peut  déterminer  le  rapport  de  deux  forces 
^ de  deux  tensions  quelconques.  En  effet,  comme  chaque 
sommet  doit  être  séparément  en  équilibre  sous  l'action 
^es  forcejB  et  des  tensions  qui  y  sont  appliquées,  on  a 


H        sin  PBC 
P  ~  sin  abc' 

P        sin  ABC 
X       sinABP' 

X        sinP'CD 
P'        sin  BCD  ' 

P'       sin  BCD 
Y  "^  sin  BCP' 

^^  ^insi  de  suite. 

TT 
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Si  Ton  veut  a^oir  le  rapport  de  deux  forces  on  tcnsio 
qudootujiies,  on  multipliera  un  certaÎB  nonbre  de  i 
proportions  terme  à  terme. 

394.  Lorsque  Ton  connaît  la  grandeur  et  la  dir 
tion  des  forces,  les  conditions  d'équilibre  peuTent  %\ 
primer  analjtiquement  par  trois  équations.  Appd^ 
ajbjC'^e,fjg'^aj^,  yia'^^\y\  ....les  angles  que  ù 
avec  trois  axes  rectangulaires  les  directions  des  for 
données  H,  K,  P,  P, . . . ,  on  aura 

/  Hcosii -4-Kcos^  H- Pcosa -»- P'cosat' -f- .•    =o, 

(i)     '  IIcosA-»-Kcos/-f-PcosBH- FcosJ'-l-..  .=o, 

(  Hcosr  -f-Kcos^H-  Pcosy  H- P' cos 7' -4-  ...  =0. 

395.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  rempBe 
c'est-à-dire  si  les  forces  sont  telles^  ^iie,  transporta 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  qaelcorujw 
elles  s'y  fassent  équilibre,  il  y  aura  toujours  une  figu^ 
d'équilibre  :  en  d^ autres  termes,  on  pourra  toujounass 
gner  au  polygone  dont  les  côtés  sont  donnés,  une  figa 
telle,  qu'il  demeure  en  équilibre  sous  Taction  de  c 
forces. 

ELn  effet,  plaçons  le  premier  coté  AB  du  polygone  da 
la  direction  de  la  première  force  H.  Dirigeons  ensai 
le  second  côté  6C  dans  le  prolongement  de  la  xésc 
tante  X  des  deux  forces  H  et  P.  Plaçons  de  même  le  d 
suivant  CD  dans  le  prolongement  de  la  résultante  d 
forces  X  et  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  fore 
H,  P,  P'  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes 
au  point  C,  et  ainsi  de  suite.  U  est  évident,  d'après  ce 
construction,  que  les  sommets  B,  C,  D  resteront  en  éqi 
libre  sous  Faction  des  forces  H,  P,  P',  P";  il  en  sera 
même  du  dernier  sommet  E.  En  effet,  il  résulte  c 
équations  (i)  que  le  cordon  EF  a  la  direction  de  la  Îomc 
et  que  celle-ci  est  égale  et  direi'temenl  opposer  à  la  rës'' 
tante  de  toutes  les  forces  H,  P,  P',  P",  P"^ 
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396*  Supposons  fixées  les  extrémités  A  et  F  du  poly- 
gone fankalaire,  dont  la  forme  est  donnée.  Ou  peut  sup- 
primer les  forces  H  et  K,  sans  détruire  l'équilibre.  Or^ 
en  supposant  connues  les  forces  P,  P',  P'^,  . . . ,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  les  pressions  que  supportent  les 
points  fixes  A  et  F,  pressions  égales  et  contraires  aux 
forces  H  et  K. 

Puisqu'on  suppose  connue  la  figure  du  polygone,  on 
connaît  les  directions  (a,  &,  c)  \  {eyf^g)  de  ces  pressions. 
Leurs  intensités  s'obtiennent  au  moyeu  des  deux  propor- 
tions 


H       sin  PBC        K        sin  DEP 


m 


P       sin  ABC       P''        sînDEF 

397.  Si  la  figure  du  polygone  n'est  pas  donnée,  on  aura, 
pour  déterminer  les  huit  inconnues  H,  K,  a,  b,  c,  e^J]  g^ 
i'abord  les  cinq  équations 

H  cps  «  -f-  K  ces  e  -f-  P  cos  a  -h  . . .  =  o, 
H  cos  ^  -+-  K  cos/  -i-  P  cos  p  -4-  . . .  =  o, 
H  cos  c  -h  K  cos  ^  -h  P  cos  7  H-  .  .  .  =  o  ; 

cos'  a  H-  cos'  b  -h  cos^  r  =  i , 
cos'  e  H-  cos'y  ^  cos'  g  ^=  i. 

On  obtiendra  trois  autres  équations  en  exprimant  que  la 
différence  des  coordonnées  de  môme  nom  des  extrémités 
A  ifît  F  du  polygone  est  égale  à  la  projection  du  polygone 
*^r  l'axe  correspondant. 

CAS    OU    IL    Y    A    DES    ANNEAUX/ 

3Q8.  S'il  y  a  au  sommet  B  un  anneau  tiré  par  la  force  P, 

®^  dans  lequel  passe  le  seul  cordon  ABC,  on  aura  (386) 

"  ^  X  et  la  direction  prolongée  de  la  force  P  partagera 

^lîgle  ABC  en  deux  parties  égales.  La  même  chose  peut 

^®  dire  de  tous  les  anneaux,  en  sorte  que  si  tous  les  som- 

^ets  portent  des  anneaux,  les  tensions  de  tous  les  cordons 

3. 
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sont  égales,  d'où  résulte  que  H  =  K.  Toutes  les  forc^ 
peuvent  alors  s'exprimer  au  moyen  de  la  tension  H  ^ 
des  angles  B,  C, .  •  •  du  polygone  par  les  formules 

P  =  2  H  ces i  B,     P'  =  2H  cosi  C, . . . . 

399.  Si  l'on  se  donnait  la  figure  du  polygone,  ^=) 
connaîtrait  par  là  en  grandeur  et  en  direction  les  forc:^ 
qu'il  faudrait  appliquer  à  chaque  sommet  pour  le  teckij 
en  équilibre.  Ces  forces  prises  en  sens  contraire  seraient 
les  pressions  exercées  sur  les  points  B,C,D, . . .  s'ils  de- 
venaient des  points  fixes  sur  lesquels  passerait  la  corde 
ABC ...  F. 

400.  Supposons    que    les    cordes    extrêmes    AB,EF 
Fig.  i34.     ^  soient  dans  un  même  plan.  Soit I 

le  point  de  rencontre  de  leurs 
directions,  et  soit  U  une  force 
égale  et  contraire  à  la  résultante 
de  H  et  de  K.  D'après  un  prin- 
cipe connu  (391),  U  est  la  ré- 
sultante des  forces  P,  P',  P",  P'. 
Par  conséquent,  pour  avoir  la 
tension  des  cordons  extrêmes^ 
il  suffit  de  décomposer  suivant 
leurs  directions  la  résultante  de  toutes  les  forces  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  de  ren- 
contre de  ces  cordons. 

401 .  Si  toutes  ces  forces  sont  parallèles,  si  elles  repré- 
sentent des  poids,  par  exemple,  tout  le  polygone  est  com- 
pris dans  un  même  plan  vertical.  Pour  exprimer  qu^ 
toutes    les   forces    transportées    parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  se  font  équilibre,  il  suffira  de  deu^^ 
équations.   Si  l'on  prend  deux   axes  dans  le  plan  d^^ 
forces,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical,  et  si  aetb^eet^ 


■^. 
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les  augles  formés  avec  ces  axes  par  les  cordons  ex- 
les,  on  aura 

H  ces  rt  -f-  K  cos  e  =  Oj 
H  cos  6  -f-  K  cos/-f-  P  -H  P'  +  P". . .  =  o; 

emière  équation  exprime  que  les  composantes  Iiori- 
iles  des  tensions  H  et  K  sont  égales  et  contraires. 

»U    IL   Y    À    PLUSIEURS    CORDONS    À    UN    lliME    SOMMET 

DU    POLYGONE. 

î.  Nous  avons  supposé  qu'il  n'y  avait  que  trois 
s  appliquées  à  un  même  sommet  du  polygone.  Quand 
mbre  quelconque  de  cordons,  sollicités  par  des  forces, 
missent  en  un  même  point,  il  faut,  pour  Téquili- 
{ue  Tune  quelconque  d^entre  elles  soit  ^ale  et  di- 
nent  contraire  à  la  résultante  de  toutes  les  autres, 
p.     j35  Si  l'on  fixe  un  point  sur  chacun 

des  cordons,  excepté  sur  un  seul 
AP,  on  peutse  proposer  de  trou- 
ver les  pressions  que  la  force  P 
exerce  sur  les  points  fixes.  S*il 
n'y  a  que  trois  cordons ,  non  si- 
lans  le  même  plan ,  la  question  se  résoudra  en  dé- 
osant la  force  P  en  trois  autres  agissant  suivant  les 
ngements  des  cordons.  S'il  y  a  plus  de  trois  cor- 
,  le  problème  devient  indéterminé,  puisqu'on 
décomposer  la  force  P  d'une  infinité  de  manières 
autres  forces  dirigées  suivant  ces  cordons.  Cette 
ermination  est  analogue  à  celle  que  Ton  rencontre 
1  on  cherche  les  pressions  exercées  par  un  corps 
eun  plan  sur  lequel  ce  corps  repose  par  plus  de  trois 
:s. 


■  -ï 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE   DVN   FIL   FLEXIBLE.' 

Direciion  de  U  tension  dans  un  fil  en  équilibre.  —  Équations  de  V 
libre  d'un  fil  sollicité  par  de  petites  forces.  —  Intégration  de  ces  éq_ 
tions.  —  Valeur  de  la  tension  en  chaque  point  du  fil.  —  Forme  afiei^ 
^     par  le  fil- 

DIRBCTIOH    DB    I.A    TENSIOH    DAHS    G2f    PII.    EH   ÉQUlJLDlb^ 

403.  Soit  AMB  un  fil  flexible,  d'une  irès-pedie  ép-s 
Pjg   jjg  setiT,  attaché  par  ses  extrénu 

•  g       à  deux  points  fixes  A  et  B^ 
dont  tous  les  points  sont  soJ 
s;;T  cités  par  de  très-petites  force 
Soit  M  un  point  quelconq^ 
de  ce  fil.  Les  deux  parties  Ai 
'MB  exercent  Tune  sur  l'autre,  dans  Tétat  d^équilib 
des  actions  moléculaires   égales  et   contraires.  On 
connait  pas  la  nature  de  ces  actions,  mais  on  admet  ' 
toutes  celles  <jui  proviennent  de  AM  agissant  sur  J 
se  réduisent  à  une  force  unique  T  appliquée  au  poio 
et  de  même  que  la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  a 
qui  se  réduit  à  une  ibire  %ale  et  contraire  à  T.  L 
leur  commune  de  ces  deux  forces  est  ce  qu^on  appe 
tension  dujil  au  point  M.  On  pourra  donc,  si  7 
lihre  existe,  supprimer  la  partie  AM,  pourvu  qu^* 
plique  au  point  M  une  force  égale  à  T. 

4(X1.  Eu  considérant  le  fil  comme  la  limite  d  r 
gooe  funiculaire  dont    les  côtés  deviennent  in 
petits,  on  est  conduit  à  admettre  que  la  tension 
Sitit'ant  la  tangente  an  pt^inf  M  à  la  rt^urhr  qt 
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^fih  Mais  on  peut  démontrer  directement  ce  principe 
delà  manière  suivante  : 

Fixons  un  point  M',  voisin  de  M^  sur  le  fil  et  solidi- 
fions la  partie  intermédiaire  MM' 5  l'équilibre  ne  sera 
pas  troublé.  Mais  alors,  d'après  les  conditions  d'équilibre 
d'im  système  dans  lequel  se  trouve  un  poini  fixe,  les  cou- 
ples qui  résultent  de  la  translation  au  point  M'  de  la 
"Orce  T  et  des  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points  ma- 
.^els  du  fil  compris  entre  M  et  M',  doivent  se  détruire, 
-^omme  ces  forces  ne  sont  pas  nécessairement  dans  un 
néme  plan,  le  moment  du  couple  (T,  — T)  est  moindre 
[ue  la  somme  des  moments  des  couples  provenant  de 
^  translation  des  autres  forces  ou  au  plus  égal  à  cette 
omme. 

Si  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  M' H  sur  la  direc- 
ioade  la  force  T,  et  si  Von  désigne  par  ô  Tangle  M'MH, 
e  moment  du  couple  (T,  —  T)  est 

T XM'e  =  T  X  MM' sin  Ô. 

ioîçnt  /Jt  la  masse  4'un  point  compris  entre  M  et  M' et  P 
^  force  appliquée  à  ce  point,  rapportée  à  Tunité  de 
■ï^asse^  fxP  sera  la  force  motrice  appliquée  à  ce  point.  Le 
Qiomentdu  couple  (/xP,  — /ixP)  est  plus  petit  que  ftP./ixM' 
età/o/tionquefxP.MM'.       $ 

La  somme  des  moments  de  tous  les  couples  analogues 
e$t  donc  moindre  que  MM'.  PjSfJi,  Pj  désignant  la  plus 
grande  valeur  de  la  force  P  dans  toute  la  portion  MM' 
«û  fil  et  Sfx  la  somme  des  masses  des  molécules  qui  com- 
posent cette  portion  du  fil. 

On  a  donc 

Ï.Mi\r.sinô<P,.MM'.2p, 

doù 

p, 
L^  tension  T  a  une  valeur  finie,  car  elle  doit  faire 


Rç-  .37. 
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équilibre  aux  forces  qui  sollicitent  la  partie  BM.  Con 
l'in^alilé  précédente  a  lieu  qodqae  petit  que  - 
Tare  HM',  on  Toit  que  si  le  point  M' se  rapprodie  ii 
fininient  du  point  M,  sin  6  et  par  conséquent  0  deTien 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Mais  à  la  limit 
corde  ftlM'  devient  la  tangente  en  M  à  la  courbe  ;  d 
c'est  siÛ¥ant  la  tangente  qu'agit  la  tension  T. 

ÉQUILIBAB   d'oH    fil   SOIXlCITé   FAE    DE   FETITES    FOIC 

gé  405.  Cherchons  n|ain tenant  les  conditions  d*éqoil 
d^iui  fil  AMB,  fixé  à  ses  deux  extrémités  A  (a,  bjC 
B(ii',  V,  tf)  et  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par  de 

tîtes  forces.  Soient  M  (x,j 
et  yV  (x-hdx^j-ï-dy,  z-k- 
deux  points  infiniment  i 
proches    sur     le     fil. 
MM'=di.  Si  T  et  T^ 
les  tensions  du  fil  aux  po 
M  et  M',  l'arc  MM'  doit  < 
en  équilibre  sous  Faction 
T,  de  T'  et  des  forces 
sollicitent  les  points  com 
entre  M  et  M'.  Cet  équilibre  a  encore  lieu,  si  Ton  s 
pose  Tare  MM'  solidifié.  Donc  les  forces  doirent 
telles,  qu'en  les  transportant  parallèlement  à  elles-mê 
en  un  point  elles  se  fassent  équilibre. 

406.  Soient  £  le  produit  de  la  section  normale  p^ 
densité  au  point  M,  P  la  force  qui  agit  en  ce  pc 
et  ILy  Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à  trois 
Ox,  Ojr,  Oz.  L'arc  MM'  étant  infiniment  petit,  on 
considérer  e,  X,  Y,  Z  comme  constants  pour  tooi 
points  de  MM'.  Or  T  agissant  dans  le  sens  M 'M 
composantes  seront 

—  T  — .      — T— •       -T-. 
us  (»s  a 


O;- 


c   ■ 
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Les  composantes  de  T'  seront  égales  à  celles  de  T, 
prises  en  sens  contraire  et  augmentées  de  leurs  diilé^ 

remielles , 

4-^(4)-  ^l-<4)'  ^î-i'î)- 

D  ailleurs  en  considérant  MM'  comme  un  petit  cylindre, 

Xcr/5y     Yedsj     Ztdsy 

sont  les  sommes  des  composantes  des  forces  qui  agissent 
sur  les  points  de  l'arc  MM'.  On  a  donc  «1 


K 


'■\~  X<</f  =  o, 


(i)  I  ^(T^)-h  Y  if/s  =  0, 


H' 


-f  Ztds  =  o. 


Dans  la  question  qui  nous  occupe  il  n'y  a  qu'une  seule 
variable  indépendante;   supposons  que   ce  soit  x.  Les 
Rations  (i)  serviront  à  déterminer  j",  z^  et  Finconnue 
^ïixiliaire  T  en  fonction  de  x.  Ces  équations  sont  néces- 
saires et  suffisantes )  et  nous  allons  vérifier,  après  leur 
Intégration,  que  si  elles  ont  lieu,  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  le  fil,  en  y  comprenant  les  tensions  K  et  K', 
^^x  extrémités  A  et  B  de  ce  fil,  satisfont  aux  six  équa- 
^^ons  générales  de  l'équilibre. 

INTÉORATION    DES    ÉQUATIONS    (l), 

407.  Intégrons  d'abord  la  première  des  équations  (i) 
P^i*  rapport  à  5,  entre  les  limites  qui  correspondtbit  aux 
^^trémités  du  fil,  dont  la  longueur  est  /,  on  aura 

Soient  r,  y,  g-^  ^'ij%  g'  les  angles  que  les  tangentes  à 
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œ»  estiâûtrs^  car  Irquilibre  claiit  fappair  oôster,  la 
xéstttuKr  de  la  surfaor  en    ««s  dilKiqrts  pooli  èjoi- 
Tsnt  à  de  peliies  forces  oormales  k  cette  sorCKe,  et  pu 
cYnsêqnent  aa  fil.  La  tension  da  fil  doit  donc  ètieUmème 
en   tons  ics  points,  et  par conséqpiait  les  ibreesqûle 
tirent  à  ses  cxtremilés  doivent  être  ésales  entie  dlcs  et  à 
cette  tenûon.  En  ontre.  le  plan  oscnlatenr  du  fil  est  en 
diaqne  point  normal  à  la  surface  fixe,  d'où  il  résulte  que 
cr  fil  trace  smr  la  smrfaee  la  Cgne  la  pims  eamrte  entn 
demx  ^melcoajçuts  de  ses  points. 


414.  Pour  avoir  la  courbe  formée  par  le  fil.  il  faut 
tmioer  T  entie  les  êcpulions   1 1  >.  On  peut  à  cet  effet 
commencer    par    inlêcrer  ces  êi|iiations.  ce  qui  doni*^ 


—  T  —  =  B  -^  /  T  £  <&, 


-T-=C^fZ.^, 


d\^à  Ton  déduit 


iùr 


S9 


^ 


^   ^^irlf  B  ~   I  T 


£  etf 


C—  \Zidf 


415,  Mais  *i  Ton  lenl  arriver  à  des»  équations  ^f^^ 
nitnt  diflenrotieDes.  cin  cxHunenorra  par  âiminei' 
entre  les  ei|naûi>ns  u  i  mises  sovs  cette  forvae  : 


■» 
Té  — 

.  âz 


—  X  £  Û*   = 


<^, 


T  ïlfr  =:  O. 


^Zidt  = 


V.'  ^ 


treute  et  unième  leçon.  4? 

obtient  ainsi 

1  lis  \ds      ds        dt     ds  I 

"Xdz  —  Zdr     1  dz     dx       dx     dz\ 

ds  \ds      ds        ds      d^  )  '^ 


{ 


I    I  .  • 

dzd dxd  -— 

ds  dx 

d'ailleurs 

£/T  =  —  g  [ILdx  -f.  Ydy  -f-  Zdz): 

1  substituera  dans  cette  équation  la  valeur  de  T 
d^une  des  équations  [à) y  et  Ton  aura  une  équation 
înant  les  différentielles  de  y  considérée  comme  fonc- 
de^  jusqu'au  troisième  ordre  et  celles  d&z  jusqu*au 
ième.  L'équation  [b)  ne  les  contient  qu'au  deuicième 
ment.  L'intégration  de  ces  équations  introduira  donc 
constantes  arbitraires,  que  l'on  déterminera  en  ex- 
ant  que  la  courbe  passe  par  deux  points  donnes  vi 
le  a  une  longueur  donnée. 


48  GOVRS   lA  MÉCASIQCB^ 


TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

CHADTETTC.    —    OOUmBB    DES    POTTS    STSPC^nyrS. 

Eqvatîon  diferentidle  de  U  duiaette.  —  Eq«atioB  de  la  ^atnelliP'  « 
le  me*  ioi».  — -  Proprietcs  de  la  Rainette.  —  DeCer^natioD  de  la  L^u- 
sâoB  en  mm  pout  q^ekonqne  de  la  diainette.  —  Rcman|«e  smr  le  cckx  tre 
de  (raTÎté  de  cette  courbe.  —  Coarbe  Jcs  ponts  saaspendas.  —  Val* 
de  la  tension.  —  Antie  méthode.  —  Construction  de  la  courbe. 


ÉQUATION    DIFFéHOTIELLK  DE  LA    CHAniETTE. 

416.  La  courbe  ABC,  formée  par  un  fil  pesant  et  Imo- 

mogène,  suspendu  à  deux  points 
fixes  A  et  C .  a  reçu  le  nom  de 
chaînette. 

Cette  courbe  est  contenue 
dans  le  plan  Tcrtical  passant  par 
les  points  A  et  C  :  car  si  une  por- 

^ X  tion  de  cette  courbe  était  liors 

de  ce  plan,  en  la  supposant  soli- 
difiée, et  fixant  les  points  où  elle  rencontre  le  plan,  elle 
tournerait  autour  de  la  droite  qui  joint  ces  points,  à  cause 
de  la  pesanteur  de  ses  molécules.  Prenons  ce  plan  verti- 
cal pour  plan  des  xr  et  traçons  deux   axes  rectangu- 
laires Ox  et  Ojr,  le  premier  horizontal  et  le  second  Terti- 
cal  et  diri^  de  bas  en  haut.  Le  système  des  équaticms  (1)9 
n^'iOe,  s^iéduit  à 


-7-  I  -r- iX<6f  =  o,         t/ ^  T --  , 
as  as  / 


y       ttt  as  I 


417.  On  peut  mettre  ces  équations  sous  une  fonne  plus 
ûmple.  Eln  premier  lieu  on  a  X  =  o.  Ensuite  le  fil  étant 
suppok«ê  homogène,  si  cy  est  le  poids  de  Tunité  de  fcn- 


\ 
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gueur,  tjds  sera  le  poids  d'un  élémient  ds.  On  aura  donc 
iY  dsz=tsds  et  les  deux  équations  se  réduisent  à 


(0 


-'(-^)=-  -(^l)=-*- 


dx 


418.  La  première  équation  donne  T  -y-  =  const.  Ap- 
pelons xsh  la  tension  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 
tension  qui  s'exerce  horizontalement.  On  aura 

T-T-=«!»^>     doù     T=ijA---. 
ds  dx 

Portant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  on  a 


U) 


ds  =  hd  ^. 
dx 


^I       Telle  est  Yéquation  différentielle  de  la  chaînette.  Il 
^  ^gtt  maintenant  de  l'intégrer. 


ÉQUATION   DE    LA    CHAINETTE    EN    TERMES    FINIS, 


hdp 


4i9.  En  remplaçant  ds  par  dir i/ i-h  —^ ,  puis  -j- 
P^ï*  p  5  il  vient 

(0  dx  = 

d'où 

Il  faudrait  ajouter  une  constante  ^  mais  on  peut  sup- 
poser cette  consunte  nulle,  si  Ton  prend  pour  axe  des j^ 
^  Verticale  qui  passe  par  le  point  le  plus  bas  de  la 
^^Urbe,  sans  du  reste  fixer  l'origine ,  car,  dans  cette  hy- 

dy 
P^tlièse,  on  doit  avoir  x=:o  pour  —  =  o. 
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420.  On  tire  de  l'équârai  (*) 


y'-^-di?   di-'    ' 

ajoutant  et  retranchant  soccessÎTement  ces  éqnadons  ï 
de  Tantre,  on  a 


dx       a 


/.g=i(J.rl). 


Ces  deux  écpations  s'intègrent  immédiatement.  La 
donne 


3^ 


^=î(J*rO. 


et  la  seconde,  en  remplaçant  le  radical  %/ 


tfr*  A 


4) 


*=?C^-rî) 


n  nV  a  pas  de  constante  à  ajouter  dans  ces  deux  inté^ 
craies,  si  Ton  pnend  pour  origine  sur  la  Toticale  qvi 
passe  par  le  point  B«  un  point  tel  <{ue  OB  =  A,  et  si  en 
outre  on  conrient  de  compter  les  arcs  à  partir  du  point  B. 

paoraiérts  de  la  cBJLurrms. 
•Cl.  D'après  son  êcpation 

la  dttinette  est  srmetrique  par  rapport  a  Taxe  des  /• 


TaEMTE-DEUXIÈME    LEÇON.  Si 

En  comparant  les  équations  difTérentielIes  avec  celles 
qui  résultent  de  leur  intégration,  on  trouve 


(») 


dx 


*  =  /i  -7-  ^ 

ax 


(3) 

d'où 

(4)  /»  —  *»  =  A». 

En  voici  l'interprétation  géométrique  : 

I^a  première  signifie  qu'en  chaque  point  M  <le  la  chai* 

nette,  la  projection  MK  de 
Tordonnée  de  la  courbe  sur  la 
normale  MN  est  constante  et 
égale  à  A.  En  effet, 

y 


MK  =  ^co»PMK  = 


.        ■!  .f     : 


L'équation  (3)  exprime  que  la  projection  MI  de  l'or- 
^<>ûiiée  sur  la  tangente  MT  est  égale  à  Tare  BM,  compté  a 
P^ï'tîr  du  point  le  plus  bas  de  la  courbe.  En  effet 


MI  =  IP  tang  T 


(Ix* 


dy 


«nais  ^=--.  donc 

dx        h 
(5)  MI  =  s. 

^  Enfin  Féquation  (4)9  conséquence  des  deux  autres, 
'^Siiifie  que  la  longueur  désignée  par  A,  Tare  MB  et  l'or* 
^^'ï^tiée  y  forment  un  triangle  rectangle  dont  l'ordonnée 
^^^  l'hypoténuse. 

'^•22.  On  peut  obtenir  les  formules  précédentes  d'une 
^^Hière  un  peu  différente.  Reprenons  l'équation  (418) 

(S)  ds=.hd±. 

dx 

*^n«  donne  d'abord  l'équation  (3).  En  y  remplaçant  ds 

r. 
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i-+-3^î  on  a 


par  dx  i/ 

(7)  '^S/ 


,^'^y^-hd'^^ 
'+5?-*''^' 


d*où 


dx  dx  i        5v* 


d*on,  en  intégrant, 

(8)  y  =  hsj 


df       ,ds 


On  verra  comme  précédemment  qu'il  n'y  a  pas  de  c^oo- 
stantes  à  ajouter  à  ces  valeurs. 

423.  La  courbe,  lieu  des  points  I  tels  que  MI  =r  arc  SAf, 
est  une  deyeloppante  de  la  chaînette.  La  droite  IP  esi 
tangente  à  cette  courbe  au  point  I,  et  la  longueur  EPde 
cette  tangente  comprise  entre  le  point  I  et  Taxe  des  jc  est 
constante  et  égale  à  A.  « 

424.  Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  égala 
la  normale  MX,  mais  dirigé  en  sens  contraire.  En  efièt, 
Téquation 


/ 


dx%/i^^  =  hd^ 
dx'  dx 


donne 


fPjr 

djr'~  k  ' 

donc,  si  j»  désigne  le  rayon  de  courbure,  on  a 


_( 


rfr»\ 


dw-=^{:'^d^) 


Jx 


TRENTE-DEUXIÈME    LEÇON.  53 

l'équation 


=v 


•  +  Ar. 


enfin 


^  da:^       h' 


MN 


=^v/'-^ê=^><J=ï' 


p  =  MN. 

eurs  ce  rayon  de  courbure  est  en  sens  inverse  de 
'maie  MN  :  en  effet,  on  sait  qu'il  est  toujours  dans 
icavité  de  la  courbe;  mais  celle-ci  tourne  sa  con- 
i  vers    Taxe  des  x,    puisque  son  équation   étant 

hd-^j  et  5  croissant  en  même  temps  que  Xy  la  dé- 
seconde —^  est  toujours  positive. 

E    LA    TENSION    E^    UN    POINT    P£    |.A    CHaInETTE. 

\.  On  a  vu  (418)  que  T!=zxsh  —  ]  donc,  puisque 

ds 

-T-j  on  a 

ax 

T  =  vff. 

isi  la  tension  de  la  chaînette  en  chaque  point  est 
>rtionnelle  à  V ordonnée  de  ce  point.  Au  point  le 
)as,  pour  lequel  j^  =  A,  on  trouve  T  =  uA,  comme 
?aît  s'y  attendre. 

L  On  peut  encore  obtenir  la  tension  au. moyen  de 
mule  générale 
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Ici  on  a 

X  =  Oy     Z  =  o,     eT  =  o; 

donc 
d'oè 

On  n*ajoute  pas  de  constante,  parce  que  Ion  doit 
T  =  uh  pour  jr  =  A. 

GOJiSTmucnoK  de  ut  chautette. 

427.  Menons  (fig*  iSp,  p.  5i)  la  verticale  CE 
horizontales  A£  et  CG  qui  rencontrent  Taxe  des  j 
et  G.  Posons 

AE  =  «,     CE  =  è,     ABC=:/; 
AD  =  it,     DE=iC',     OB=:A,     BD=/. 

a  el  A  sont  connues,  et  il  s'a^t  de  déterminer  Ar, 
et/. 

On  a  d'abord  une  première  relation  en  exprimai 
la  somme  des  arcs  BA  et  BC  est  égale  à  /.  Or  de 


on  tire 

BA 


par  conséquent 

I    k  k  k'  k'\ 

On  a  une  autre  équation  en  calculant  les  ordonné 
points  A  et  C  et  égalant  leur  différence  à  b  : 

f   k         ^k  k^         __k^ 

(2)        ^=^\^Ve  ^-.''-.r* 
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On  peut  remplacer  ces  deux  équations  par  les  deux  sui- 
vantes : 

qui,  multipliées  membre  à  membre  et  observant  que 


d'où 


/»— *"  =  A»\«*  +  e    *  — a/ 


ou 


(^)  v^Firp =*(*>*-«  »*) 


428.  Cette  équation  ne  contient  que  la  seule  incon- 


a 


nue  h.  Pour  la  résoudre,  posons  -^  =  S,  yl*— ^=  an, 
d'où 

e  — e 

®t  eu  déYeloppant  le  numérateur  en  série, 


1.2.3       i.a.3.4*5 
observons  que  l'on  a  /i  >  i ,  car 


j: >  j: =i; 


^**  pour  ô  =  o  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est 
^^1 ,  et  il  est  infini  pour  6  =  co  .  D'ailleurs  il  croit  avec  0 
^  Une  manière  continue.  Il  existe  donc  toujours  une 
^^leur  de  0,  et  une  seule,  qui  rend  le  premier  membre 
^galà/i  — I. 

4f29,  Si  /  est  peu  supérieur  à  la  corde  AC,  n  —  i  et 
P^r  suite  6  est  une  quantité  très-petite.  On  peut  donc. 
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-=-  =  «  —  1 
o 


d'ak 


soitc  k  aiv  iDOTeo  de  la  fonaale  ft  =  — -- 

a* 

430L  L*éqpatiaifc 


dcJ&  +  i'=a,  dmcnt 

*     * 

d'om  Tom  drcia  Jt.  Enfin  on  anra  k*  par  i 


A  Ton  obdendn  la  ipntnèBe  imammacf  an 
1  eijnatkm  évidente 

a    ■ 

431.  St  lesdenx  points  A  et  C  sont  à  la 
Icnr.  on  a  i=oeiles£DRBnlesse  âauplifient.  Qnaal^ 

k  =  i'  =—^  pnisqpK  la  cxwHie  esi  symêinqiie par  ^"^ 

poctâ  Bjr. 


43±.  l>calcnl  des  TaiiaDOtts  apprend  qae  de  licwie^^ 
cnni^es-  d^nne  lonpienr  donxiée.  tracées  sur  na  f*"*" 
«stiv  dcBX  points  dont»  et  qni  lo&ment  anionr  ^  <''' 
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axe  situé  dans  ce  plan,  la  chaînette  est  celle  qui  engen- 
dre Taire  minimum.  Il  résulte  de  là  que,  de  toutes  les 
courbes  qui  remplissent  les  mêmes  conditions,  la  chaî- 
nette est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  voisin 
de  cet  axe ,  ou  le  plus  bas  si  celui-ci  est  horizontal  ^  car 
la  surface  engendrée  ayant  pour  mesure,  diaprés  le  théo- 
rème de  Guldin ,  la  longueur  de  l'arc  multipliée  par  la 
circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cet  arc, 
on  voit  que  cette  circonférence  sera  la  plus  petite  possible 
dans  le  cas  de  la  surface  de  révolution  minimum. 


'\ 


Fig.  i4o. 


COURBE  DES  PONTS  SUSPENDUS. 

^3.  Soit  un  fil  homogène  ABC,  suspendu  à  deux 

point  fixes  A  et  G,  et  dont  les 
éléments  sont  sollicités  par  des 
forces  verticales  proportion- 
nelles aux  projections  de  ces 
éléments  sur  une  horizontale 
Bx.  La  courbé  affectée  par  ce 
"^  est  celle  que  forme  la  chaîne  d'un  pont  suspendu 
^^qu'on  néglige  le  poids  de  la  chaîne  elle-même. 

*1  est  clair  d'abord  que  la  courbe  formée  par  cette 
^«aine  est  dans  le  plan  vertical  mené  par  AC.  Traçons 
T^^ïis  ce  plan  deux  axes,  l'un  vertical,  l'autre  horizontal. 
^**  appelant  T  la  tension  au  point  M,  et  cy  la  force 
totale  qui  sollicite  une  portion  de  la  chaîne  dont  la 
P**^jection  horizontale  est  égale  à  l'unité  de  longueur, 
^^  a  par  les  formules  générales  (40(5) 


(') 


(^^)=°.  "(^i)= 


CI 


dx. 


J^*  l'on  appelle  tjA  la  tension  de  la  courbe  en  son  point 
^  plus  bas,  on  a,  en  intégrant  la  première  équation, 


(^) 


d'x 
as 
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On  voîl  déjà  que  la  composante  horizontale  de  la  lens 
est  constante.  Portant  celte  valeur  de  T  dans  la  seco 
équation,  on  aura 


hd%^dx, 
dx 


d'où 


(3)  .g=x. 

n  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  si  Ton  convient  de 
prendre  pour  origine  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 

dY 

car  alors  on  doit  avoir  ;t-  =  o  pour  x  =  o.  Ïji  int^rant 
cette  équation,  Ton  a 

(4)  2Aj  =  «». 

On  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  qu'on  doit  avoir 
simultanément  x  =  o,  y  =  o. 

On  voit  que  là  courbe  est  une  parabole  dont  Taxe  est 
vertical  et  dont  le  sommet  est  au  point  B. 

VALEUR    DE   LA    TENSION. 

434.  La  tension  T  se  détermine  au  moyen  dé  la  te- 
lation  (!i) 


(4) 

T  = 
donne 

T  =  i 

ds 

dx 

L'équation 
quent 

ds         ^A»4-x» 
dx~~          h 

(5) 

iijh'-^x'. 

y  et  par  c 


ons^- 


Ainsi  la  tension,  égale   à   uA  pour  x  =  o,  augi»^^*® 
avec  X. 


K 

11 

*/' 

cl 

G«       / 

V 

/ 

H 

B 

Bl 

Q 

P       a; 
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^UTRB  MANIÈRE    D*0BTEN1R    LES   RÉSULTATS  PRÉCÉDENTS. 

4dS.  On  peut  arriver  sans  intégration  aux  résulutts 

précédents.  Soit  ACB  la  courbe  cherchée.  Prenons  pour 

Fig.  i4i.  axes  la  tangente  Bx  au  point 

le  plus  bas    et  la  droite  B^ 
perpendiculaire  à  Bx.  « 

Soient  M  un  point  quel- 
conque de  la  cotirbe,  T  la 
tension  en  ce  point,  H  la  ten- 
sion au  point  6.  En  supposant 
partie  6M  solidifiée,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  T,H 
toutes  les  forces  qui  sollicitent  les  éléments  compris 
tre  les  points  6  etM.  Ces  dernières  ont  une  résultante  Q 
'Ht  la  direction  rencontre  BP  en  son  milieu  I.  En  effet j 
Ton  partage  Tare  BM  en  un  très-grand  nombre 
éléments  ayant  des  projections  égales ,  la  force  qui 
ilicite  chaque  élément  pourra  être  considérée  comme 
ant  son' point  d'application  au  milieu  de  la  projection 
'trespondante.  Leur  résultante  Q  doit  donc  passer  par 
milieu  I  de  BP.  Cette  force  devant  faire  équilibre 
IX  tensions  H  et  T,  il  faut  que  la  tangente  MT  prolon- 
^  passe  au  point  I.  En  outre  les  trois  forces  H,  T,  Q 
•  faisant  équilibre,  on  doit  avoir 

Q  ""IK' 
'  la  force  Q  étant  proportionnelle  à  a:,  on  peut  poser 

désignant  par  xs  la  force  totale  qui  tire  une  portion  de 
<^orde  dont  la. projection  est  égale  à  l'unité.  Soit  aussi 

ïiime  précédemment  u  A  =  H  ;  comme  IP  =  -  5  IK  =j^, 


ill 


Ih 


iitk 


-3' 


d4H. 


H~  IP 


ià 


3ibe 


ïloi 


<l'dii 


"T:^-a  V  /r-—  .-r- 


487.  JAtaiMUi   y^^.  i4i.  -jj.  â^    les 


f  ^*« 


■mmx 


Al^r..     CT=£.     JBC=i 


<?eU«&  ^iie  )  uf  ■  ctit;rcljHt  aon: 


irt,»  =:z  ^      Al>=^  .. .     1H:=  i 


«tic-  ieti^i/u  /. 


i/I-^ 


uti  (kduit  imffâfédiaMfnient 


ii.hf=i^'.    v.ii  J—  i'  \=  r\ 


dw 


'^iêl=zJ.-^l'-^^    l  ^    r     [l^  /'    =:c'l-J^% 
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i  de  k  -}-  k'  =  a.  On  a  donc 

,        -,       nhb        ,        -, 
a 

a       bh         ,,      a       bh 
X=-.H ,      X'= . 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  la  longueur  de 
*be  ÂCB  est  égale  à  /.  Or  on  a 


)n  tire  facilement 

=  ^  JÂM^  +  -  1  ( ^ -I- V^ÂNhï ) -- - 1 A , 
aA^  2    ^  2 

erminant  la  constante  par  la  condition  que  l'on 
:  o  pour  x  =  o. 

dsant  tour' à  tour  dans  cette  formule  XT=k^  x  =  k' 
itant  les  résultats ,  on  aura 

=  Ar  V^ÂM^HF  4- X'  s/Â»+F^-4-/«M(>t-|-\/ÂHl7») 

leurs  de  h  etdek'  étant  substituées,  on  aura  une 
m  transcendante  d'une  forme  très- compliquée, 
iquation  se  simplifie,  quand  les  points  Â  et  C  sont 

ème  hauteur  :  alors  ft  =  o,  A:  =  A:'  =  -et  l'on  a 

2 


hl 


=  A-  v'A'-f.  A»  -h  A  »  1 ^^^  • 


coffts  9m  MÉMJunqmm* 
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PRINCIPE  DBS  VITESSES  YIEIXJELLBS. 


DéftnftioB  de  H  *riteMe  -vinsélle.  —  DéfttfHioii  en  niMBent  ? HtQcf.  - 
Énoncé  général  du  principe  â«8  YHeases  TirtoeUes.  —  Wmp$t$uiim 
de  ce  principe  dans  le  cas  d*an  point  matériel,  —  de  deux  points  maté- 
riels dont  la  distance  est  inyariable,  —  dans  le  cas  général  d'un  sjstèae 
à  liaisons  complètes. 


DÉFINITION    DE   LA    TITESSE    VIRTDEIXB. 

439.  Soient  A,  A',  A", .  •  • ,  des  points  matériels  quel- 
conqnes  soumis  à  de  certaines  conditions,  comme  d*ètR 
assujettis  &  rester  sur  des  conrles  ou  des  surfaces  donnéei 
ou  à  se  trouver  à  des  distances  invariables  les  uns  dei 
autres. 

Supposons  tout  le  système  transporté  de  la  positio' 
qu'il  occupe  dans  une  ^position  infiuimenX  yoisine  ff 
satisfasse  à  toutes  les  conditions  données.   On  appc 
vitesse  virtuelle  ou  déplacement  virtuel  de  l'un  qi 
conqHe  ile  ces  points  la  droite  infiftiment  petilie  Aa 
joint  sa  premÂère  positiion  k  la  seconde.  Le  moi  wi 
indique  que  le  mouvennent  attribué  au  systtème  est  « 
ment  possible,  mais  il  n'a  pas  réellement  lieu,  et  V 
pas  à  considérer  les  forces  qui  seraient  capables 
rer  ce  mouvement. 

DÉFINITION    DU    MOMENT    VIRTUEL. 

440.  Supposons  maintenant  qu'on  applique  a 
matériels  A,  A',  A'', . . .  des  forces  P,  P',  P'', . . 
gnons  par  p,  p'^  p'\ ...  les  projections  des  dé/ 
virtuels  Aa,  A!a\. . .,  sur  les  directions  de 
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^  AGssp  est   Tune  de  ces  projections,    ou  coDvient 
le  regarder  p  comme  positive  ou  négative,  selon  qu'elle 

est  dirigée  k  partir  du  point 
A  dans  le  même  sens  que 
la  force  P  ou  en  sens  con-* 
traire,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  selon  que  Tangle 
PA  a  formé  par  la  direc- 
tion de  la  force  avec  celle 
lu  déplacement  est  aigu  ou  obtus.  On  appelle  moment 
nrtuel  de  la  force  P  le  produit  de  la  valeur  absolue  de 
'ctte  force  par  la  projection  p  du  déplacement  virtuel 
U  de  son  point  d^ application»  Le  moment  virtuel  Vp 
i  donc  le  même  signe  que  p.  U  est  nul  si  la  droite  A  a 
9t  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  P. 

441.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  ce  moment. 
Hia 

P;?  =  p  X  Aa  X  cos  PAa  =  P  cosPAa  X  ka  ; 

uds  si  Ton  désigne  par  T  la  composante  de  la  force  P 
tàvant  le  déplacement  Aa,  on  a  T  =  P  cos  PAa  ;  donc 

P/?  =  TXArt. 

Ainsi  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du  dé- 
cernent virtuel  multiplié  par  la  composante  de  la 
^rce  suivant  la  direction  du  déplacement. 

On  voit  que  le  moment  virtuel  d*une  force  et  la  quan^ 
té  de  traitait  élémentaire  ont  la  même  expression  ;  mais 
^  première  quantité  ne  suppose  aucun  mouvement  du 
rstème  dû  aux  forces  qui  le  sollicitent  actuellement. 

ÉNOHCÊ   DU    PRIJNCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES. 

442.  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  se  font  équi^ 
^''e  sur  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des 
^^ditions  données,  la  somme  des  moments  virtuek  est 
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nulle  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  ai* 
les  conditions  données^  et  réciproquement,  il  y  au 
équilibre  si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nui 
pour  tous  les  mouvements  possibles  du  système. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  Véqm 
libre  est  que  Ton  ait 

vp  -h  py  H-  py  -f- .  • .  =  o. 

Nous  démontrerons  d'abord  ce  principe  pour  le  cas  d'ur 
point  unique  et  pour  celui  de  deux  points  liés  par  uo< 
droite  de  longueur  invariable. 

ÉQUILIBRE    d'un    POINT    MATÉRIEL. 

443.  Soit  R  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  di 
forces  P,P',  P', . . .   appliquées  à  un  même  point  A  e 

soit  Âa  une  droite  quelconqni 
finie  ou  infiniment  petite  meoâ 
par  le  point  A.  Appelons  r,  p 
p'y  p"^ ...  les  projections  de  A<: 
sur  R,  P,  P',  P", ...  5  ces  quan 
tités    étant   affectées   de  signe: 

d'après  les  conventions  faites  plus  haut,  je  dis  que  l 

moment  virtuel  de  la  résultante  est  égal  à  la  somni 

les  moments  virtuels  des  composantes. 
En  effet,  si  X ,  a,  a^,  «/',.. .  désignent  les  angles  que  1< 

forces  R,  P,  P', . . .  font  avec  A  a,  on  a 

RcosX  =  Pcosa-|-P'cosa'-f-P"cosa''H- 

Soit  Aa  =  (7,  on  aura 

R .  (T  cosX  =  P .  d  cos  a  4-  P' .  ff  cos  a'  -I-  P" . excos  a" .  .  .  ; 

mais 

(T  cos  X  =  r ,      (T  cos  a  =  /? ,      tr  cos  o!  z=.p*  '^ 

donc  on  aura 

Rr  =  P/?  +  F;,' -f.  py +  . . . . 

444.  Il  résulte  de  là  que  si  les  forces  P,  P',  P'^ se  foi 
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et  si  le  poîtit  A  est  libre  dans  Tespace,  on  aura 
:  déplacement  du  point  Â,  puisque  R  =  o, 

P/? -4- P>' -+- PY' -+-•••  =  o» 
montre  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  le 
;aller  d'un  seul  point  matériel  entièrement  libre 
pace. 

Ze  principe  se  vérifie  aussi  facilement  quand  le 
ist  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  donnée 

S.  Tout  déplacement  infiniment 
petit  A  a  de  ce  point  s'effectue 
alors  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface.  Il  en  résulte  que  pour 
Téquilibre  du  point  A  il  faut  et 
il  suffit  que  la  résultante  R  soit 
normale  à  la  surface,  et  qu'on 
onséquent  r  ou  Rr  =  o,  ou 

Vp  4-  Py  -h  PV'-^- .    =  o. 

émonstration  si  le  point  A  était  assujetti  à  se 
sur  upe  courbe  donnée. 

BKE    DE   DEUX    POINTS    MATÉRIELS    UHIS    PAR    UHE 

DROITE    RIGIDE. 

Si  ton  applique  aux   extrémités  d'une  droite 

rigide  et  injlexihle  AB  deux 
forces  égales  et  contraires  diri- 
gées suivant  cette  droite^  leurs 
moments  'virtuels  seront  égaux 
et  de  signes  contraires. 

Supposons  que  le  mouvement 
virtuel  amène  AB  en  ab  :  me- 
nons la  droite  AF  parallèle  et 
égale  à  a& ,  La  figure  AF  ba  étant 
un  parallélogramme,  lesprojec- 

2  et  HD  de  A  a  et  de  ¥b  sont  égales  et  dirigées 
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dans  le  même  sens,  en  allant  de  A  vers  C,  pois  de  H 
yers  D.  Or  il  suffit  évidemment  de  faire  voir  que  le  rap- 
port des  projections  AC  =  ^ ,  BD=  Çi ,  tend  vers  Tmiité, 
lorsqae  les  points  a  et  &  se  rapprochent  de  A  et  de  B,  en 
se  mouvant  sur  des  courbes  quelconques  AL  et  BM,  et 
qu'en  outre  ces  deux  projections,  en  devenant  infiniment 
petî  tes,  sont  dirigées  dans  le  même  sens^  Tune  de  A  vers  C, 
Tautre  de  B  vers  D. 
Maintenant  on  a 

HB  _  HB     BF  _  HB     BF 
HD  ~  BF  '  HD  ""  BF  '  ÂC  ' 

mais  dans  le  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec 
AB  comme  rayon,  et  qui  passe  par  le  point  F,  on  a 


par  conséquent 


BF   =BH.2AB; 


BH         BF 


Donc 


BF        2ÂB 


,.     BH 

lira  -— -  =  o. 
BF 


D'un   antre  lôté  lini  — -  n'est  pas  infinie,   à  moins  que 

Aa  né  soit  perpendiculaire  à  AB.  En  effet,  BFetAC 
sont  deux  grandeurs  indépendantes  Tune  de  l'autre, 
puisque  pour  transporter  AB  en  aft,  on  peut  d'abord  faire 
tourner  cette  droite  autour  du  point  A,  puîç  la  transpor- 
ter parallèlement  à  elle-même  en  ab.  On  'conçoit  alors 
que  le  rapport  des  droites  BF  et  AC  doit  tendre  en  géné- 
ral vers  une  limite  finie  qui  dépend  de  la  nature  des 
courbes  AL  et  BM. 

HB 
Le  ra'pport  —^  a  donc  pour  limite  o.  1\  s'ensuit  qu^ 

le  rapport 

Bp_  BC  __q^ 
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yjem  l'unité  et  que  BD  est  dirigé  dans  le  sens  HD 
C.  Ainsi  les  projections  infiniment  petites^!  et  q  sont 
\  et  dirigées  dans  le  même  sens.  D'ailleurs  lés  forces 
Qi  sont  égales  et  contraires.  Donc  leurs  moments 
^aux'et  de  signes  contraires,  et  Ton  a 

7.  La  même  chose  peut  se  déofiontrer  par  le  .calcul, 
it  a:,  y,  z\  x\  y\  z\  les  coordonnées  rectangu- 
i  des  points  Â  et  B.  Ces  points  peuvent  être  i^gardés 
ae  assujettis  à  se  mouvoir  le  long  de  deux  courbes 
raires  AL  et  BM,  avec  la  condition  que  l'on  ait  tou- 

ignant  la  longueur  de  AB.  On  aura  donc,  puisque  / 
le  constante, 

=  iJZf  dx'  ^  ^1=:^  dy  +  ^^  dz' . 

ïtds  =  Aa^  ds'  =  Bfc  les  éléments  des  courbes  AL, 
correspondant  à  une  position  infiniment  voisine  de 
•pite  AB.  La  relation  précédente  peut  se  mettre 
la  forme 

'x'  —  .r  dx        y'  —  y  dy        z'  —  z  dz 
ds  ... 


,  ,  /  J-'  —  X  dx' 

=  '''  \—r-  *' 


/        ds  l        ds  l      ds 

y'  —  y  dy'        z' —  z  dz' 


l        ds'  t      ds 


I     ' 


»  on  a 

x'  —  X  dx        y'  —  y  dy        z'  —  z  dz 

/        ds  l        ds  l      ds 

I 

x'  —  X  dx'        r'  —  Y  dy'       z'  —  z  dz' 

coslB«>  = y-,  -h' — -77  H 7—  -T-,9 

/        ds  l       ds  l      ds 

^vu  que  ds  et  ds'  soient  positifs,  condition  qui  peut 

5. 
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B.  Appliquons  en  Â  et  B,  suivant  AB,  deux  forces  Q,  -^  Q 
égales  et  contraires,  puis  en  A'  et  B,  suivant  A'B,  deux 
forces  Q',  —  Q'  égales  et  contraires.  L'état  du  système  ne 
sera  pas  changé. 

Quand  le  point  B  se  déplace  infiniment  peu,  il  est 
obligé  de  se  mouvoir  sur  une  courbe  déterminée,  car 
il  doit  être  sur  une  surface  donnée  et  rester  à  des  dis- 
tances également  données  des  points  A  et  A'.  Cela  posé, 
appelons  toujours  p^p\p"^  . .  .^  les  projections  posili* 
ves  ou  négatives  des  vitesses  virtuelles  des  points  d'appli- 
cation ,  A,  A',  A^,  etc.  Désignons  par  Q^  le  moment 
virtuel  de  la  force  Q  appliquée  au  point  A,  et  par. 
Q'^'  celui  de  la  force  Q'  appliquée  au  point  A'.  L'in- 
tensité de  Q'  étant  arbitraire,  on  peut  en  disposer  de 
manière  que  les  forces  P'  et  Q'  appliquées  au'  point  A 
tiennent  ce  point  en  équilibre  sur  la  courbe  A'L'.  Il  est 
nécessaire  et  suffisant ,  pour  cela ,  que  la  somme  de 
leurs  moments  virtuels  soit  nulle  (446  )  ou  que  Ton  ait 

On  peut  alors  supprimer  P'  et  Q'  appliquées  en  A'. On 
peut  aussi  disposer  de  l'intensité  de  la  force  Q,  de  sorte 
que  les  deux  forces  —  Q,  —  Q'  tiennent  le  point  B  en 
équilibre  sur  la  courbe  où  il  est  obligé  de  demeurer,  ce 
qui  exige,  puisque  les  moments  virtuels  de  ces  deux  for- 
ces sont,  d'après  le  lemme  précédent,  —  Q9  ^^  —  Q  ?  ' 
que  Ton  ait 

de  là  et  de  Téquatiou  précédente  on  déduit 

Ainsi  Tétat  du  système  ne  sera  pas  cbaugé  si  l'on  sup- 
prime la  force  P'  appliquée  au  point  A',  pourvu  que  1  ^^ 
applique  au  point  A  une  force  Q  dont  le  moment  virtuel 
soit  égal  à  celui  de  la  force  P'. 
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1  pourra  de  même  supprimer  les  forces  appliquées 
mtres  points  A'',  A"', . . . ,  pourvu  qu'on  applique 
}iDt  A  des  forces  dont  les  moments  soient  égaux  i 
.  V'"p"',  etc. 

n'aura  donc  plus  que  des  forces  appliquées  au  point 

inc,  pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et 

ît  que  ces  forces  se  fassent  équilibre  et  par  consé- 

que  la  somme  de  leurs  moments  soit  nulje.  On  aura 

P/»  -h  Py  -f-  F>"  -f-  . . .  =  o. 

. .  S'il  n'y  a  pas  équilibre,  les  forces  appliquées  au 

A  donneront  une  résultante  R  qui  ne  sera  ni  nulle  ni 

Fig.  147.  normale  à  la  courbe  A  a  et  qui 

par  conséquent  aura  un  moment 
virtuel  Rr  plus  grand  ou  plus 
petit  que  zéro,  selon  qu'elle 
tendra  a  faire  mouvoir  le  point 
A  dans  le  sens  A  a  ou  dans  le 
sens  contraire,  c'est-à-dire  se- 
l'elle  fera  avec  A  a  un  angle  aigu  ou  un  angle  obtus. 

Rr==P/>-h  Py -h...  =2P/!?; 

selon  que  la  somme  Z  'Pp  sera  positive  ou  négative, 
rces  tendent  à  mouvoir  le  système  dans  le  sens  A  a 
ins  le  sens  contraire.  Et  si  le  mouvement  A  a  est 
cfaé,  il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
Wp  soit  nulle  ou  négative. 


7^  COUBS    DE    MÉCANIQUE. 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

SUITE    DU    PfiINCIPB    DES    VITESSES    METUBLLBS. 

Démoustration  du  principe  dans  le  cas  d*un  système  ii  liaisons  inoon- 
plèles.  —  Cas  où  les  liaisons  sont  exprimées  par  des  in^alités.  —  Autre 
forme  de  Téquation  des  vitesses  virtuelles.  —  Usage  de  cette  éqottioo 
pour  trouver  les  conditions  d'équilibre. 


SYStÈME    A    LIAISONS    IMCOMPLÈTES. 

452.  Nous  allons  mainienant  étendre  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  à  un  système  à  liaisons  incomplètes, 
ou  dans  lequel  les  coordonnées  des  points  sont  liées  en^  , 
elles  par  un  nombre  i  d'équations,  i  étant  <^  3  /*  —  i. 

Je  dis  d'abord  que  s'il  y  a  équilibre,  la  somme  des 
moments   virtuels  est  nulle.  Considérons  en  eflet  Ton 
quelconque  des   déplacements  compatibles  avec  les  liai- 
sons du  système.    On  peut  établir  de  nouvelles  liaisons 
au  nombre  de  3/i  —  i  —  /,  telles,  que  le  déplacement  vir- 
tuel en  question  devienne  le  seul  possible.  Mais  alors  les 
forces  qui  agissent  sur  tous  ces  points  dont  le  système  est 
devenu  à  liaisons  complètes,  se  faisant  encore  équili' 
bre,  la  somme  de  leurs  moments  virtuels  doit  être  égale 
à  zéro.  Cette  somme  est  donc  nulle  pour   tout  mouve- 
ment virtuel  compatible  avec  les  conditions  du  système. 

453.  Réciproquement,  quand  la  somme  des  moment^ 
virtuels  est  nulle,  l'équilibre  existe.  En  effet,  si  les  for-^ 
ces  appliquées  au  système  pouvaient  le  mettre  en  mou-^ 
vement,  tous  les  points  éprouveraient  simultanément  d^^ 
déplacements  très-petits  pendant  un  temps  très-cour<^- 
On  pourrait,  sans  changer  ce  mouvement,  établir  3.^ 
nouvelles  conditions  qui  rendraient  le  système  à  liaison»^ 
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empiètes,  et  qui  empêcheraient  tout  mouvement  vir- 
le]  différent  de  celui  qu'on  suppose  avoir  lieu.  On  au- 
lit  donc  un  système  à  liaisons  complètes,  dans  lequel  la 
•mme  des  moments  virtuels  serait  nulle  et  qui  ne  serait 

is  en  équilibre. 

Le  théorème -des  vitesses    virtuelles  se   trouve  donc 

eiidu  à  un  système  quelconque. 

LIAISONS    QUI    s'expriment     PAR    DES    INÉGALITÉS. 

454.  Quand  les  liaisons  qui  existent  entre  les  diflfé- 
nts  points  d'un  système  sont  exprimées  par  des  équa- 
ODs^  chacun  d'eux  peut  éprouver  deux  déplacements 
;aux  et  de  sens  contraires.  Mais  dans  certains  systèmes 

n  en  est  pas  ainsi. 

Par  exemple,  concevons  un  point  A  placé  sur  une  sur- 

ice  fixe  S,  dans  Fintérieur  de  laquelle  il  lui  est  impossi- 

pj      ,g^  ble  de  pénétrer,  c'est-à-dire  qu'il 

peut  se  mouvoir  d'un  côté  du 
plan  tangent,  mais  non  de  Tau— 
tre.  Il  est  clair  que  s'il  se  meut 
dans  le  plan  tangent,  il  pourra 
toujours  se  déplacer  dans  deux 
sens  opposés  A  a  et  A  a'*,  mais 
'>ur  tout  autre  mouvement  son  déplacement  sera  pos- 
bledaus  un  sens  et  impossible  dans  Tautre. 

455.  Les  conditions  de  celte  espèce  sont  ordinaire- 
ent  exprimées  par  des  inégalités.  Par  exemple,  si  un 
>int  est  posé  sur  un  plan  fixe  et  ne  peut  se  déplacer  que 
un  côté  de  ce  plan,  en  prenant  celui-ci  pour  plan  des 
y  et  prenant  l'axe  des  z  dans  le  sens  de  son  mouvement 
^ssible,  on  aura  pour  ce  point  -z  >  o ,  et  il  faudra  expri- 
cr  que  la  variation  de  z  est  nulle  ou  positive,  c'est-à- 
^  poser  l'inégalité 

lie  .même  on  exprimera  qu'un  point  ne  peut  pénétrer 


imri: 
U 


i 


iwiniii*'^  à  de 


i^cafroàlt 


tKTVVlLSi- 


'#.    .^. 


:r  r.    — cF  j: 


m- 


L  reresL    r  ^^:  -n 


111 


IL'  .JL    Mn^ 


tâ4 
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i  moments  virtuels  de  ses  composantes,  on  a 

P/?  =  X^j: -f- Y^j^ -f- Z^«  ; 
à  de  même 

py  =  x'tJa/  4-  T^x'  +  z'^z', 

linsi  de  suite.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
a  (i),  elle  devient 

2  (X9x  -f-  Y$x  -J-  Z^«)  =  o . 

CONDITIONS    d'équilibre    d'uN    SYSTÈME. 

188.  Voici  maintenant  comment  on  déduit  du  principe 
léral  des  vitesses  virtuelles  les  conditions  d^équilibre 
n  système  donné.  Supposons  que  les  liaisons  qui  exis- 
t  entre  les  divers  points  du  système  soient  exprimées 
ries  équations 

I  L=:o,     lVl  =  o,     N  =  o,.... 

ucs  équations  devant  être  satisfaites  par  les  nouvelles 
ordonnées  des  points,  après  un  déplacement  fnfini- 
nt  petit  compatible  avec  Tétat  du  système ,  on  aura 

ax  a  y  dz  ^dx 

dx  dy  dz  dx 

d^  ^  rfN  ^  rfN  ^  dN  ^   , 

---  (îa:  -h  --  5r  -*-  -r-  ^2  4-  ^— ,  «Ja?'  -h  .  . .  =o. 

dx  dy  dz  dx 

Pour  bien  comprendre  ces  équations,  il  faut  concevoir 
'aux  l  équations  données  on  ait  ajouté  in  —  i  —  i 
Ua lions  nouvelles,  telles,  que  le  déplacement  considéré 
tienne  le  seul  possible.  Alors  toutes  les  variables  moins 
e  deviennent  fonctions  de  celles-ci,  et  on  peut,  sous 
point  de  vue,  différen  lier  les  équations  (i).  D'ailleurs 
ne  diminue  pas  ainsi  la  généralité  de  la  question, 
isque  le  déplacement  particulier  que  Ton  considère 
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peut  èïre  l'un  quelconque  de  ceux  qui  sont  compatible: 
avec  l'état  du  système. 

459.  Les  équations  (  2  )  au  nombre  de  i  contienneht'3  a 
variations  âx^ây^  âzj  etc.  ^  il  y  en  a  3  /i — 1  qui  sont  arbî 
traires,  et  les  autres,  au  nombre  de  i ,  dépendent  déceliez 
là.  Si  on  porte  les  valeurs  des  dernières  dans  Téquation 

(3)  '^{Xex-hYSy-hZSz)  =  o, 

celle^icontiendraseulement3n — /  termes  multî  plies  cha 
cun  par  Time  des  3  /»  —  i  variations  arbitraires,  et  comme 
la  relation  (3)  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  ces  va- 
riations, il  faudra  égaler  à  zéro  leurs  Zn  —  i  coefficients. 
On  aura  ainsi  3n  —  t  équations  qui,  jointes  aux  équa- 
tions (i),  donneront  3  n  équations  nécessaires  et  suffisantes 
pour  l'équilibre,  entre  les  composantes  des  forces  et  les 
coordonnées  de  leurs  points  d'application. 

•460.  L'élimination  de  {'variations  au  moyen  du  sj^r 
tème  (2)  peut  se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs* 
Multiplions  la  première  par  X,  la  seconde  par  /ix,  etc.,  e' 
ajoutons-les  membre  à  membre  avec  Téquation  (  3) .  Déter 
minons  les  quantités  ^,  fx, .  .  -  qui  sont  au  nombre  d<3 
par  la  condition  que  les  coefficients  de  i  variations  soi^^ 
nuls  et  égalons  à  zéro  les  3  « —  /  autres  coefficients.  No"* 
aurons  les  3  n  équations  suivantes  : 


(4) 


l    ^       ,dL          c/M          rfN 

X-f-A-— 4-fA-—  4-v  -7-4-- 
a.v            dx            dx 

.  =  0, 

,,       ^  r/L           ^M           r/N 

Y4-À—  -4-p— --hv-p-f-.. 
djr            df             dy 

.  — 0, 

\  ^          dL          du           dN 

.  —  0, 

„,       .  dl.  rfM         rfN 

^+'dI'-^i'-dP^-'lh'^--="- 
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1.  Réciproquement,  si  ces  équations  ont  lieu,  je  dis 
es  forces  se  font  équilibre;  car^  en  multipliant  ces 
ions  respectivement  par  dx^  âjr^  dz^  dx\  ...  et 
mt,  on  retrouve  Téquation 


(^-:^ 


. . .  W  j  4- . .  .  =  o , 


e  réduit  à  Téquation  (3) ,  en  ayant  égard  aux  rela- 
(a)  :  orTéquation  (3)  exprime  que  la  somme  des 
iuts  virtuels  est  nulle. 

!.  Les  équations  (4)  conduisent  i  une  conséquence 
xjuable.  On  voit  qu'elles  resteront  les  mêmes  et  que 
libre  actuel  du  système  subsistera  si  Ton  supprime 
idition  L  =  o ,  à  laquelle  le  système  devait  satisfaire 
tous  ses  déplacements,  pourvu  qu^on  joigne  aux 
\  primitives  de  nouvelles  forces,  savoir  une  force 
quée  en  A  et  dont  les  composantes  parallèles  aux 
seraient 

^  dh       ,  dh       ,  dL 
djc  dy  dz 

force  appliquée  en  A'  et  dont  les  composantes  se- 
t 

dh        ,dh        .dL 

^1^''       'dP'       ^1^'' 

isi  de  suite.  La  liaison  exprimée  par  Téquation  L  =  o 
ait  donc  ces  forces. 

intensité  de  la  force  qu'il  faut  appliquer  au  point  A, 
ixemple,  est  égale  à 


^/WR^hm 
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et  sa  direction  est  celle  de  la  normale  à  la  sBr&ce  repré- 
sentée par  réi|Batîon 

L  =  Oy 

cjoand  on  j  regarde  x,  >\  z  comme  seoles  Yariables,  poii- 

qne  les  cosinos  des  angles  qoe  la  normale  ùàt  arec  lo 

,,  rfL    rfL   rfL 
axesscml  proportionnels  a  — «  — j  — • 

Les  ixmdEtions  M  =  o ,  N  =  o,  etc.,  peuvent  de  même 
être  supprimées,  poorm  que  Ton  applique  à  tous  les 
points  du  système  des  forces  couTcnaMes.  Ces  forces 
auxiliaires,  qui  peuvent  tenir  lieu  des  liaisons  qui  existent 
entre  tous  les  points,  sont  celles  qui  produisait  les  ten- 
sions et  les  pressions  dans  les  liaisons  du  système. 

Enfin,  si  l^n  supprime  toutes  les  liaiscms,  ce  qui  rend 
tous  les  points  libr^,  on  Toitque  les  forces  P, F,.-- 
appliquées  à  ces  points  libres  sont  détruites  par  les  forces 


-rfL 

rf)l 

rfN 

*^r' 

^    eût 

^rfùr' 

rfL 

rfM 

rfN 

*rfr' 

^<r' 

,  rfL 

rfM 

rfN 

*rfi' 

^rf.^ 

^rf.' 

K>iiit  A, 

,  rfL 

rfM 

rfw 

^rfr- 

rfi-' 

^rfx'^ 

rfL 

rfM 

rfN 

'rfy^ 

V 

''rfr' 

.  rfL 

rfM 

rfX 

*^'' 

'   rf::'' 

^  rf-- 

applî<|uées  au  point  A\  et  ainsi  de  suite. 

Srm  LES   OIVEES  MOrvCXEXTS    VIETCELS  D  Vîî  STSTKlC^' 

463.  Un  mouvement  virtuel  quelconque  se  coni)'^ 
de  3n  —  i  mouvements  virtuels  particuliers  et  dislif*^ 
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mi  âiXj  à\yt  i\  z^  âi  x\  ...  les  variations  des  coor- 
nées  des  points  pour  un  premier  mouvement;  â^x^ 
,  dfZ^  dfX\. . .  pour  un  second  mouvement.  Enfin, 
intégal  à  3n  —  /,  soient  cJ^x,  âijTjâiZy  dix\...  les 
ations  des  coordonnées  pour  un  Ar**"**  mouvement. 
a  les  équations 

dis  ,  dL  .         dh  ^         dh  .  , 

-j-Sx-h-j-  ^jr-^-r^^-^  -T->*4?'-|-...  =  o, 

«te  djr  •  dz  aar 

dx  dy  dz  daf 


({uelles  on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale,  eu 
posant 

^x  =  a,  SiX  -h  Hj  ^,  X  -{-  a^^^x  -t- .  .  . -H  ur*  ^1  j: 

$jr  =  a,  5,j  -^  flj^jj  ■+■  a^i^iX  -H.  .  .H-  n*  ^*^ 

^  z  =  u,  ^,  z  +  ^2  ^2  z   H-  «3  ^3  2  -H ...  -H  a*  ^^  2 

'^a:'  =  a,  ^,  x'  -|-  a^  S^x'  4-  «3  ^3 x'  H-  ...  -H  ar^  ^4  or' 

ai,  .  -  -ai,  étant  des  indéterminées  au  nombre  de  A 
le  Zn — i.  En  effet  ces  valeurs  satisferont  aux  équa- 
s  (i)  ;  ensuite  parmi  les  3 A:  variations,  il  y  en  a  A 
[quelles  on  peut  donner  des  valeurs  tout  à  fait  arbi- 
res.  En  déterminant  convenablement  les  k  facteurs 
ag,  ...  ait,  ces  variations  restant  au  nombre  de  i  se 
ivent  déterminées  par  les  formules  (a)  de  manière  à 
sfaire  à  toutes  les  équations  (i).  Donc,  etc. 
1  faut  toutefois  qu'il  n'y  ait  pas  de  relations  linéaires 
re  5^  .r ,  B^y  ...  de  la  forme 

6,  ^,  .r  -J-  A,  ^2 a:  +  .  .  .  +  ^x-  ^^  j:  =  o , 
^i^ij  -h  ^2^2  J-t-  ...  4-  ^*^*j  =  o, 


b^dix' -{-  b^ 5, .T  'h  ...  -h bk $kx'  =  o , 


il*-,   »i^»  *!*.   %■»'  -  • 
i.',  JLj^,  «.s,  *,*»-. 


t'é^n   ^J^    «Wt*-,    «iHf 


-  -  -  ^ 


• 


JfSI.  ^mâ 
réqn]ihred*a 


point 


4b  poiac  et  Toa  dknit  les  mii^ 


Vé 


tL=o.Ji 
Zm—i 
etdoatla 


?.*.»- 


9L,#M,  ...  sont  ■aDcs 


99,  wf  < 


♦  =  o,     T^o,     »z=n.   . 
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APPUGATIONS  DU   PRINCIPE  DBS  VITESSES  AIRTUBLLBS. 

libre  d*un  systènrè  invariable.  —  Cas  où  le  système  est  gêné  par 
elque  obstacle.  —  Équilibre  du  polygone  funiculaire.  —  Propriété 
Téquilibre.  

ÉQUILIBRE    d'ciI^   SOLIDE    itÊ^TÂRlABLE. 

66.  On  peut  déduire  du  principe  des  viteisses  virtuelles 
conditions  d'équilibre  d'un  système  solide,  formé  de 
)ints  matériels  liés  entre  eux  â*une  manière  invariable, 
irchons  d'abord  le  nombre  de  ces  conditions.  Trois 
Us  étant  pris  au  hasard  dans  le  corps,  pour  exprimer 
leurs  dislances  mutuelles*  ne  changent  pas,  il  faut 
s  équations.  Il  en  faut  ensuite  3(/i  —  3)  ou  3/i  —  9 
'es  pour  exprimer  que  lt;s  n  —  3  autres  points  restent 
ss  distances  invariables  des  trois  premiers.  Ainsi  les 
ions  du  système  établissent  3»  —  94-3  ou  in  —  6 
ations  entre  les  coordonnées  de  tous  ces  points, 
nme  on  doit  avoir  en  tout  in  équations  pour  déter- 
rer les  coordonnées  des  n  points  du  système,  il  y  aura 
c  six  équations  d'équilibre. 

S7.  On  pourrait  obtenir  ces  écpiations  en  appliquant  * 

la  méthode  générale; 
mais  il  est  plus  simple 
d'imprimer  au  sys- 
tème six  mouvements 
^'  «'         virtuels  arbitraires  et 

^  indépendants  les  uns 

des  autres,  de  telle 
sorte  que  les  relations 
qui  en  résulteront  en- 
tre les  forces,  ne  pou- 


Fig.  i5(K 
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vant  se  déduire  les  unes  des  autres,  seront  préçiséme 
les  six  équations  d'équilibre.  \   ' 

Le  déplacemenl  le  plus  simple  consistera  à  faire  motai- 
voir  le  corps  parallèlement  à  ïwa  4ibs  axes,,Oj:  pa^^i 
exemple,  de  telle  sorte  que  tous  ses  points  décrivent  d.^ 
petites  droites  Aa^  A' a',  toutes  égales.  Alors  dy^  dt^dy^. 
âz\  . . . ,  sont  nuls  et  dx  =  <î.r''=  dx^^\\  ... 

Dans  ce  cas  Téquation  générale 

(i)  ^(1^9x-^YSx,-i-Zâz)=o  , 

devient,  en  supprimant  le  facteur  commun  âx^    * 

* 

(2)  2^=°'    •      .      ■      • 

on  aura  de  même 

(3)  2^="-   ■ 

(4)  2z=:"-- 

468.  On  obtiendra  les  trois  autr'es  équations  d'équi- 
libre en  faisant  tourner  )e  corps  successivement  autour, 
des  trois  axes.  Supposons  d'abord  que  la  rotation  s'effec- 
tue autour  de  O^.  Le  point  A  décrira  ui>  élément  Aa 
d'une  circonférence  lAH  de  rayon  AC  =  r  et  parallèle 
au  plan  xOy.  Soit  l'angle  .ACI  =  o.  On  à  d'abord 
dz  =  Oj'puis  à  cause  de 

•  a:  =  /•  ces  w ,      y  ==  r  sin  » ,  i 

on  a,  la  rotation  étant  mesurée  par  l'angle  dco, 

^ jT  r=  —  r  sin  &>  ^ot) ,      Sy  ==  r  cos  w  ^w     • 
ou  bien 

•^       '       *■  ■ 
Donc 

et  de  même 

x'^^'  +  r  ^y  H-  z'  ^z'  =  (r  a:'  —  xy  )  ^rf. 


% 
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On  a  donc,  ch  substituant  ces  valeurs  dans  Féquatiorf  (i) 
et  supprimant  le  {acteur  constant  ^w , 

■  • 

•  etilem^me 

'    (?)  *.  2(Zj-Yz)=o, 

469.  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses   vir- 

•  Quelles   les  équations  des    moments    sous  Içur    seconde 
forme  (367), 

Décomposons  Ja  force  P  (Jig>  i5o,  p.  ^i)  en  deux 
autres,  ï'une  Z  parallèle  à  Oz,  l'autre  Q  sïtuée  dans  le 
plan  du  cercle lAH  parallèle  au  plan  xOjr.  Im-primons 
^u  corps  un  mouvement  de  rotation,  de  manière  que  le 
*^  point  A  décrive  un  petit  arc  de  cercAa  dont  le  rayon 
AG.  est  perpendiculaire  à  Oz,  Abaissons  CD  =  ^  per- 
pendiculaire sur  la  direction  de  la  force  Q  et  imaginons 
^dle-ci  transportée  au  point  D.  La  force  P  est  remplacée 
par  les  deux  forces  Z  et  Q.  Or  le  pioment  virtuel  de  Z  est 
ïïul,  puisque  l'élément  A  a  est  perpendiculaire  à  cette 
force.  Quant  au  moment  virtuel  de  la  force  Q.  appliquée 
*u  point  D,  c'est  le  produit  de  cette  force  par  ç  (Jw,  On  a 
donc,  en  appelant  Vp  le  moment  virtuel  de  la  force  P, 

Vp  ==:  QqSta.  i 

On  aura  de  même  pour  les  autres  forcer 

Vp'  =  Q'^'Jw,      P"/>"  =  q"q''S,^\  ..., 

f 

.^^  1  équation  d'équilibre '(5)  devient 

^**c  exprime-^  comme  nous  Tavons  vu,  que  la  somme;  àe% 
^^ïïients  des  forces  par  rapport^  Taxe  Oz  est  nulle. 
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AUTKE    MAllIÈmE    D^OVTBHIR     LES     COlfDITIOHS    d'ÉQUILIBI 

dVh    STSTÈXE   SOI.1DK* 


470.  Concevons  les  points  da  corps  rappisrtâ  à 
nouveau  système  d'axes  rectangolaires»  Les  cpordonn^^c 
(jT, Xi  x)  d^on  point  seront  liées  aux  nouvelles  coordovi 
nées  par  les  équations 

.  X  =  a  -H  a  X,  -f-  6  V.  -4-  c  z, , 

et  l'on  aura  entre  les  constantes  a,  a\. . .    les  équations 
de  condition 

'  r»  -h  r»  +  r"-  =  i  ; 

(3  •      '  #if -h «' c' -h  a*" f "  =  G , 

Le  système  étant  solide,  si  Ton  conçoit  que  les  axes  des 
Xf,  j'i,  ^1)  en  fassent  partie,  un  déplacement  quelconijne 
du  système  changera  la  position  de  ces  axes,  aussi  bien 
que  XnjTj  ^9  mais  ne  ehangerapas  Xi ,  ri ,  ^i  •  Donc 

• 

à  5x  =  Ja-f-^i^«   H-r,  <î^   -I- s,  ^r, 

(4)  I  ^r  =  ^  -^  x.^/i'  -+- r,  êb'  -h  s,  ^r, 

'  ^z  =  07  -t-  X,  Sa"  -htt  Sb"-h  «,  ijf". 

Suj^sons  qu*avant  le  déplacen^nt  les  axes  des  X|,  /i*  ^i? 
coïncident  avec  les  axes  des  x*  r,  z.  alors  on  aura 


x  =  .r,,      ^>=.>,,      3  =  -,, 
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conséquent 

m 

«"  =  0,      *"  =0,      c"  =:  I,  . 

les  e<{uations  de  condition  (3)  donneront,  par  la  diiTé- 
itiation^     ' 


sonis 


^a'=  —5^  =^», 

^C   =  — ^a"=:^4i, 


aura 


m  substituant  dans  Téquation  générale 

2  (X^^  -f-  T^j-h  Z^z)  =  o, 


lent 


<  .  ' 

\  H-  ^9  2  ( Z  j  —  Yz  )  4-  ^4*  2  (  ^ *  ~  2;^:)  =  o. 

•  variations  da,  âê^  etc.,  étant  arbitraires,^  cette  équa- 
n  ne  peut  avoFr^Iieu  quç  si  les  éx)efficients  de  ces  varia-     ' 
Qs  sont  nuls^  on  retrouve  ainsi  les  conditions  expri- 
îs  plus  haut  (467,  468). 

tLIBRE    O'UN    SYSTEME    SOLIDE  GÊNÉ    PAR   UN    OBSTACLE. 

■  > 

il .  Si  le  système  renferme  un  point  fixe  O,  on  pren- 
ce  point  pour  origine  'des  coordonnées  et  on  expri- 
^,   au  moyen'  de  trois  équatrons,  que  les  distances 
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mutuelles  des  points  Â,  A'  et  O  sont  constautes*,  puis 
par  3  (/» — a)  équations  que  les  distances,  des  n  — 2 
autres  points  à  A,  A^  et  O  restl;nt  invariables,  ce  qni  fait 
en  tout  3/1  —  6-f-3ou3«  —  3. équations  de  condition 
entre  les  coordonnées  des  poii^ts  du  système.  Doue  il  y 
aura,  dans  ce  cas,  seulement '3  équations  d'équilibre 
entre  les  forces.  On  obtiendra  ces  trois  équations  en  far- 
sant  tourner  le  système  successivement  autour  des  trois 
axes.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'à  cause  de  la  fixité  du 
point  O,  il  est  impossible  de  faire  mouvoir  le  corps  pa- 
rallèlement à  un  «axe  comme  lorsquHl  était  libre. 

• 

472.  S'il  y  a  deux  points  fixes  O  et  H,  qu,  ce  qui  re- 
vient au  même,  un  axe  fixe  OH,  on  prendra  cette  ligne 
pour  axe  des  z.  On  exprimera,  par  deux  équations,  qui* 
lès  distances  du  point  A  aux  points  O  et  H  s»ont  invariables 
et,  par  3  (n  ' —  i  )  équations,  que  les  distances  des  n  —  t 
autres  points  aux  points  O,  A,  H  sont  également  inva- 
riables, ce  qui  fait  en  tout  3w  —  3rhaou3ii  —  i  rela- 
tions entre  les  coordonnées  des  différents  points  du  corps* 
Ainsi  le  système  est  à  liaisons  complètes;  et,  en  effet, un 
seul  déplacement  est  possible,  c'est  un  mouvement  de  rO' 
tation  autour  de  Taxe  OH.  C'est  par  ce  déplacement  virtuel 
qu'on  parviendra  à  la  seule  équation  d'équilibre  à  laquelle 
les  forces  appliquées  au  corps  doivent  satisfaire  (373). 

FQLULIBKE    DU    POLYGONE    FUNICULAIRE. 

•  i73.  Soient  A,  A',  A" ,  A   "  -  ^S  /i  points  unis  p** 

Fig.  i5i.  des   (*ôrdes  formant  «^ 

polygone  de  n  —  i  côtcr- 
dont  les  sommets  spt^ 
tirés  par  n  forces  P,  P 
P^...,  Pc-»^  Ilffi^ 
d'abord  exprimer  quel*^ 
loiigueuj  s  des  côtés  so'»  » 
doniiées  et  égales  à  /,.  * 
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. . .  5  en  désignant  par  x,y,  z^  x'y  y\  z\  . , ,  les  coor- 
mées •  des' points  A,'A\..'.  par  rapport  à  trois  axes 
tangalairçs,  on  aura  les  n  —  i  équations 


•        » 

• 
• 

-V{x'- 

-xY-h{x 

-  r  )'+.(«' - 

-*)'  = 

0, 

• 
•    > 

-  </  (^"- 

-x')'-h(j". 

-/)'  H-  ('"- 

.z'y= 

0, 

•     ■     • 

In  diflerentiant  ces  équations,  on  aura 


vt'  —  X              X  —  x'  y'  —  y 
_  Sx  H —  Sx'  -f-  -^     ^   •    *>• 


7 


^  ^/H — ^  ^«  -h   ^^ 7-^  ^3'  =  o 


»— îa  équations  analogues.  A  ces  n  —  i  équations  il 
dra  joindre  la  suivante 

2(X^x4-Y5j  -hZ^z)  =0. 

^74:  En  employant  pour  Félimination  des  n  varia- 
is la  méthode  générale  des  multiplicateurs  et  en  fai- 
t  usage  des  mêmes  notations,  on  obtient  les  3/i  équa- 

is 

X  +  l—j—=o,   . 

-,     \  ï'  —  s 
ZH-X : —  =  0, 


-ta 


-r  V 


T  -►  j;  ^ . =•  . 

Z     —  1. . ■=: 


r 


Ou  ajterçDÎtJàiciia&eii:  k  âo.  éaïut»  tagiiftllt- ce? 


A.  Xw  *. ot    anTB    ?  r 


lii/  —  1  cmidiiîfnit  d  «auilîbTT. 

^fili.  IjGb   nuanthe^    anxiiiamîr    '/..j^z.....     iès: 


m 

/.    — 


— ^—    / ^ —  «finî  l&  nmwKsnteF  panam» 

aaast'  dxun  iurxx^  i!|EBk-  ii  /..  atrisi^aii:  aûvan:  AA  11  -& 
lan^-A  .  Cr  icr  iriaiim»  :  inui  voii  mit  fcOt  £irct  ^  -  "(^ 
IsLioanet  P.  av^ilignetib  aL  ^Miiu:  A.  «t  àûxuueni. 
mesuRr  li.  itntsioL  du  curôoi.  A  A  .  Ch.  retTODVf 
tcnqst  cf  lesulta:  cmnm  .  3ttt*  gut  k  iorct  ?  csi  dirÎJS^ 
«ni van:  h  vnvisnisenÈai:  àt  AA  iurÀoni  1^  imiTSiiiif:  ^^' 
tsi  fknilîîiirt 

Liffi^  «maiton^  2..  duxr:  isr  ::o]ii|H>5auit«r  dft'7'.  ck:*!' 
LÂcmijen:  celiet  d  xmf  iarcf  trpatt  ei  àiredennaii  ct^^^"" 
train  >  a.  ?  sh-at-diTt  a^i^Ban:  an  imiii:  A  .  -simani  .^^^ 
df  A  >*epr  A.  Ler  ntemcf^  conauour  renîeniieic  1&  •^*" 
iesm  aer  ^finqiOBaiiifif  parallffâe?  am  aiLfs.  d'nut-  ic^"^* 
cssak  t  L  e:  dirisiît  -5iu\au.  AA'  df  A  *sis  A'  ^^^  * 
fiuanûit-  L  e»~.  iMisiû^^.  Ccr  Irui^  torcer>  :Si  inu:  diuirci^Ji^^ 
iiliTT  aL  noiiii  A  Ail^s;  :.  uiesurt  k  t^i»âi<»ij  du  cr^»-' 
liui.  A  A  (h.  \TTai;  à'  iu*/nv  iiu*  '.  t*s:  t.  tensiiii^  ^^ 
!  oraoi    il  A'   *?   aiirÂ.  df   -iuii- 
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'76.  11  est  facile  de  prouver  que  la  tension  d'un 
Ion  quelconque  est  la  résultante  des  forces  qui  agis- 
t  d'un  même  côté  de  celui-ci,  transportées  parallèle- 
at  à  elles-mêmes  en  un  point  de  sa  direction.  Ce  qui 
cède  le  démontre  pour  le  premier  cordon.  Pour  le 
)nd,  il  suffit  d'ajouter  deux  à  deux  les  équations  (i) 
2)  :  on  a  ainsi 


X    —  .r 


X  +  X'  +  fx— ^;— =  0, 

y"  —  r' 

Y+Y'  +  ^-^— ^  =  0,. 


Z  +  Z'  -f-  ^  — p 


Z        —    Z  * 


=  o. 


I 

ésulie  de  là  qne  les  forces  P,  P^  et  la  teitsion  \k  du  cor^ 
i  AW,  cette  dernière  agissant  de  A'  vers  A",  se  font 
lilibre.  Donc  une  «force  égale  et  contraire  à  |ui  qui  me- 
e  aussi  la  tension  du  cordon  A^A''  est  la  résultante  des 
ces  P  et  P'.  On  verrait  ensuite,  en  ajoutant  trois  à 
is  les  équations  (i),  (2),  (  3),  que  la  tension  du  cordon 
v^nt  est  la  résultante  des  forces  P,  P^  transportées 
A"  et  de  la  force  V\  et  ainsi  de  suite. 

• 

477.  Si  A,  f^/v,. . .  n'étaient  pas  toutes  positives,  le  po- 
;«ne  funiculaire  ne  serait  pas  en  équilibre;  car  si  fx,  par 
împle,  était  négative,  les  points  A'  et  A"  seraient  tirés 
r  deux^forces  égales  et  contraires  qui  tendraient  à  les 
pprocher.  Cependant  l'équilibre  aurait  encore  lieu  si 
Cordons  étaient  remplacés  par  des  droites  rigides,  car 
a  exprimé  que  les  distanices  AA',  A' A", .  . .  doivent 
c  constantes. 

SUR    UNE    PROPRIÉTÉ    DE    l'ÉQUILIBRE. 

«      « 

•"78.  La  formule  des  vitesses  virtuelles  conduit  à  une 
^î^rqiic  iniporlantr.     .     ^ 
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'Supposons  que  le  premiercnambre  de  réqstlûm 

I 

4 

soil  la  variation  exacte  d'une  fonction  de  x,  jr^  Zj  x'y 
j\  2^•••9  considérées  soit,  comme  des  variables 'indé- 
pendantes, sdit  comme  des  variables  liées  entre  elles 
par  les  équations  L  =  o,  M  =  o,  etc.,  on  aura 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  X,  Y,  Z,^  X',  etc.,  soient 
les  dérivées  partielles  de  la  fonction/*,  par  rapporta 
.r,  y^  z^  x\. , ,.  Alors  pour  la  position  d'équilibre  et  scu- 
lenent  pour  celle-là ,  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction  f  {x\y^  2, . . .)  est  un  maximum  ou  Un  mini'  * 
mum ,  si  -  toutefois  cette  fonction  dst  susceptible  d'nn 
maximum  ou  d'un  minimum;  car  pour  toute  autre  pi)ii- 
tioii  du  système,  sa  variation  est  différente  de  .t^io.  Oo 
démontre  que  Téquilibre  est  toujours  stable  quand  le 
maxinium  existe;  cela  veut  dire  que  si  Ton  écai^e  un  peu 
le  corps  de  sa  position  d'équilibre,  il  tend  à  y  revenir  et 
atteint  cette  position  après  un  temps  plus  ou  moins  long- 
Si  le  minimum  a  lieu,  l'équilibre  peut  è^^e  instable,  aii' 
quel  cas  le  corps  un  peu  dérangé  de  sa  position  d'éqixx- 
libre  n'y  revient  ^lus. 

479.  L'expression  -  -    * 

2(X(?x-hY^r  H-Ziz) 
• 
est  une  variatioh  exacte  quand  les  forces  motrices  soj3  *• 
dirigées  vers  des  centres  fixes  et  fonctions  des  distanc^^^ 
de  leurs  points  d'application  aux  centres.  Suppose»^ ^ 
pour  simplifier,  qu'il  n'y  ait  qu'un  seuLcentre  K(a,«&,  ^  /  ^ 
soit  R  (X,  Y,  Z)  rintensité  de  la  force  qiii  agit  au  poin' 
k{x^y^z)  suivant  ÂK;  supposous-la  attractive  et  soi' 
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AK.  =^  r.  On  aura 

r  r  r 

OU  bien 

X^ jr-H  Y^/ -4- Z  (îs  =  — ^^r, 

À  cause  de 

N 

On  trouverait -h  RJr,    si  la    force  était  répulsive.  De    . 
même  en  désignantpar  R'(X',  Y',  Z'),  R''  (X'^  Y'',  Z") ,  etc., 
les  forces  attractives  ou  répulsives  qui  agissent  aux  points 
A',  A'^, . . . ,   situés    aux  distances  r',  r", ...    du   centre 
fixe^  on  aura 

• 

Cette  fonction  est  une  diÛërentielle  exacte,  si,  comme  on 
le  suppose,  R  est  une  fonction  de  r,  R'  u^ib  fonction 
de  r\  etc.  •  - 

480.  Si  les  forces  R,  R',  R^', . . .  supposées  attractives 
oiiî  pour  expressions 


»' 


t.        B'—f*.         DV'_^fi 


//i  '  •  •  •  ' 


0 

^^aiii  un  coefficient  constant,  le  second  membre  sera  la 
'{ï^érentielle  exacte  de 


'"(t.-^t^  +  p^^---) 


*  ^si,  dans  ce  cas",  la  fonction 


I         1         I 

"~    T~  '~~',   "^   ~^      1^  •   •   • 

/•  r        r 


^t 


un  maximum  ou  un  minimum  quand  il  y  a  équilibre. 
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481.  Le  préiliier  membre  de  ^ëq^atioIl  générale  de^ 
vitesses  virtuelles  est  encore  une  différentielle  exacte  ^ 
quand   les   forces    considérées  proviennent  des  actio 
mutuelles  des  points  du  système  et  qu'elles  sont  simpl 
meut  fonctions  des  distances  mutuelles  des  points  qi 
agissent  les  uns  sur  les  autres • 

«  Soit  en  effet  R  la  force  avec  laquelle  deux  poii^  xs 
A  (a:,y,  z)  et  A'  (ocffjr',  ^)  agissent  l'un  sur  Vautre.  tl_,a 
force  qui  tire  A  vers  A'  a  pour  composantes  parallèt^^s 

•     aux  axes 

R— — ^»      R^^ --,      R -, 

r  r  r 

et  les  composantes  de  la  foi*ce  égale  à  R  qui  tire  A'  ver^  A 
sont 


—  R 5      —  R' ,      —  R 


r       ' 


ces  foirces  introduisent  donc  dans  2(Xdx-HYJj^-l-'Zc^2)     j 
un  groupe  de  termes  I 

r  r  F 

ou  — RJr,  à  cause  deTéquation 

« 

11  en  r^ulte  que 

Or  d'après   l'hypothèse  J!'^^''  ^^   ^^^    dîfférenti^^"*'* 

exacte. 

S'il  n'y  avait  que -deux  points  et«qu'ils  fussent  as^^^' 
jettis  a  <lemettrer  a  une  distance  constante  l'une  de  Y^^^' 
trc,  on  aurait  5r=  o  et  zp  Rdr=  o.  Pajr  consojuenc::^^  *^ 
sonmie  des  moments  virtuels  de  deux  forces  ^;Ues  et  c^:^^^' 
traires  agissant  suivant  AA^  est  nulle;  r'esl  le  lem '^■"* 
dont  on  a  fait  usante  au  n*^  416.     . 
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482.  Considérons  encore  un  syslème  de  points  pesants. 

Soient  p,  /7^  /7^.  . .  leurs  poids  et  supposons  ([u'il  n'y  ait 

pas  d'autres  forces  que  la  pesanteur.  Si  nous  prenons 

Vaxe  des 'z. vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de. cette  force, 

Téquâtion  des  moments  virtuels  se  rédtiit  à 

/? ^a -f- /?'^z' H- . . .  =  o  : 
on  a  donc 

Soient  P  la  somme  de  ces  poids  et  r,  le  t  du  centre  de 
;     gravité  du  système,  on  a         *  '     '        • 

pz  -h  p'z^  -^  />"a"-h .  . .  =  Pz^ 
et     .  ' 

^(P?.)  =  o 
ou 

$Zi  =o. 

Ainsi,  dans  la  position  d'équilibre  le  centre  de  gravité 
est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible.  Cest  ce  quoii. 
^^aitdéjà  remarqué  à  propos  de  la  ckainetle. 


FIN    DE    LA    STATIQUE. 
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DYNAMIQUE. 

.    DEUXIÈME  partie; 

« 
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PRINCIPE   DE   DALEMBBKT. 

Démonstration  du  principe  de  d'Alembert.  —  Remarques  sur  ce  princi  -»z)< 
—  Équation  générale  du  Vnouvement  d'un  système.  —  Conséquences  d 
cette  équation. 


DÉMONSTRATIQN    DU    PBINCIPE    DE    d'alEMBSRT. 

483.  Le  mouvement  d'un  système  de  points  assujettis 
à  des  conditions  quelconques  et  soumis  à  des  forces  qaef- 
conques  se  détermine  au  moyen  'd'un  principe  très-gé- 
néral que  rpn  doit  à  d'Âleinbert.  Mais  avant  de  le  dé- 
montrer, nous  allons  rappeler  la  définition  générale  de 
l'équilibre. 

On  dit  que  des  forces  appliquées  à  un  point  ou  à  un  • 
système  de  points  se  font  équilibre,  quand  Tétat  de  celui-  ' 
ci  n'est  nullement  cliangé  par  leur  suppression.  Cette 
définition  ne  suppose  pas  le  système  en  repos.  II  peut 
être  en  mouvement,  et  alors  on  dit  que  les  forces  se  font 
équilibre  quand,  en  \es  ôtant,  on  ne  modifie  pas  le  mou- 
vement du  système. 

•  484.  Considérons  un  système  de  point<s  en  mouîC- 
meni  M,  ]Vl',  M\ .  . .  ^  soient  w,  m',  m", .  . .  leurs  masses 
et  P,  P',  P", . . .  les  forces  qui  les  sollicitent.  Ce;?  point* 
sont  assujettis  à  certaines  conditions,  ordinairemeut  ex- 
primées par  des  équations  entre  leurs  coordonnées. 


Fig.  162. 
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rons  en  particulier  un  de  ies  points,  par  e:stpni> 

pie  le  point  M  qui  est  sot- 
Hcitq  par  la  force  P.  Le 
mouvement  de  ce/pdint 
n'est  pas  le  même  que 
s*'il  était  libre.  Soit  Q  la 
force  qu'il  faudrait  lui 
appliquer,  sMl  était  libre, 
pour  lui  donner  le  mou- 
vement qu'il  a  réelle- 
ment. Les  composantes 
de  la  force  Q  parallèles 


/;/ 


1/F 


d'y 


dt^ 


Ponctions  du  temps  connues  ou  inconnues, 
minées.  Soient  de  même  Q',  Q",  . . .  les  forces 
rait  appliquer  aux  points  M',  M",...,  s'ils 
res,  pour  leur  conserver  le  mouvement .  qu'ils 
e  système.  On  voit  que  si  l'on  substitue  les 
Q'^  Q", . . .  aux  forces  P,  P',  9!', . . . ,  tous  les . 
îndront  l,e  même  mouvement  qu'auparavant, 
3S  mêmes  conditions  analytiques  cessent  d'être 
3ar,  puisque  leur  mouvement  est  le  même  dans 
as,  les  équations  de  conditions  seront  encore 
Ainsi,  au  système  des  points  assujettis  aux 
données  et  sollicités  par  les  forces.  P,  P',  P'^, ...  ; 
substituer  le  système  des  points  assujettis  aux 
nditions  et  sollicités  par   les  forces  Q^*Ç^\ 


îla  posé,  le  système  étant  sollicité  par  les  forces 

. . .,  on  ne  moîitiera  point  son  mouvement,  si 

|ue  respectivement  aux  points  M,  M',,M", . . . 

égales    et    directement    apposées     Q, — -Q, 

... ,  qui   se  font  équilibre  deux  à  deux.  On 
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vieni  de  voir  que,  sahs  qu'on  aï  ta  changer  le$  liaisons  du 
système,  les  forces  Q,  Q\  Q^', . . .  produisent  Icmouvemeiu 
effectif. Doncles forces P,P\P",  . . .,  —Q^—Q'^Qf^.^ 
sel^Di  équilibre,  puisque  le  mouvement  n^est  pas  chau^ 
par  leur  suppression.  On  arrive  donc  ainsi  au  pi*inci^ 
qui  porte  le  nom  de  d^Alembert».  savoir  que  les  forc^^ 
motrices  d'un  système  J ont  à  chaque  instant  équilibrer 
des  forces  égales  et  contraires  aux  forces  qui  prod^^j. 
raient  son  mouvement  effectifs  si  tous  ses  points  det^e- 
noient  libres. 
» 

KEM VECUES    SWH    LE    PRl^ClPE    DE    d\\LEMBERT.      • 

1 

486.  Oi>  peut  présenter  le  principe  de  d' Alemberl  sons 
une  autix:^  forme,  utile  dan»quelques  cas*  Décomposous la 

force  P  appliquée  au  point  M  en 
deux,  doiA  Fune  soit  la  force 
désignée  par  Q ,  et  l'autre  une 
force  que  nous  appellerons  It< 
Nommons  de  même  Q',  R',  Q'» 
R'',  ...  les  composantes  ana- 
logues des  autres  forces  P',  Vy 
On  peut  remplacer  lés  forces  P,  P',  P',  —  par  les  fore 

Q»  R,  Q',  R* Mais  alors  on  voit  que  les  fon 

R,  R',  R', doivent  se  faire  équilibre,  puisque 

composantes  Q,  Q',  Q'',  . . .  donnenjt  le  même  ma 
ment  que  les  forces  P,  P',  P"', ....  Ces  forces  sont 
Tes  forces  perdues.  Quant  aux  composantes  Q,  Q',C 
im  pourrait  les  appeler ^brce5  effectives,  puisqu'ell 
sur  le  système  le  même  efl'et  que  les  forces  'w 
P,  P',  P% ....  On  peut  donc  dire  qu'à  chaque  ins 
forces  perdues  se  font  équilibre. 

Cet  énoncé  revient  au  précéilent;  car  chaque 
est  la  résultante  des  forces  P  et  — Q.  Dire  que 
R  se  font  équilibre,  rt^vîem  donc  à  dire  que  leu 
santés  P,  — Q,  P'.  —  Q',  ...  se  font  ét|uilibn 
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^7.  U  est  bon  d'observer  qu'on  pourrait  remplacer 

d^Qoe  infinité  de  manières  les  forces  données  par  d'autres 

susceptibles  d'imprimer  le  même  mouvement  au  système, 

non  plus  libre,  mais  assujetti  aux  conditions  données. 

En  eflTet,  supposons  que  des  forces   R,  R',  R'', . .  •   se 

fassent  équilibre.  On  pourra  décomposer  cbaque  force  P 

en  deux  forces  R  et  Q.  Comme  les  forces  R  se  détruisent, 

il  ne  restera  que  les  forces  Q  qui  produiront  le  même 

mouvement  que  les  forces  P.  Il  en  résulte  que  le  système 

P,  P',  P'', . . .  et  celui  des  forces  _  Q,  —  Q',  —  Q^,. . ., 

égales  et  opposées  aux  forces  Q  définies  en  dernier  lieu,  se 

font  équilibre.  Mais  cette  conséquence  est  peu  utile  dans 

les  applications,  parce  qu^on  n'a  pas  l'expression  ana  • 

lyiîque  des  nouvelles  forces. 

ÉQUATION    GÉNÉRALE    DU    MOUVEMENT    d'uN    SYSTÈME. 

488.  En  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  toutes  les 
gestions  de  mouvement  se  trouventramenéesàdes  ques- 
^ons  d'équilibre.  Voici  comment  on  s'en  servira  pour 
obtenir  les  équations  du  mouvement  d'un  système  dans 
lequel  les  points  sont  assujettis  n  certaines  conditions. 

Soient 

(l)  L=30,      M=:o,      N=o,..., 

^  équations  de  condition,  exprimant  les  liaisons  du  sys- 
tème. Ces  équations  contiendront  en  général,  outre  les 
Coordonnées  des  différents  points,  le  temps  f ,  de  sorte  que 
1^  conditions  peuvent  varier  avec  le  temps. 

SoitP  la  force  appliquée  au  point  M,  dont  la  masse  est 
^'  Nommons  X,  Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à  trois 
*xes  rectangulaires^  celles  de  la  force  que  nous  avons  ap- 
pelée —  Q  sont  égales  à 

d*x  d}Y  ^  ^ 

dl^  di'  dt^ 


»T 
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Les  deux  forces  P  ei  —  Q  peuvent  donc  être  remplacée! 
par  trois  forces  parallèles  aux  axes  et  qui  ont  pour  ex 
pression 


m 


dt^ 


Y        „,  '^^ 
do 


d}  z 

Z  ™» 

—  m  — — 
dO 


On  aura  des  expressions  analogues  pour  les  autres  points 
M',  M'^ ....  Comme  les  forces  P,  —  Q,  P',  —  Q', . ..,  se 
font  équilibre,  il  faut  que  la  somme  de  leurs  moments 
virtuels  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

(x-„if),,.(Y_„:g)...(z-»^).. 

-h  (X'— w'—^  )^jr'-f- ...  =o, 
ou,  par'iîne  notation  plus  abrégée. 


=  0. 


Cette  équation  est  vérifiée  à  chaque  instant.  Ainsi  à  uii^ 
époque  quelconque  le  premier  membre  est  nul,  en  ayan  ^ 
égard  aux  équations  (i),  et  àx^  ày^  dz^  dx^j  àj'^-^  -^ 
représentant  les  variations  qui  résultent  de  ces  équa  ^^ 
tions  pour  les  coordonnées  des  divers  points  du  systèmes  ^ 
Il  ne  faut  pas  confondre  ces  variations,  qui  sont  les  pro 
jections  sur  les  axes  des  déplacements  virtuels  des  poinl 
du  système,  avec  les  difierenti elles  dx^  dy^  dz^  dx\ .  •     ^ 
qui  sont  les  accroissements  infiniment  petits  des  coo^^^ 
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les  dans  le  mouvemeot  efieclif  et  pendam  Vintèrvalle 
ftp»  dt. 

CÛVSÉQUBIÎCES    DE    l'ÉQUÀTIOH    oéMÉRALE. 

L  Voyons  maintenant  comment  nu  moyen  de  la  re- 


(2-«^.)«, 


itiendra,  dans  chaque  vas,  les  équations  du  meuve*- 
.  Les  condhions 

L  =  o,     M^o,     N  =  o,...9 

U  être  satisfaites  par  le  système  dans  sa  position  ac- 
î  et  dans  celle  qui  correspond  à  un  déplacement 
onque,  il  faudra  difTérentier  les  équations  (a)  par 
)rt  à  X, Y^  ZyX\. .  .y  sans  faire  varier  le  temps.  On 
ainsi  entre  les  variations  <îx,  dy^  dz^  dx\» . . ,  les 
ations  suivantes  : 

dh  ^         dh  ^         dh  .         dL  .   , 
dx  dy  dz  dx 

d^L  ^  €/M  ^         d}A  ^         ^^  ^   f 

dx  dy  dz  dx 

dx  dy  dz  dx' 


m 

)st  le  nombre  des  points,  du  système,  il  y  amra.donc 
'i  vf^riq;iions  arbitraires  et  /  var^tions  fonctions  4^ 
i-|à  déterminées  par  les /équations  précédentes.  On 
ra  les  valeurs  de  ces  i  variations  dans  TéqUatiou  (i)^ 
liant  à  o  les  coefficients  des3:9  —  ^  vari^Aions  res* 
s,, on  aura  3/i  —  i  équations  diffîrentielles  entre  It 
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temps,  les  forces  et  les  coordonnées  des  points  du  système 
En  y  joignant  les  i  relations  (a),  on  aura  in  équatio: 
pour  déterminer  les  3  n  variables  x,  y,  Zy  x\y'^  js',  . . . 
en  fonction  du  temps  t.  Il  restera  à  intégrer  ces  équatio 
pour  connaître  la  position  de  chaque  point  du  systèncri^e 
k  une  époque  quelconque  du  mouvement. 

490.  On  peut,  comme  on  Fa  fait  dans  une  autre  occ^  ^. 
sion  (480),  employer  la  méthode  des  multiplicateurs.  ^Sn 
multipliant  les  équations  (3)  par  des  coefficients  indét^^r- 
minés  %,  jix,  v,  .  •  .^  les  ajoutant  avec  Téquation  (i),  p^vjîs 
égalant  à  o  les  coefScients  des  in  variations,  on  a  les 
3/1  équations  suivantes  : 


(4) 


m 

d'x 
dt' 

=:X-4-> 

dx 

+ 

dM 

^  dx 

4-^ 

dx 

"T"  t  .  .  j 

m 

dy 
dt' 

=  Y-4-X 

dh 

dx 

4- 

dM 

4-1 

« 

'd:r 

4-..,, 

m 

d'z 
dt^ 

=  Z-f-> 

dh 
dz 

4- 

dU 

^  dz 

4-» 

dz 

4"  •  •  .  f 

m 

•   • 

,iPx^ 
dV 

•    •    •    « 

=  X'-|-> 

dh 

dx' 

■    •    •    • 

•    • 

dM 
^  dx' 

■4- 

•    • 

d^ 

'dx' 

.    .    •    • 

'n~  •  •  •  > 

L'élimination  des  i  indéterminées  A,  fx,  v, . . .  entre  ces 
équations  donnera  3n  —  i  équations  :  en  y  joignant  I^^ 
/équations  (a),  on  aura  3  n  équations  pour  détermine^ 
les  valeurs  des  3  n  coordonnées  x,  j",  z^  x\ ...  en  fonc^ 
tion  du  temps. 

491 .  Les  facteurs  A,  fx,  v, . . .    représentent  les  forcée 
perdues  et  font  connaître  les  tensions  et  pressions  qu  ^ 
s'exercent  dans  les  liens  physiques  du  système.  Pour  1*^ 
bien  comprendre,  décomposons,  comme  nous  l'avons  fai  ^^ 
plus  haut  (486),  la  force  P  dans  les  deux  forces  —  Q  et  B  -^ 
et  opérons  la  même  décomposition  pour  les  forces  P',  F'',  •  •    ^ 
On  sait  que  ti  l'on  supprime  les  forces  R,  R', H'^,..*    ^ 
chaque  point  conservera  encore  son  mouvement.  On  sai*^  -^ 
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le  plus,  que  sous  l'action  des  forces  Q,  Q',  Q"^ .  • .  chaque 
point  aurait  encore  le  même  mouvement,  quand  bien 
Qième  il  deviendrait  entièrement  libre  ^  de  sorte  que  les 
points  assujettis  aux  liaisons  données  se  meuvent  alors 
tans  exercer  aucune  action  les  uns  sur  les  autres,  et  par 
conséquent  les  liens  physiques  du  système  n'éprouvent  ni 
lensions  ni  pressions  lorsqu'on  a  supprimé  les  compo- 
Motes  R,  R^, .... 

Si  Ton  rétablit  ces^composantes,  elles  se  font  équilibre 
k  Paide  des  liaisons  du  système,  et  le  mouvement  demeure 
le  même.  On  voit  donc  que  ces  dernières  forces  produisent 
seules  les  tensions  et  pressions  dans  les  liens  du  système. 
Par  conséquent,  lorsqu'on  connaîtra  R,  R',  R'^ .  • . ,  on 
pourra  déterminer  les  actions  que  les  liaisons  produisent 
sur  les  points  du  système,  et  par  suite  les  tensions  et  pres- 
sions que  les  liens  éprouvent,  comme  on  l'a  vu,  dans  un 
système  de  points  assujettis  à  des  conditions  quelconques 
et  soumis  à  des  forces  données  qui  se  font  équilibre. 

482.  On  a  d'ailleurs  les  expressions  des  forces  perdues 
*^)  H',  R'^,. ...  1  «es  composantes  de  R,  parallèles  aux  axes, 
sont 

Y  —  m  —pr  9 
dt^ 

Celles  de  R'  sont 

X'  — w'  -— -, 

dt^ 

d}z' 

Zi  t 

—  m  -— -  » 

de 
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initiale  étant  nulle. 


e 

mu  =  I      Vde. 


Au  delà  du  temps  3,  la  force  P  cesse  d'agir,  et  par  c( 
quent  le  mobile  conserve  sa  vitesse  acquise  u.  Mais  i 
la  quantité  de  mouvement  muy  possédée  par  le  corj 

égale  à    1     Vdt,  peut  avoir  et  aura  une  valeur  ( 

pourvu  que  Tintensité  de  la  force  P  soit  très-grande 
dant  la  durée  très -petite  de  0. 

•494.  Quand  la  direction  de  la  force  P  est  var: 
pendant  le  temps  0,  on  a  les  trois  équations 


X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  la  force  motrice  à  cli 
instant.  On  aura  au  bout  du  temps  0  : 

dx        C^      . 
^^       Jo 

m^=  f    Ydt, 
d^       Jo 


Si  Ton  assimile  la  quantité  de  mouvement  mu  à  une 

djt 


.         .  dx 

dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  'w  —  >   " 


m  -7-  seront  les  composantes  de  cette  force  fictive. 

pourquoi  on  les  ^pelle  les  composantes  de  la  qua 
dç  mouvement.  Les  équations  précédentes  donnen 
expressions  de  ces  composantes  en  fonction  des  cor 
santés  de  la  percussion. 
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TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

EXTENSION  ET  APPLICATIONS  DU   PEINCIPE  DE  o'ALBIIBERT. 

>^es  forées  instantaiiées  ou  percussions.  —  Eziension  du  principe  de 
^'Alembert  aux  forces  instantanées.  —  Manière  d'appliquer  ce  prin- 

« 

«ipo.  —.  WctsiYemont  de  deux,  points  matériels  unis  par  un  fll  et  reposant 
Hur  deux  plans  inclinés.  —  Autre  manière  de  traiter  ce  problème.  — 
^a»  où  il  y  a  des  percussions. 


DES    FOf^CES    IM^TAMTAMÉES. 

493.    L'observation  montre  qu'il  n'y  a  pas  de  force 

^^pable  de  produire,  dans  un  instant  indivisible,  un  chan-* 

^^n^cnt  fini,  soit  en  grandeur,  soit  eu  direction,  dans  la 

^^^esse  d'un  corps  quelconque.  Mais  il  existe  des  forces 

?^*on  appelle  instantanées  et  qu'on  désigne  aussi  sous  le 

^^ïïi  de  percussions  ou  impulsions  qui,   agissant  avec 

^'^e  très-grande  intensité,  pendant  un  temps  extrême- 

'^^Ht  court  et  presque  toujours  inappréciable,  commu- 

^^^uent  à  un  corps,  dans  cet  intervalle  de  temps,  une 

^^  tesse  finie  qui  peut  même  être  considérable. 

Supposons  un  corps  ou  point  matériel  sollicité  par  une 
Pareille  force  P  suivant  une  droite  Ox.  L'équation  de 
^^ii  mouvement  est 

^*^  étant  la  masse  de  ce  corps.  Si  l'on  intègre  cette  équa^ 
^^i>n  à  partir  de  <  =  o  jusqu^à  f=9,  0  étant  un  intervalle 
^^  temps  très-petit,  comme  une  fraction  de  seconde,  on  a, 
'^V  n  esl  la  vilessc  du  corps  au  bout  du  temps  0,  la  vitesse 
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regardant  âx,  dj^,  . .,  comme  oes  conslarites,  intégrons 
par  rapport  à  f,  enldre  les  limite»  /^  et  t^-^Q,  Qa  aura 


il 

(X 


h-^e 


dxo,  dx  \ 


„  (iXq  ax  \  - 

JKdt  -^  m m  --']  G, 

dt  dt  1 


'''^\..    .         dXo  rfy\ 


,4,  2U      •    T*.„°i-„2),,  =. 


(X 


dt  de  )         j 


les  lettres  affectées  de  l'indice  o  désignant  les  valeurs  re» 
lalives  à  répoque  tay^t  les  lettres  san»  in4ice  les  valeurs 
irdttàves  à  l'époque  h-hO. 

VayoQS;  inaînt^eaam  ce  qu^  siguifiç  ce|to  équ^tiop.  La 
(oFO^  P  dont  le»  composao^s  X,  Y,  ^sont  appliquées 
peadanl  le  temps  0  à  la  masse  m^  comomniqi^r^it  au  p<Hi)t 
matériel,  s'il  était  libre,  une  quantité  de  mouvement /i)U) 

dont  les  composantes  sont  (494)   j  ILdt^    kYdt^   j  Zdf- 

T  dx        dy         dz  y  j  1 

Les  termes  ^^-j-^  ^n—^  m--  sont  les  composantes  de  la 

quantité  de  mouvement  nw  que  le  point  ni  possède  a« 
bout  du  temps  /©  -4-  5.  De  même  la  vitesse  étant  i^o  poui 
t  =  Tq^  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvemenl  ms^i 

de  la  masse  m  h  l'époque  t^  sont  m  — %   m  —^•>   'n-^'  S^ 

l'on  convient  de  considérer  les  quantités  de  mouvement 
comme  des  forces,  on  voit  que  l'équation  (4)  exprima 
qu'il  y  a  équilibre  entre  les  quantités  de  mouuemef^ 
que  les  percussions  communiqueraient  aux  dijfferef^^ 
points  s'ils  étaient  libres,  les  quçintités  de  mouv^emôi 
quils  possèdent  au  moment  ou  les  percussions  co^^ 
mencent  à  agir  et  celles  quils  ont  après  leur  action^  ^ 
dernières  étant  prises  en  sens  contraire.  Cet  éno0^ 
suppose  toillefois  qju'on  néglige;  pendant  le  temps  6 
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forées  ordinaires ,  telles  que  la  pesanteur,  qui  n-'ont  pas 
nne  intensité  très-grande. 

497.  Uéquation  (4)   se  simplifie  lorsque  le  systèboie 

tiJT  d/^  fl9—  n/lP 

>art  du  repos.  Alors  m  -r^»  m -4-'»   m -^  i  m' -/»•••» 
^  dt  dt  dt  dt 

lisparaissent,  et  Ton  peut  dire  quV/  y  a  équiliBre  entre 

es  quantités  de  mouvement  que  les  forces  donneraient 

lux  dii>ers  points  du  système  s^ils  étaieftt  libres  et  celles 

]ui  ont  lieu  effectii^ement,  et  av^ec  lesquelles  ce  système 

commence  à  se  mouvoir,  au  bout  du  temps  d,  ces  der- 

nières  étant  prises  en  sens  Contraire. 

MARCHE    À    SUIVRE    POUR    APPLIQUER     LE    PRINCIPE    DE 
d'âLEMBÊRT    dans    le    cas    des    PERCUSSIONS. 

498.  Pour  appliquer  le  principe  de  d'Alembert,  étendu 
^U  cas  des  percussions,  il  faut  suivre  Ta  marche  indiquée 
âtt  â«  4^.  Des  éqùationè 

dh  ^         dh  ^         dL  ^ 

--J- ^x  H- •— -  (îj^ -f- -T- ^3  4- .  .  .  =  o, 
dx  dy  dz 

'^  ^  ^M  ,  r/M  ^  dVi  ^ 


*    peut  déduire  les  valeurs  de  i  variations  et  les  porler 
^s  Téquation 

-h  (     I  Idt  -^  m  --     —  /yi  -7-  1  ^  3 


dt  dt  1 


^tiis  on  égalera  à  o  les  coefficients  des  Zn  —  i  variations 


•   •  • 
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restantes.  Mais  il  vaut  mieux  employer  la  méthode 
multiplicateurs.  On  a,  par  ce  dernier  procédé,  en  aj: 
lant  X,  jiA,  V, . . .  y  2  coefficients  indéterminés,  les  3  née 
lions  suivantes  : 

€ix  dx^        r__  .        .  d'L  dM 

(3)     {       df  dy,         Tv^^^i^L^      "^^ 

f.       di  àt       J  dy  dy 

Dans  celles-ci    iHdt^    j  Ydty    j  Zdt  sont  les  ce 

posantes  de  la  quantité  de  mouvement  que  la  force  P 
capable  de  communiquer  dans  le  temps  9  au  point 
laquelle  est  connue  par  Texpérience.  On  remplacera 

même   1  X.'dtj    j  Y' dt^    j  Z'rf^,. . .,  par  leurs  valeu 

On  a  ensuite  3  /}  —  i  équations  provenant  de  rélimii 
tion  de  X,  fA,  v, . .  .^  entre  les  3  n  équations  précédentes 
D'un  autre   côté,  si  Fou  différentie  par  rapport 
temps  les  équations  de  condition,  on  aura  i  équatioi 
telles  que 

dh       dh  dx       dh  djr       d'L  dz        dh  d£  __ 

dt       .dx    dt        dy  dt         dz  di        dx'    de        '  '  ' 

d'où  Ton  lire  i  équations,  telles  que 

dL  (dx       dx^\         dL  (dy       dyA  

dx  \dF~'di)  "^^  \di~lû)'^ ""' 

1  1  r  '  dli      dJa 

en  regardant  comme  constantes  les  fonctions  —  >  -7-5 

qui  ne  varient  pas  sensiblement  pendant  la  très-coi 
durée  de  la  percussion.  On  a  donc  en  tout  3/^  équati 

.         ,      ,,      ,  dx     dy    dz     dx' 

pour  détermmer  les  on  inconnues  -7-9  -7-'  t'  t'  • 
^  dt     de    de     de 

c'eslrà-dire  les  composantes  de  la  vitesse  de  chaque  po 
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SNT    DE    DEUX   CORPS    LIÉS    PAR    UN     FIL    ET    PLACÉS 
SUR    DEUX    PLANS    INCLINÉS. 

Deux  corps  pesants  m  et  m' dont  les  masses  sont 
sont  placés  sur  deux  plans  inclinés  ÂG,  A'C^, 

et  unis  par  un  fil  passant 
sur  une  poulie  située  au 
sommet  des  deux  plans. 
Les  deux  parties  du  fil  sont 
respectivement, parallèles  à 
ces  deux  plans  et  passent 
par  les  centres  de  gravité 
:  corps.  Quelle  est  la  loi  du  mouvement  de  cet 
ge? 

ut  supposer  que  chacune  des  masses  soit  réunie  à 
re  de  gravité.  Soient  Cm  =  x,  Cw'  =  x';  nom- 
et  a'  les  angles  CAA',  CA'A,  et  /  la  longueur 
ifil. 

égligeant  les  frottements,  la  force  motrice  du 
,  dans  la  direction  de  son  mouvement ,  est 
,  et  celle  qui  donnerait  à  ce  point  supposé  libre 

ement  qu'il  a  réellement  est  m  -t^-  D'après  le 
de  d' Alembert,  la  force  ms  Ana-^m  -—-  doit 

lilibre  à  la  force  analogue  m'gfsina' — ^  ^'TT^ 

il  appliquée  au  point  m!  et  tirerait  ce  dernier  en 
srse.  On  a  donc 

éliminer  x*  au  moyen  de  la  relation 

X  -h  j:'  =  /; 
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on  en  tire  d'abord 

dx'  dx 

Ht  lu' 

Ainsi  à  «kaque  inistant  les  vitesses  des  deux  points  sont 
égales  et  de  sens  contraires,  ce  qui  était  bien  évident  ï 
priori.  Il  €»n  résulte  aussi 

d^x'  __       d^x 
'dF  ■"*        di"  ' 

d*où  Ton  conclut,  en  substituant  dans  Téquation  (i), 
.  d^x (  m  sin  a  —  /w'  sîn  a'  ) 

Sans  aller  plus  loin,  on  voit  que  la  force  accélératrice  du 
point  m  étant  constante,  son  mouvement  est  uniformé- 
ment accéléré.  D^ailleurs  on  déduit  de  cette  équation, 
par  deux  intégrations  successives, 

,  - ,  dx  (  m  sin  a  —  m'  sin  ot!  ) 

(3)  .o«-  =  ^ ~-^, U^c, 


, ,.  fi"  (  /7t  sin  a  —  m'  sin  a')  f 

^^'  nir^  m'  2 


les  constantes  c  et  c'  étant  les  valeurs,  de  »^  et  de  JC  rela' 
tives  à  la  position  initiale  du  mobile  m. 
Si  Ton  avait 


m  sin  a  =  m'  sina% 


on  aurait 

el  le  mouvement  serait  udiforme^Si  eu  outre  on  avait 
c  =  o,  on  aurait  vf  =  oeiX'=c'.  Ainsi  le  corps  resterait 
en  repos,  ce  qui  Si'açcorde  bien,4veç  les  çQi\dltioBS  ,cp<i' 
nues  de  l'équilibre  de  deux  corps  placés  comme  dans 
l'exemple  actuel. 
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riE   M4IÎIÈRE    DE    TRAITER    LE    PROBLEME    PRÉCÉDENT. 

^.  On  peat  dans  cet  exemple  particulier  se  dispenser 
ployer  le  principe  de  d^Alembert,  en  introduisant -ia 

on  T.  On  a 

* 

m  —7—  =  /w  1'  sin  a  —  T, 

m'  -T—  =  m' g  sin  a'  —  T, 
.      dt^  *' 


en  éliminant  la  tension  T, 


m 


(<r"n«-^)=«.'(ffsin«'-^) 


avoir  la  tension  T,  on  tirera  de  cette  é^ation,  en 


plaçant  — r—  par 

^    •  do    *  dt 


2  ' 


d^x       ^  (m  sin  a  —  w'sina') 
\   dt^  M  H-  /// 

ortant  cette  valeur  dans  Téquation  (1), 

g^/«/ii'(sina -f-sina') 
T  = • 

m  -f-  m 

i  la  tension  du  fil  est  constante  pendant  toute  la  durée 
louvement. 

^1.  Dans  la  détermination  précédente,  nous  n^avons 
(ait  usà^e  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 'On 
e  au  même  résultat  en  l'employant.  Gomme  les  deux 

!S 
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se  font  équilibre,  on  aura,  en  vertu  de  ce  principe, 

g'  sin a  —  —  j  Bx  -t-  m'  (g sin a'  —  -^  j  9x  = 

mais  d'ailleurs,  à  cause  de  a:  +  x'  =  /,  on  a 

(6)  J  X -f- ^x*  =  o. 

9x 
Eliminant  le  rapport  j-^  entre  ces  deux  équations,  omh 

comme  plus  haut 


m 


(ff»"— ^)-'»'(ff«n«'-^)=o. 


Si  Ton  employait  la  méthode  des  multiplicateurs  pour 
cette  élimination,  il  serait  bien  facile  de  montrer  qae  k 
coefficient  X  que  Ton  emploierait  n'est  autre  que  la  ten- 
sion T  du  fil.  En  effet,  multipliant  Téquation  (6)  par  — ^ 
et  ajoutant  à  Téquation  (5),  on  aura 

4-  UiM  g  sin  a'  —  --—S  —  X  Ux'  =  o, 

et,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  ix  et 
de  dx'y 


Ces  équations  ne  diSèrent  des  équations  (i)  et  y] 
qu'en  ce  que  T  est  remplacé  par  X.  Ainsi  X  est  biei>  '^ 
tension  désignée  plus  haut  (500)  par  T. 

502.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne 
la  théorie  complète  de  la  machine  d'Atwood,  en  posant 
a  =  a'=  go^,  ce  qui  réduit  les  formules  (3)  et  (4)  ^^ 
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O,  ei  (4)  du  n°  ^M),  aux  suivantes  : 

g  (m  —  /w'^ 
m  -^  m 

m  4-  /w      1  y 


^_    2g'//l/W 


^  • 


m  ^-  m 


CAS    ou    IL    Y    A    DES    PEaCi:SSIONS. 


(3.  Nous  avons  supposé  que  l'on  connaissait  les  vi- 
!S  initiales  des  deux  masses.  Concevons  maintenant 
celles-ci  soient  raisc^s  en  mouvement  par  des  percus- 
s  et  déterminons,  dans  cette  hypothèse,  leurs  vitesses 
iales.  Soient  a  et  a'  les  «vitesses  que  ces  percussions 
rimeraient  aux  masses  m  et  m ^  si  chacune  d^elles  était 
%  et  désignons  par  c  la  vitesse  effective  du  point  m 
!s  la  percussion.  La  vitesse  initiale  du  point  m'  sera 
;  car,  à  cause  de  a:  -h  a:'  =  /,  on  a 

dx'  dx 

après  le  principe  de  d'Alembert  étendu  aux  quantités 
louvement  finies,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les 
itités  de  mouvement  que  les  percussions  communi- 
aient aux  deux  points  sMIs  étaient  libres  et  celles 
lesquelles  ils  commenceraient  à  se  mouvoir,  ces 
ières  étant  prises  en  sens  contraire.  On  aura  don^ 

m  [a  —  r)  =  »t'(û'-t-r), 


ma  —  m'fl' 

Crzz  --. 

m  -^  m 


II.  8 
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TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 


SUITE  DES  APPLICATIONS  DU   PRINCIPE   DE  D  ALBMBEBT. 

Mouvement  de  plusieurs  corps  liés  par  des  cordons.  —  Autî«^Wutioii. 
—  Mouvement  d'une  chaîne  sur  deux  plans  inclinés.  —  Mouvement  de 
deux  points  dont  la  distance  est  invariable  et  assujettis  à  demeurer  sur 
deux  courlijb  données. 


MOUVEMENT    DE    CORPS    LIÉS    PAR    DES    CORDONS. 

504.  Proposon&-nous  de  trouver  la  loi  du  mouvement 
Fig   ,55  d'un    système    de    corps 

dont  les  masses  sont  m^ 
m\  m^,  et  qui,  liés  entre 


TTU 


tnf 


^W    ^ 


B 


0 


eux  par  des   fils  ou 
cordons,  sont  mobiles  sur 
un  plan  horizontal.  Nous 
supposerons  que  la  force 

motrice  est  le  poids  d'un  corps  doui  la  masse  est  fx  et  qui 

tire  le  dernier  cordon. 

A  un  instant  quelconque,  tous  les  points  du  systèin^ 

dp  dp  dp       ^ 

ont  une  même  vitesse  v.  Donc  m  —  >  m'  —  >  m"  —  »  fx  -J* 

dt  dt  lit     ^  ^^ 

représentent  les  forces  qui  seraient  capables  de  donner  ^ 

ces  masses,  si  elles  étaient  libres,  leur  mouvement  efi<^' 

tif.  D'ailleurs  ^Lg  est  la  force  motrice  du  système,   ^^ 

cette  force  doit  faire  équilibre  aux  précédentes  prises  ^^ 

sens  contraire.  L'équation  du  mouvement  est  donc 

dp  dp  dp  ^  dv 

^^        ^iU  dt  di  dt  ^ 
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OU  plus  simplement 

dv  _^  lt.g 


di        M  ' 


en  posant 

•  pi  -I-  m  -h  /w'  H-  m"  =  M. 

Ainsi  le  mouvement  est  uniformément  accéléré,  et  la 
force  aç^lératrice  est  à  g^  comme  la  masse  /x  du  poids 
iiioteue^M^à  celle  de  tout  le  système. 

^05.    Si  Ton  voulait  tenir  compte  du  frottement,  il 

faudrait  supposer  appliquée  à  chaque  masse  .#ne  force 

.qui  lui   fût  proportionnelle  et  dirigée  en  sens  contraire 

du  mouvement.  Le  mouvement  serait  encore  uniforme* 

ment  accéléré. 

AUTRE    SOLUTION. 

306.  On  peut  encore  résoudre  ce  problème  sans  faire 
usage  du  .principe  de  d'Alembert.  Soient  T,  T',  T'  les 
tensions  des  trois  fils.  La  tension  T',  par  exemple,  est 
égale  à  Tune  quelconque  des  deux  forces  égales  et  con- 
traires qu'il  faudrait  appliquer  aux  points  m'  et  nJ'  pour 
'remplacer  le  fil  qui  les  unit,  s'il  venait  à  être  supprimé. 
Or.  on  a  évidemment 


Kn 


dv 

/w  --  — 
dt 

T, 

/w'  —  — 
dt 

r- 

T, 

m"  —  — 
dt 

•  T"  — 

T', 

dp 
^dt^ 

f*5^~ 

T. 

(5S  équations, 

on  . 

dp  _ 
dt' 

M 
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II  est  ensuite  facile  d^ obtenir  les  valeurs  des  tensions 
On  a 

M 


r --=  [m  -f-  w'iTT' 

IVI 


M 


0 


On  voit  donc  qu'on  a 

^  T<r<r, 

et  cela  doit  être,  car  la  tension  T'^  met  en  mouvemerit 
trois  masses,  tandis  que  T'  n'en  fait  mouvoir  que  deux 
et  T  qu'une  seule. 

Dans  ce  qui  précède  on  a  négligé  la  masse  des  cordons. 
Si  l'on  en  tenait  compte,  la  tension  serait  variable  dans 
l'étendue  d'un  même  cordon. 

MOUVEMENT    d'uKE    CHAINE    SUR    DEUX    PLANS    INCLINÉS- 

507.  Soit  BCB'  une  chaîne  pesante  homogène  qn* 
repose  sur  deux  plans  inclinés  disposés  comme  dans  1^ 
fig,  i54,  p.  109,  et  faisant  avec  l'horizon  des  angl^^ 
CAA'  =  a,  CA'  A  =«'.  Soient  /^la  longueur  de  la  chaîne , 
p  la  masse  de  l'unité  de  longueur.  Posons  x  =  BC  ^ 
x'  =-  B'C,  en  sorte  que  l'on  ait 

I  )  jc  -f-  y  =  /. 

Considérons  une  molécule  fx  prise  sur  la  portion  CB.  L»^* 
forces  qui  la  sollicitent  sont  la  force  motrice  [kg  sina,  ^^ 

la  force  effective  a -—i-«  Toutes  les  forces  motrices    d^* 

molécules  de  la  partie  CB  et  leurs  forces  effectives  pri  ses 
en  sens  contraire  se  composent  en  une  seule 


g  sin  ff 


d\T\ 
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en  ' 


même  la  diil'érence  enire  les  forces  eliecliv«s  et  les 
s  motrices  de  la  partie  CB'  sera 


p*(^^sma-  — j 


ura  donc,  d'après  le  principe  de  d'Alembert, 

/  d'x\  l  d'x'\ 

x^^sina-— j=x'(^gsina'--^j, 

,  en  éliminant  x'  à  Taide  de  Téquation  x  -f-  x'  =  /, 

d^x          (sina -h  sina')  , 

-^-ë  -i ^  +  ^&ina  =0. 

est  Téquation  du  mouvement. 

8.  Pour  îniégrer  cette  équation,'  posons,  afin  de 
lifier, 

^1  sina  -4-  sina') 


=«', 


g  siii  a' /  sin  ol' 

n^  sin  a  -*~  sin  a!  ' 


ation  (3)  devient 


d 
~dt 


'  .r  /  /  siu  a         \ 

—  —  n"  [x : : ;  1=0, 

it^  \         sma-|-5ina'/ 


t;n 

d^y 
'dF'^"' 


—  ny=o, 


»sant 


/  sin  a' 


sm  a  -H  sin  a 


rrD^y- 
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L*éqaation  (5)  a  pour  intégrale 

on  aura  donc 

/   X  /  sin  a'  *     .      «.      . 

^  "  SID  a  H-  Sin  x' 

A  et  B  étant  deux  constantes.  Pour  les  déterminer,   ^^ 
peut  supposer  connues  la  position  et  la  viteÉM^niû^^ 

du  point  B.  Si  pour  f  =  o  on  a  CB  =  Xo  et  —  =  l'i,  ^^ 

aura 

/  sÎD  a'  ^ 

*•=  -: — .  -   ,  -h  A  -h  B, 

sin  a  -h  sm  a 

p,  =  n  (A  —  B). 

Au  bout  d'un  certain  temps  facile  à  déterminer,  touu 
la  chaîne  se  trouve  sur  le  même  plan.  Le  mouveme^ 
change  alors  de  nature  et  devient  uniformément  accéléra 

509.  La  condition  nécessaire  et  suflSsante  pour  que 
chaîne  reste  en  repos  est  que  Ton  ait 

A  =  o,     B  =  o. 

En  effet,  en  remontant  à  la  valeur  de  v  ou  de   -r-» 
reconnaît  que  Ton  doit  avoir 

A<?"'—  Bc""'=r  o, 

quel  que  soit  ^,  ou,  en  multipliant  par  e""', 

Ac""=B. 

Or  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  tou 
valeurs  de  f,  à  moins  que  l'on  n'ait  en  même  temps 
B  :;=  o.  Dans  ce  cas  on  a 

^^  /  sm  a 

X  =  CB  =  -: : ;, 


.r'=:CB'=-7 


Sîn  a  -4-  sm  a 
/  sin  a 


sm  a  -i-  sin  aï 
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't  par  conséquent 

GB        sina' 


CB'       siïia 

Cette  équation  exprime  que  la  droite  BB'  est  horizontale, 
ce  que  Ton  pouvait  prévoir. 

510.  On  peut  encore  trouver  Téquation  de  ce-mouve- 
merit  en  s' appuyant  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Ain  sîflUbrces 

par^^sma-— j,        fx  l^gsma  -  "^  j  » 

étant  respectivement  appliquées  aux  points  6  et  B'  dans 
la  direction  du  mouvement  que  ces  points  peuvent  pren- 
Si*e,  il  faut,  pour  Téquilibre,  que  Ton  ait 

P-a:(g^sma  — —  j  ^^-4- px' I  g'sm  a' — -^  j  Jx  ==  o. 

^'«^illeurs  dx'-=  —  âx,  puisque  x-hx'  =^  l.  Substituant 
àx  à  dx'^  on  arrive  à  Féquation  précédemment  obtenue. 

■'Mouvement   de  deux   points  assujettis  a   demeurer 
Sur  deux  courbes   données  et  dont   la  distance 

I 

^st  invariable. 

I 

^11.    Voici  un  problème  propre  à  bien   faire  c6m- 

*^^ixdre  Tusage  des  fonctions  X,  |ji,  v,...,  introduites 

^^^s  les  équations  du  mouvement  pour  opérer  une  éli- 

^^^ation. 

^Voient  m  et  m'  deux  points  matériels  sollicités  par 

Fig.  i56.  deux  forces  P  et  P',  constantes 

ou  variables.  Ces  deux  points 
sont  assujettis  à  rester  à  une 
distance  constante  mm'  =  l  l'un 
de  Tautre  et  à  demeurer  sépa- 
rément sur  deux  courbes  don- 
^^s  m  A  eim'  k'.  On  suppose,  pour  plus  de  simplicité, 
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les  forces  et  les  courbes  comprises  dans  un  même  pla^ 
xOj. 

Prenons,  dans  ce  plan,  des  axes  rectangulaires  Oxr; 
Oy.  Soient  X,  Y,  X^,  Y'  les  composantes,  parallèles 
ces  axes,  des  forces  P  et  P^  D* après  le  principe  de  d*^ 
lembert  et  en  conservant  les  notations  habituelles,  1^ 
quation  du  mouvement  sera 

Soient 

(2)  /(x,   /)=:0,       <p(x,  j)=0 

les  équations  des  courbes  m  A  et  m' h!.  On  aura  les  troi 
é({uations  de  condition 

^(^',y)  =  o, 

Le  système  est,  comme  on  voit,  à  liaisons  complètes. 
Ces  premières  équations  donnent 

Multiplions  les  équations  (4)  par  trois  facteurs  intléiw- 
minés  i,  A',  p,  puis  ajoutons-les  avec  Féquation  (i)'H^' 
Ions  ensuite  à  zéro  les  coefficients  de  âx,  dy,  $x!^  V  ' 


m 
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ons 

d^  X  df  X  —  j/ 

\  dt'  df       ^       l 

nations  font  voir  que  les  points  m  et  m'  se  mou- 
:omme  des  points  libres,  si  Ton  appliquait  au 
deux  nouvelles  forces  dont  les  composantes  pa- 
ux  axes  fussent  égales  respectivement  à 

nt  m*  deux  forces  dont  les  composantes  fussent 

iff       d<f         x  —  x'         x—y 

df 

et  X-j^  sont  lès  composantes  d'une  force  égale  à 
^    et  normale  à  la  courbe  m  A.  Cette 


■-(1 


égale  et  contraire  à  la  pression  que  supporte  la 
i  A  dans  le  mouvement  du  point  m. 

lement  |ui  — - —  ^  ^  - — —^  sont  les  composantes 

ce  dirigée  suivant  mm'  et  dont  l'intensité  est  /i. 
èmes  remarques  s'appliquent  au  point  m', 
mx  forces  égales  et  contraires  dirigées  suivant 
►riment  les  actions  que  les  deux  points  m,  m! 
l'un  sur  l'autre  par  le  moyen  du  lien  mm!  :  cba- 
ces  forces  est  égale  à  la  tension  ou  pression 
ve  ce  lien, 
iminera  X,   X',  |^,  f^'  en  multipliant  les  équa- 
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rions  (5)  par  rfar,  dy^  dx\  dy'^  les  ajoutant  et  ei 
égard  aux  équations  (3),  il  viendra 

m  -7—  dx  -^r  m  -—-  dy  -+-  m  — -—  dx'  -f-  m  — 7- 
£//'  éf^»     -^  dt^  dt^ 

équation  qui  revient  à   remplacer  dans   Téquati 

Jx,  ày^  âx^j  dy'  par  dx^  dy^  dx' ^  dy'.  . 
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MOMENTS    D  INERTIE. 


I^éfinitions.  —  Moments  d'inertie  d'un  parallélipipède  rectangle.  — 
^llîp8o!4é.  —  Solides  de  révolution.  —  Relation  entre  les  moments 
^'^■^ertie  d*an  corpi  par  rapport  à  des  axes  parallèles,  —  par  rapport  à 
(les  axes  qui  passent  par  le  môme  point. 


DÉFINITIONS. 

^42.  On  appelle  moment  d^ inertie  d'un  point  matériel 
P^i*  x*apport  à  un  axe  le  produit  de  la  masse  de  ce  point 
P^**   le  carré  de  sa  distance  à  l'axe. 

^"13.  Le  moment  d'inertie  d'un  système  de  points  ma- 
^^'îels  dont  la  forme  est  invariable,  par  rapport  à  un  axe, 
^^t  I«|  somme  des  moments  d'inertie  de  tous  ces  points  par 
'^^pport  à  cet  axe.  Ainsi  m,  m\  m", . . . ,  étant  les  masses 
^©s  molécules  et  r,  r',  r'', . . . ,  leurs  distances  respectives 
^  l^€ixe,  le  momen  t  d'inertie  du  système  sera 

^ous  le  désignerons  ordinairement  par  Smr*. 

^ii.  Les  points  matériels  qui  composent  un  corps 
^  y  sont  pas  répandus  d'une  manière  continue  :  on 
^^^tj  au  .contraire,  qu'ils  sont  séparés  entre  eux  par 
^®s  espaces  vides  qu^on  appelle  des  pores.  Cependant  on 
P^^t  dans  chaque  cas  obtenir  le  moment  d'inertie ,  en 
^^Pposant  la  masse  distribuée  d'une  manière  continue 
J^^^iis  le  corps.  Cela  revient  à  prendre,  au  lieu  de  l^mr*^ 
^'^tégrale  définie  de  r^dm^  pour  toute  retendue  du 
^**Ji8,  et,  comme  on  Ta  vu  en  Statique  à  l'occasion  des 
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centres  de  gravité  des  corps  solides,  les  résultats  de  ces 
deux  hypothèses  diâ^rent  très-peu,  pourvu  que  les  pores 
soient  extrêmement  petits  relativement  au  volume  de  tout 
le  corps,  n  suffira  donc  de  décomposer  le  corps  en  une 
infinité  d'éléments  infiniment  petits;  on  prendra  le  mD- 
ment  d'inertie  d'un  élément  quelconque,  et  Ton  aura 
celui  du  corps  par  des  intégrations. 

MOMEUTS    DIREETIE    d'uM    PARÂLLÉLIPIPÈDE    RBCTAUGLE. 

515.  Soit  AE  un  parallélipipède  rectangle,  et  propo- 
soiiS-nouS  de  trouver  ses  moments  par  rapport  aux  trois 

arêtes  contiguës  OA,  OB,  OC. 
Soit  m  (x^j^  z)  un  point  quel- 
conque de  ce  solide.  LVlément  " 
qui  correspond  à  ce  point  est  . 
lin  parallélipipède  mm'  infini- 
ment petit  dont  le  volume  est 
dxdydz  et  la  masse  pdxdydz^ 
p  étant  la  densité  de  ce  corps 
que  nous  supposons  coustante 
dans  toute  son  étendue.  La  dis- 
tance du  point  m  à  Taxe  Oz  est  ^x'-hy*.  Donc  le 
moment  d'inertie  de  cet  élément  par  rapport  à  0  z  est 

(  X-  -h  j'  )  p  da-dydz , 
et,  par  suite,  le  moment  du  parallélipipède  est 


Fig.  157. 


P    I  f  I  {^^^y^)  dxdydz. 


Celte  intégrale  triple  doit  s'étendre  à  toutes  les  valeui^s 
positives  de  x,  j^,  z  respectivement  plus  petites  que 
a,  &,  c  ou  que  les  longueurs  OA,  OB,  OC  des  arêtes  du 
parallélipipède. 

Comme  z  n'entre  que  par  sa  difTérentielle  sous  le  signe 
d'intégration,  il  païaît  plus  simple  de  commencer  à  inté- 
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g^r  par  rapport  k  cette  variable  entre  les  limites  o  et  r, 
^t  qui  donne 


//'" 


jr^)  dxdy. 


3n  intègre  ensuite  par  rapport  à  y  depuis  j^=  o  jusqu'à 
y=i  h  et  enfin  par  rapport  à  x,  de  a:=  o  à  j:  =  «.  On 
rouve  ainsi 

pour  le  moment  d'inertie  du  parallélipipède.  En  appelant 
M  la  masse  du  corps,  on  a  M  =  |9a&c.  L'expression  pré- 

M 

cédenté  sera  donc  -5-  (a'-h  &').  La  même  chose  se  dira 

ies  autres  axes,  en  sorte  que  les  moments  d'inertie  du 
parallélipipède  par  rapport  aux  axes  0;j:,  0^,  Oz  sont 

j(A^H-c»),      ~(fl»-f-c«),      j.(«*-4-^V!. 

^  I  on  suppose 

^  aura 

l'on  voit  que,  des  trois  moments  d'inertie,  le  plus 
'and  correspond  à  la  plus  petite  arête  et  le  plus  petit  à 
plus  grande. 

ellipsoïde  bomogème. 
516.  Soit 

a}        0'        c^ 

équation  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  prin- 
*paux  :  le  premier  membre  sera  moindre  que  i  pour 
^ut  point  intérieur,  et  plus  grand  que  i  pour  tout  point 
^^érieur^ 


u 


9  Fjoe  Or  ot  c^ai 


(fi 


///"-' 


iiHifgrJp  trîpk  «(■£  «int  s^ctteniire  2  toalK»  les  valc«n  de 


V*  r. 


r^mât 


—  <:  r. 


7*        /r 


3IT.  Em 


«fabocrfxec  r 


I 


V 


V 


■A 


5^ 


Ces  vabvfs  tiacwMt  «knf  rec&fiw  €^ 


a  -  s 


j  j  -'--  V  '-5-F 


ïffj 


/>-n-=- 


tts.  il  ÙA 


cêniui 


~^'? jj.'^^^  '-p- 


F'^ 


1  2  (KMKft»  1rs  irakmrs  Jr  x 


<t  fjr  V.  acHs  q«r  rm  ait 


i^^P^'^ 


ftti:cr,-»e  W  r^iiicAi  1     t  _  T  _  ZI  J^^l  ^tr^  ^d 
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^n  posant 
^iï  voit  que 


ais    /      ^r*  —  ,y'dy  est  égale  à  la  moitié  de  l'aire  du 


-cle 

dont 

le 

rayon    est   r,    c'est- 

-à-dire    à 

2 

OU 

-•(. 

• 

548. 

Il  reste 

à  intégrer  x^ dx  1  i- 

—  ^-1  de  .1 
or  J 

H^l^ 

—  a 

x:  — 

+  «, 

car 

Tinégalité 

f 

nne 

1*2          v2 

par  conséquent,  x  doit  être  comprise  entre  —  a  et 
a.  On  aura  ainsi 


//^"'V'-5"?''-"=^ 


5 


Q  obtiendrait  de  même 


iU  changeant  6  en  a  et  a  en  6,  Donc  si  Ton  désigne  par  C 
ie  moment  d'inertie  de  Tellipsoïde  par  rapport  a  Taxe 
des  z,  o»  aura 


Xi 


^^ 


xjsm 


s: 


■w  ■  ■t-^iseitip-. 


V 


k  =—  V- — ^■■ 


3  =  —    ^ — - 


Tfie  •  jf  me^ 


Cl  r 


'fincrip  ijcTTCDî   iat  îa  Afeeguie3e  --"r- 


aiçmsiie  te 


*L  (fat 


-ar 


pur  '^aiiMfletiM-'gi"  .e 

fya  rtmtéac  m  lit 


r-UtTTÎK    Et  J»  irniB&t  Tllfc»lJ 


!J- 


■affugt-  «rnr  -  rît  -  —  B*. 
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est  te  moment  d'inertie,'  relalivenient  k  un  diamètre  qnel- 
coDqac,  d'une  couche  sphërique  dont  les  rayons  intérieur 
et  eiiérieur  sont  a  et  i,  et  dans  laquelle  la  densité  p, 
supposée  la  même  pour  tous  les  points  situés  à  une  même 
■lisunce  da  centre,  est  variable  avec  celte  distance. 


SOLIDES    DE    RËTOLUTIOH. 

SâO.  On  peut  connaître,  par  une  seule  int^ration,  le 
moment  d'inertie  d'im  solide  de  révolution,  par  rapport 
*  sort  axe. 
Soient  OD  la  courbe  méridienne  et  0:c  l'axe  de  révolu- 
tion. Prenons  cette  droite  pour 
axe  des  x,  et  pour  axe  des  jr  une 
perpendiculaire  Oy  située  dans 
le  plan  du  méridien. 

Soient  MP  et  M'P'  deux  or- 
données infiniment  voisines,  et 
NKK'N'  un  rectangle  compris 
entre   ces  deux   ordonnées;   si 

PN  =  u,       OP  =  x, 

yKK'V  =  d>idx, 

®*  le  volume  du  solide  engendré  par  la  révolution  de,  ce 
"^^tangle  sera 

*^iic  le  moment  d'inertie  de  ce  solide  sera 

^itfududxXa'     ou     Hitfu'ditdx, 
"'■  t^elui  du  solide  engendré  par  PMM'P' 


'i: 


*^^t-à-dire  a  npy^dx;  et  enfin  le  moment  d'inertie  du 


i3o  coizfta  vm  xitLàiii^K* 

TotaBie  cDfgaidré  par  la  révolution  àt  Taire  ACDB  scr^- 


CB  désirant  par  a  et  &  les  abscisses  OA  et  OB  des  extr^'^'^ 
mîtes  de  la  courbe  CD. 

591 .  CberchoDS,  par  exemple,  le  moment  d  Inertie 
segment  ^iliéiiqoe.  Il  sufim  de  supposer  ipote  la  cou 
CD  est  le  cercle  qui  a  pour  éqmtion 

Si  Ton  porte  cette  Taleur  dans  rexpressîon 


on  aura  T intégrale 


-ira    I      (arx— jr  1=aLr, 


On  troQTe.  en  efiectnant  rint^nrati<Hi« 


■  .     4  4''  •  .  \ 


expression  qui  donne  — ^=—  pour  le  moment  d'inertie     ^^ 
la  sphère  entière^  en  faisant  i  =  3  r. 


■KLATIOS    KKTftK    U»    MOMENTS    O  WnTO  FAR   RÀPPOS^'^' 

A    nEUX    ATES    PARALLÈLES. 


5S2.  Etant  donné  le  moment  d^inertie  d*un  corps 
lîde  par  rapport  à  nn  axe  qui  passe  par  son  centre  ^^ 
grairité,  il  est  facile  d*a%oir  son  moment  d'inertie  parr^P^ 
port  à  uu  antre  axe  parallèle  au  premier. 


■% 
n 
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îiifoiis  \e  centre  de  gravité  pour  origine  des  coord^n- 

nées ,  le  premier  axe  pour  axe 
dej5  z  j  et  pour  plan  dès  xjt  le 
plan  des  deux  axes  parallètes. 
Soit  a  leur  plus  courte  distance 
OA.  • 

Considérons  un 'point  quel- 
conque M  (ar,  yj  x)  du  système, 
Qt  soit  m  la  masse  de  ce  point  : 
nommons  r  et  R  ses  distattces 

MKàO^jetàAB.  Ona 

I  cause  de  x^-\-j*  =  r*, 


0 


B 

• 

V        y 

K 

T 

\ 

./ 

A 

X 

\ 

y 

> 

iuite 


iw  R^  =  «  r*  -—  a  fl»ix  H-  nuiF, 


mrait  des  équations  analogues  pour  to«ts  les  points 
fsième.  Donc  en  les  ajoutant  et  désignant  par  M  la 
e  du  corps,  on  a 

V  mR*z=  V'/irH-^  'ia^m^  -f-M«^  ^ 

Origine  des  coordonnées  étant  le  centré  de  gravité 
>rps,  on  a  , 


^^mx  =  G. 


donc  enfin 


2 /il  R2  =  y /wr' -h  M<. 

# 

4 

hsi   le  moment  d"* inertie  d'un  système  de>'  points 
rapport  à  un  axe  quelconque  est  égal  à  celui  de  ce 

9-      .  ' 


•  » 
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sysîhne  par  n^fport  à  un  axe  parallèle  à  edm^dmen^ 
par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  l^ 
masse  du  corps  par  le  carré  de^la  distance  des  deu^ 
axes.  On  conclut  de  là  que  ie  moment  d'inertie  d'iiWM, 
corps  par  rapport  à  un  axe  qui  passe  par  son  centre  d^ 
grauité  est  tnoindre  que  pour  tout  autre  axe  parallèle 
celui-ci;  que  ce  moment  est  le  même  pour  tous  les  axt 
parallèles  et  également  éloignés  du  centre  de  gravit^S, 
et  qail  augmente  à-  mesure  que  Vaxe  s'éloigne  de  c^e 
point* 

Si  Ton  représente  ^^mr*  par  MAr*,  Féquation  préc oe- 
dème peut  s'écrire 


(4) 


2^I^'  =  MtA'+a»). 


RELàTIOlff    EHTEE   LES  «COMEHTS    D^IHEaTIE    PÂE   HÂPPOEr      A 
DIFFÉ^EBTS    AXES   QUI   PASSEHT   PAR   LE   MEME    POIHT. 

323.  Soient  OI  nn  axe  quelconque  et  Ox,  Ojr,  Oz  trois 
Fig.  160.  axes  rectangulaires.  Dérignons 

par  m  la  masse  d'un  point  qu^l' 
conque  M(x,jr,  z).  Abaissoxiâ 
MH  perpendiculaire  sur  OI  et 
posons 

OM=:«,     MH  =  r. 
Ona 

(i).  r»=  a»—  («cosMOH)'; 

or  «,  6, 7  étant  les  angles  que  OI  fait  avec  Ox,  O/,  Oz. 


on  a 


acosMOH  =  xco$a-|-ycos6-h  zccsy. 


D^ailleurs 


ii-  =  x»-|-r*4-2 
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Par  conséquent  *  ' 

(2)       r»  =  x*-t-j*-f-  2'»— (j:cosa4-j^cosp  +  z  cosy)', 
Çue  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

I       .^.  I  r'  =  (x»  4- j^' 4-  2')  (cos*a  H-  cos'€  -h  ços' 7) 

I        — (j::cosa-|-/cosp  +  2COS7)', 

à  c^.tase  de 

cos'  a  4-  cos*  6  H-  cos'  7=1. 

^xi  développant  Féquation  (3),  on  a 


(i\    $   r'=  (J*4-a')cos'^a^-(JP*+z»)cos*p-f 
^       —  2jrz  cos6  C0S7  —  2  X3  cos  a  C0S7  — 


-4-{jc^-4-j')cos'7 
2^/ cos  a  cos^. 


Miiltiplions  cette  équation  par  m  et  ajoutons  toutes  les 
éqV-^tions  analogues  relatives  aux  autres  points  du  sys- 
tèixi.e  :  nous  aurons,  en  désignant  par  fx  le  moment  d^iner- 
tie  de  tout  le  système  par  rapport  à  l'axe  01, 

fA  =  cos'  a  ^^  ifî  (  j'  +  »*)  -f-  cos'  6  2*  m  (j?*  +  2') 

(^3    l      -h  cos'7  y, /w  (jc'  H-  J^')  —  2  cos 6  cos 7  ^^  m ja 

—  2  cos  a  COS7  ^  /WX2  —  2  cos  a  cos  6  5!  f^^X- 

^^  coefficients  des  cosinus  dans  le  second  membre  sont 
<*es  valeurs  indépendantes  de  la  direction  de  l'axe  01. 


Posons 


A  =2^^  (^"  "*'  ^')'  D  =  2  ''''^^' 


/«jrz 


7//jr/, 
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A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  système  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées.  La  valeur  de  ji 
devient 

!a  =  A  cos'  3t  -f-  B  cas'  6  -+-  C  cos-  7 
—  7.  Dcoft€  ces  7  —  2  E  COSZCOS7  —  2  F  coszcos^. 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

ITB  DBl^  MOMENTS  D  INERTIE.  —  ROTATION  AUTOUR  d'UN  AXE. 


ioïde  central.  —  Axes  principaux.  —  Relation  entre  left  axes  princi- 
«X  relatifs  à  différents  points.  —  Lieu  des  points  dont  les  moments 
ncipaux  sont  égaux.  —  Rotation  d*un  corps  autour  d*un  tfxe  fixe. 


ellipsoïde  Central. 

24.  On  peut  représenter  par  la  construction  géomé- 
ue  suivante  la  relation  qui  existe  entre  les  moments 
lertie  pris  par  rapport  &  différents  axes  concourants, 
îur  la  droite  01  {^g*  160,  p.  iSs)  prenoiis  une  Ion- 

ur  ON  =  — •  Sur  une  autre  droite  01'  prenons  égale- 

at  une  longueur  ON'  =  -p=>  /i'  étant  le  moment  d'i» 

Vf*' 
tie  du  système  par  rapport  à  01'.  Concevons  qu^on  ait 

la  même  construction  pour  toutes  les  droites  menées 

le  point  O.  Quand  on  connaîtra  le  lieu  des  points 

N', . . . ,  on  aura  le  moment  d'inertie  par  rapport  k 

t  axe  donné  en  élevant  au  carré  Tinverse  de  la  portion 

>ei  axe  compris  entre  le  point  O  et  le  lieu  des  points  N. 

oient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  N*  On  a 

X  _        Y  Z 

COS  a  = î         COS  o  =   — —  5         C08 1  =  rrr  i 

ON  ON  '       ON 

t- à-dire 

COS  a  =  X  ^fA ,      COS  6  =±:  Y  ^ ,      (*os  7  =  z  ^ft. 

•tant  ces   valeurs  dans  1  équation  (7)  du  n"  523  cl 
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supprimant  le  facteur  commun  juc,  on  a 

(i)         AX^  4-  BY»  4-  CZ»  —  2DYZ  —  2EXZ  —  2FXY  =  0. 

Or  ce  lieu  géométrique  est  un  ellipsoïde  puisque  celle 
équation  représente  une  surface  du  second  degré  ayani 
le  centre  pour  origine  et  que  le  rayon  vecteur  mené 

par  le  centre  et  égal  à  -r=  est  toujours  réel  et  6|ii;  caria 

Vf* 

quantité  /Jt  ==  51''*''*  ^*^  finie  et  positive. 

AXES    PRINCIPAUX. 

525t  On  peut  choisir  les  axes  coordonnés  tels,  que  les 
rectangles  de  l'équation  (i)  disparaissent,  en  les  prenant 
dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde.  On 
a  dans  ce  cas,  4'après  les  valeurs  de  D,  E,  F  (523), 

V/?fj^  =  o,      y^  mxz:=Oy      y^  mxy  =  o. 

Ces  trois  axes  sont  appelés  les  axes  principaux  dUnertk 
du  système  relatifs  au  point  O,  et  les  moments  d'inertie 
correspondants  sont  dits  moments  principaux. 

5â6.  Le  système  des  axes  principaux  est  unique,  à 
moins  que  Fellipsoïde  ne  soit  de  révolution  ou  n'ait  deux 
de  ses  axes  égaux.  Dans  ce  cas  l'axe  de  révolution  et  deui 
diamètres  perpendiculaires  entre  eux  et  à  cet  axe  forment 
un  système  d'axes  principaux.  II  y  en  a  alors  une  infinité. 
On  en  trouve  encore  un  nombre  infini  si  les  trois  axes 
principaux  de  l'ellipsoïde  sont  égaux  entre  eux.  Dans  ce 
cas  rellipsoïde  devient  une  sphère;  on  a  A  =  B  =  C,  et 
trois  diamètres  quelconques  perpendiculaires  entre  eux 

sont  des  axes  principaux,  pour  lesquels  y^  myz^  ^mJ^g> 
y.  mxy  ou  D,  E,  F  sont  toujours  nidles.  De  plus,  les 
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oments  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes  sont  égaux.  C'est 
qu'on  peut  vérifier  en  faisant  dans  la  valeur  générale 
f  H  (523)  Thypothèse  actuelle  : 

D  =  o,     E  =  o,     F  =  o,     À  =  B  =  C, 

qiii  donne 

fit  =  A  (cos'  a  -f-  ces*  6  ■+■  cos' 7  )  =  A. 

insi  la  valeur  de  fx  est  indépendante  des  angles  a,  S,  y, 
îst-à-dire  de  la  direction  01. 

S&l.  Revenons  au  cas  où  A,  B,  C  sont  différents  entre 
.X»  On  a 

p  =  A  cos'  a  -H  B  cos'6  -4-  C  008*7 , 

i,  à  cause  de  cos'  a  =  i  —  cos*  6  —  cos*  y, 

fx=:A  — (A  —  B)  cos»6  — (A  —  C)  cos'7. 

onc  si  Ton  suppose 

A>B>C, 

1  aura 

n  a  de  même 

fji  =  C+(A  — C)cos'a  -h(B  — C)cos»6, 

où 

P>C. 

însi  A  est  le  plus  grand  et  C  le  plus  petit  de  tous  les 
>menls  d'inertie  relatifs  aux  divers  axes  qui  passent  par 
point  O.  En  d'autres  termes  le  moment  d'inertie  le 
is  grand  correspond  au  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde, 
le  plus  petit  correspond  au  plus  grand.  Cela  résulte 
illeurs  de  la  forme  connue  de  l'ellipsoïde  et  de  ce  qu(^ 
tnoment  d'inertie  correspondant  à  un  axe;  est  en  raison 
^crse  de  la  racine  carrée  du  diamètre  correspondant. 
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et,  puisque  les  axes  primitifs  sont  des  axes  principaux, 

m  • 

y  myz  =  o ,      y  mx%  =  o  >      ^  /yiay  =  o, 


Téqualion  ^  inx' y'  =  o  revient  à 


2»»(^  — a)(r  — ^)  =  o 


ou  bien 


V  mxy  --^^^mx  —  a  >;  mj  +  «6  ^  m  =  o. 
Mais  ^/yixy,  ^''Wjr,  ^  "ÎX  ^^"^  nulles  5  donc 


Fii 


a6  =r  o, 


et  Ton  trouverait  de  même 


OL*f 


6y  =  o. 


Il  résulte  de  là  que  deux  des  trois  inconnues  a,  o?  7 
doivent  être  nulles.  Supposons  que  ce  soient  6  et  y.  Alors 
le  point  0'  est  sur  l'axe  Ox. 

531.  Jusqu'à  présent  nous  avons  exprimé  que  les  axes 
principaux  relatifs  au  point  O'  sont  parallèles  aux  axes 
Oxy  Ojy  Oz.  11  faut  exprimer  que  les  moments  corres- 
pondants aux  nouveaux  axes  sont  égaux.  Or,  d'après  un 
théorème  démontré  (522),  ces  moments  sont 

A,       B-f-Ma%       C  +  Ma'; 
on  doit  donc  avoir 


don 


<• 


A  =  B-MVIa^^C-hMa^: 


Bcr:  C, 
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nsuite 


«  =  ±l/— 
~V      M 


B 

—  » 


jui  exige  que  Ton  ait  A  >>  6.  Il  faut  que  l'ellipsoïde 
tif  au  point  O  soit  de  révolution  auteur  de  son  petit 
,  actuellement  dirigé  suivant  l'axe  des  x  et  auquel  se 
)orte  le  moment  A.  Il  existe  alors  deux  points  O^  et 
symétriques  par  rapport  au  point  O  et  situés  à  une 


mce  de  ce  point  égale  à  i/ 


A— B 


M 
)2.  Prenons  pour  exemple  Tellipsoïde 

\  vu  (8i8)  que,  M  étant  la  masse  de  cet  ellipsoïde^ 
noments  par  rapport  aux  axes  sont 

B=±:gM(fl«-hc'), 

le  centre  de  l'ellipsoïde  est  son  centre  de  gravité  et 
ixes  sont  les  axes  principaux  d'inertie  \  car  on  a  évi  - 
ment  pour  ce  point 

^  mxy  =  o ,       ^^  mxz  •=:.  o ,       ^  myz  =  o. 

posons  a<^h^  alors  A  ^  B,  et  pour  qu'il  existe  un 
it  O',  il  faut  qu'on  ait  B  =  C,  c'est-à-dire  hr=zc. 
ic  l'ellipsoïde  doit  être  de  révolution  autour  de  l'axe 
.  Il  y  aura  donc  deux  points  répondant  à  la  ques- 
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tion,  situés  sur  le  plus  petit  axe  et  à  des  distances  de 

Torigine  égales  à  ±  i/  — = — • 

Ces  points  seront  en  dedans  ou  en  dehors  de  Tellip- 
solde,  suivant  que  l'on  aura  — -s — ^û*  ou  b^ayS,  11$ 

seront  aux  extrémités  du  petit  axe,  si  l'on  tt  b  =  a^, 

mouvement    de    ROTATlOIf    d'uW    SYSTÈME    SOLIDE    AUTOtE 

•  d'un  axe  fixe. 

533.  Dans  un  pareil  mouvement,  tous  les  points  du 

système  décrivent  des  arcs  de  cercles  semblables,  dont  lès 

rayons  sont  leurs  distances  à  l'axe.  Ces  rayons  décrivent 

autour  de  l'axe  des  angles  égaux,  ^dans  un  même  temps. 

Tous  les  points  situés  à  la  même  distance  de.  l'axe  ont  à 

chaque  instant  la  même  vitesse,  et  celle  des  points  situés  à 

une  distance  égale  à  l'unité  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse 

angulaire  ou  de  rotation  du  système.  Nous  la  désignerons 

par  (ù  :   c'est  généralement  une  fonction  du  temps.  La 

ds 
vitesse  —  d'un  point  quelconque  est  proportionnelle  à  sa 

distance  r  à  l'axe,  et  par  conséquent  elle  est  représentée 
par  rcd.  En  effet,  soient  ds  et  da  les  arcs  infiniment  petits 
parcourus  par  le  point  considéré  et  par  un  autre  point 
situé  à  l'unité  de  distance  de  l'axe;  ces  arcs  étant  semr 
blables,  on  a 

et  par  suite 

(is  do- 

dt  dt 

534.  Un   mouvement  de    rotation  est   dit   uniforme^ 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  constante.  Ce  mouvement 
a  lieu  lorsque  les  points  du  système  ne  sont  sollicités  paf 
aucune  force  motrice  ou  par  des  forces  motrices  qui  ^^ 
font  équilibre  autour  de  l'axe  fixe. 


QUARANTIÈME    LEÇON.  l43 

^n  effet,  soit  P  la  force  motrice  d'un  point  m,  qui  dé- 
.  autour  de  Taxe  Oz  un  arc  de  cercle  MmM'  d'un 
on  Km  —  r.  La  force  qu'il  faudrait  appliquer  à  ce 
nt,  s'il  était  libre,  pour  lui  donner  son  mouvement 
tctif,  c'est-à-dire  pour  lui  faire  parcourir  l'arc  M  m  M', 
la  résultante  de  deux  forces  :  l'une  la  force  tangen- 
le 


di^ 


tù 


m 


ou      mr 


dt      ^^  di  ' 

tire,  la  force  centripète,  dirigée  suivant  le  rayon  mk  : 


m  - 

r 


ou 


nir^u>^. 


Fig.   i6i. 


)écompo6ons  la  force  motrice  P  en  deux  autres,  l'une 

Z,  parallèle  à  Taxe  Oz,  et  l'au- 
tre Q,  située  dans  le  plan  du 
cercle  MM^  h  une  distance 
KL  =  ^,  de  l'axe  Oz. 

D'après  le 'principe  de  d'A- 
lembert,  toutes  les  forces  mo- 
trices du  système  font  équilibre, 
à  chaque  instant,  aux  forces  ef- 
ives  prises  en  sens  contraire.  Mais,  pour  tous  les 
Qls  du  corps,  les  composantes  —  mro)*  et  Z  sont  tou- 
rs détruites  par  la  résistance  de  l'axe  fixe.  D^ailleurs 
autres  composantes  étant  dans  des  plans  perpendi- 
ûres  à  l'axe,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  leurs 
fhents  par  rapport  à  celui-ci  soit  nulle,  d'où  résulte 


puisque  —  est  le  même  pour  tous  les  points  du  sys- 


ic. 


Î2-=2«'. 


■44 

cmnt3  es  sfcAsi^n: 

et.  far< 

ti\mittfmmv 

é.  2«' 

*    2- 

Ctoe   i 

ttpaàom  driwJM    la  YÎiesBC  . 

Orne 

n 

Kbie  anacMU'  de-  Fasr:  car  «•  a  duB»  ce  ca»  ^^Qf  == 

et  ciMi^  y  T-  a'cst  pas  ■■&,  «■  a^ra  -^  =  o.  c-^ 
vi; 
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MENT    DE    ROTATION    AUTOUR    D*UN    AXE    (;$U]TE). 

ps  est  mis  en  mouvement  par  des  percussions.  —  Càfcul  des  . 
exercées  sur  Taxe  fixe.  —  Cas  où  t*axe  n'éprouve  aucune 
—  Condition  pour  qu'il  n'y  ait  de  percussion  qu'en  i||i) 

ixe. 


■,  "  » 


LE    COEPS    EST    MIS    EN    MOUVEMENT    PAR    DES 
PERCUSSIONS. 

I 

pposons  que  tous  les  points  du  système  soient 
g  mis  en  mouvement  par  des  per- 

cussions simultanées.  Décompo- 
sons chaque  force  instantanée  P 
en  deux  :  Tune  Z,  parallèle  à 
Taxe  Oz  et  qui  est  détruite  par 
la  résistance  de  cet  axe  ;  l'autre 
Q^  située  dans  le  plan  MmM', 
perpendiculaire  à  cet  axe.  Soit  i^ 
que  cette  dernière  composante  qu^il  suffit  de 
serait  capable  d'imprimer  au  point  m  s'il  était 
sera  la  quantité  de  mouvement  correspondante, 
a  vitesse  de  rotation  du  système,  la  quantité  de 
it  effective  du  point  m  situé  à  une  distance  r  de 
*ir(ù.  Donc  si  Von  appelle  ^  la  perpendiculaire 
ée  du  point  K  sur  la  direction  de  la  force  Q, 
en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  entre   les 
de  mouvement  imprimées  et  les  quantités  de 
it   effectives,    celles-ci    étant    prises   en  sens 

lO 
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contraire  : 


d'où 


(') 


CA 


2 


mr^ 


,,536.  Supposons  que  toutes  les  vitesses  f/, i^Xv^ 
o0iiHnnniquées  à  difleretits  points  du  système  par  des  pe^ 
eussions,  soient  ^ales  et  parallèles,  et  désignons  par  |xla 
somme  des  masses  des  points  qui  reçoivent  directement 
cette  vitesse  commune  f^,  que  les  liaisons  du  système  les 
empêchent  de  prendre  réellement.  Appelons/* la  distance 
du  centre  de  gravité  de  la  masse  pi  à  un  plan  passant  par 
Taxe  et  parallèle  à  la  direction  des  vitesses.  On  a,  diaprés 
les  propriétés  connues  du  centre  de  gravité, 

.   et  la  formule  (i)  devient 


{^) 


^mr^ 


Remarquons  que  [i  peut  n^être  pas  la  masse  totale  du 
système;  mais  \*  mr*  est  son  moment  d'inertie  total. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  continu,  il  faut  rem- 
placer ^nir^  par  Tintégrale  /  r^rim  prise  dans  louie 
rétendue  du  corps 

S37.   La  formule  (a)  convient  à  un  corps  solide  ^ 


Fig.  i63. 
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>bile  autour  d'un  axe  fixe  Oz,  choqué  par  un  autre 
rps  C|  qui  après  le  choc  reste  attaché  en  Ct  au  premier 
dont  tous  les  points  sont  animée  de  vitesses  égales  et 
irallèles.  Il  faut  alors  lùpposer  que  fx  est  la  masse  du 
»rps  Cl,  1^  sa  vitesse^y  la  distance  de  son  centre  de  gra- 
té  à  un  plan  passant  par  Taxe  et  parallèle  k  ki  direction 

î  la  vitesse  i^  :  enfin  que  ^  mr*  est  le  moment  d'inertie 

du  système  invariable  formé 
par  les  corps  C  et  d.  Il  est 
évident  que  cela  revient  à 
imprimer  aux  points  de  la 
partie  Ci  du  système  (C,  Ci) 
des  percussions  capables  cle 
donner  à  tous  les  points  de 
cette  masse  jut  des  vitesses 
égales  et  parallèles  à  ^. 

538.  Si  le  corps  C  est  choqué  simultanément  par  plu- 
-urs  masses  ft,  ii\  |x''v**»  animées  de  vitesses  différentes 
qui  lui  demeurent  attachées  après  tous  ces  chocs,  on 
ra 


Oi> 


9 


I  fivf  indiquant  la  somme  de  toutes  les  quantités  ana- 
jues  k  (11^/  et  relatives  aux  masses  fi^  jx';  jx", .... 

m 

^39.  La  formule  (  i  )  peut  se  déduire  de  Téquation  (534  ) 


dt 


2« 
2" 


lO 
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de  là  même  manière  qu'on  étend  le  principe  de  d'Alem- 
bert  aux.  quantités  de  mouvement  finies.  Il  suffit  de  sup- 
poser  que  la  force  Q  qui  agit  perpendiculairement  à  Taxe 
est  une  percussion.  Le  temps  9Ae  son  action  étant  très- 
court,  il  est  permis  de  supposer  que  (/  reste  constant  pen- 
dant cet  intervalle  de  temps.  Alors,  si  Ton  intègre  Tëqua- 
tion  précédente  depuis  2  =  o  jusqu'à  t  ='6,  on  obtieut 

«= — î — y.q  I     QA; 


mr 


or  on  a 


X 


e 

Qdt=  mv 

o 


donc 


2 


mvq 


2 


mr' 


540.  Si  le  système,  au  lieu  d' éprouver  des  percussions 
simultanées,  reçoit  une  suite  de  chocs  se  succédant  à  des 
époques  quelconques,  la  vitesse  angulaire  sera  toujours 
donnée  par  la  formule 

car,  après  un  premier  choc,  le  mouvement  est  le  Diênp-  ' 
que  si  le  choc  avait  lieu  à  cet  instant-là,  le  corps  étar^ 
en  repos  \  par  conséquent  on  peut  supposer  que  le  corp^ 
reçoive  le  premier  choc  et  le  second  au  même  instar:^ 
pour  déterminer  "la  vitesse  angulaire  après  la  secon(?^ 
percussion,  et  il  en  sera  de  même  pour  de  nouvelles  pe«^' 
eussions. 
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calcul  des  percussions  exercées  sur  l^axe  fixe. 

41  •  Supposons  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement 
une  force  instantanée  qui  imprimerait  une  vitesse  Y 
le  certaine  masse  p.  au  centre  de  gravité  de  laquelle 
serait  appliquée.  Cette  force  instantanée  ou  percus- 
i  a  pour  mesure  la  quantité  de  mouvement  jx  V.  Pre- 
s  toujours  Taxe  fixe  pour  axe  des  z,  et  pour  plan  des 

xy   le  plan  perpendiculaire   à 
1  axe  nxe  mené  par  le  point  du 


coips  auquel  est  appliquée  la 
force  instantanée.  Nous  dési- 
gnerons par  a  et  6  les  coordon- 
nées de  ce  point  d'application. 
On  sait  que  les  quantités  de  mou- 
Tement  imprimées  aux  différents 
points  doivent  faire  équilibre 
:  quantités  de  mouvement  effectives,  prises  encens  cou- 
re, et  cet  équilibre  doit  avoir  lieu  en  vertu  de  la  fixité 
l'axe.  On  peut  rendre  cet  axe  immobile  en  fixant  deux 
»es  points  pris  à  volonté.  Prenons  le  point  O,  origine 
coordonnées,  et  un  autre  point  H  quelconque  sur  Oz, 
supposant  que  ces  points  cessent  d'être  fixes,  on 
rra  détruire  les  percussions  exercées  sur  Taxe  et 
ntenir  cet  axe  en  repos,  en  appliquant  aux  deux 
its  O  et  H  deux  forces  instantanées  Rj  et  R^  d'inten- 
i  et  de  directions  convenables.  Si  Ton  introduit  ces 
s  forces,  qui  représentent  la  résistance  des  points, 
uilibre  aura  encore  lieu  en  regardant  le  corps  comme 
èrement  libre.  Il  faut  donc  appliquer  à  ce  système  de 
es  les  conditions  d'équilibre  connues  d'un  corps  en- 
ement  libre. 

oient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  quantité  de  mon- 
tent jxV,  et  Xi,  Yi,  Zj  celles  de  la  résistance  du  point 
Xj,  Y2,  Zj  celles  de  la  résistance  du  point  H  5  enfin 
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djc  dy  dz  y  ,      ,     ■ 

m  — >    m— j.w—  Jcs.  composantes  de  Ja  quantité  de 

mouvement  effective  pour  le  point  m  :  soil  OH  =  A.  On 
aura  d'abord  les  trois  équations 

*  ■ 

X  —  2 w  —  4- X,  4-X2  =  o, 

« 

(')  ■      •[  Y-2m^  +  Y.  +  Y,  =  o,\ 

Z— 2);/w^  -f-  Z.  +  Z,  =  o,   : 

et  les  équations  des  moments 

542.  On  peut  transformer  ces  équations.  En  remar- 
quant d^ abord  que  z  est  constante,  puisque  chaque  point 
décrit  un  cercle  parallèle  au  plan  des  xyy  on  a 

dz 

Do  plus,  en  désignant  par  Q  Tangle  que  /rzK  fait  avec  une 
parallèle  à  Taxe  des  x  menée  par  le  point  K,  on  a 

.     .r  =  r  ces  0 ,     j^  =  r  sin  0 ,    . 

d'où  Ton  déduit 

dx  dy 

dt  -^    '         dt  ' 

d^ 
puisque  —  n'est  autre  chose  que  la  vitesj^e  angulaire  w. 
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donc 

2  ''i  -^  =  —  2  //?/«  =  —  «Mj^, , 

2)m^=       ^mxtù=      «Mo?», 

désignant  les  coordonnées  dû  centre  de  gravité 
s  entier.  D'après  cela,  les  éqnations  d'équilibre 

înt  :     '  ^ 

X  -h  w  Mj,  -+-  Xi  -h  Xa  =  O  , 

Y  —  wMo;,  4- Y,  4- Y,  =  o, 
Z-f-Z, -hZ,.=  o; 

Y2  A  —  Z  p  —  &>  ^  mxz  =  o , 

—  l^ih  -\-  ZoL  —  u  \^  /WJ2  =  o , 

Xp  —  Ya4-  »  V/wr»  =  o. 

[ère  équation,  ne  contenant  pas  les  composantes 
tances  aux  points  O  et  H,  sera  Téquation  du  mou- 
c'est-à-dire  qu'elle  déterminera  la  vitesse  angu- 
On  en  tire 

Ya  — XS 
valeur  de  w  s'accorde  avec  la  formule 

w  = » 

;nant  par  ^'  la  projection  de  la  vitesse  V  sur  un 
'pendiculaire  à  l'axe.  En  effet  pi^yest  le  moment 
port  à  l'axe  Oz  de  la  percu^ion  appliquée  au 
m  point  du  plan  xOj  qui  a  pour  coordonnées 
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a,  £,  et  Ton  sait  que  ce  moment  est  aussi  représenté  par 

Ya  — X6. 


:  ak 


543.  Les  équations  (6)  et  (7)  déterminent  XsetYi.  Bits  deu 
Les  équations  (3)  et  (4)  feront  ensuite  connaître  Xi  et 
Yf  L'équation  (5)  donnera  la  somme  Zi  +  Zf.  On  ne 
peut  pas  déterminer  séparément  Zi  et  Zf,  parce  qœ 
ces  deux  forces  agissent  suivant  la  même  droite  O2  etse 
composent  en  une  seule  égale  à  leur  somme.  Si  l'on  fait 
varier  la  distance  A,  les  équations  (6)  et  (7)  montrent 
que  Xt  et  Yt  varient  en  raison  inverse  de  h. 


premi 

posai 

perçus 

pai 

onde 
Ikcoui 


CONDITIONS    POUR    QUE    l'axE    If 'ÉPROUVE    AUCUNE 
PERCUSSIO».    CENTRE   DE    PERCUSSION. 

•44.  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  lescon* 
ditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  l'axe  n'éprou'^rc 
aucune  percussion.  Il  faut  pour  cela  que  les  composante 
des  résistances  soient  toutes  nulles.  Si  l'on  introduite^ 
hypothèses  dans  les  cinq  premières  équations  (542),  elB-  <• 
deviennent 


llltqu 


(«) 
(2) 

(3) 
(4) 

(5) 


X  -H  »M^i  =  o, 
Y  —  wM«r,  =  o, 

Z  =  o; 
^  mxz  =  o , 


L'équation  Z  =  o  exprime  que  la   percussion  apj^'^' 
quée  à  la  masse  \k  doit  agir  dans  un  plan  perpeudicola:^^ 
à  l'axe.  Les  deux  dernières  expriment  que  Oz  doit  ê*~^ 
l'un  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  0. 

545.  Pour  interpréter  les  équations  (i)  et  (a),  faisofl* 
passer  le  plan  des  xz  par  le  centre  de  gravité  de  tout  le 
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rps;  alors  on  a 

j^,=  0,      ar,  =  GI=:ff, 

les  deux  premières  conditions  deviennent 

X  =  o,     Y  =  «Mu, 

.  première  indique  que  la  percussion  se  réduit  à  sa 
mposante  T^  puisque  Ton  a  déjà  Z  =  o^  c'est-à-dire  que 
percussion  doit  être  perpendiculaire  au  plan  zOG  qui 
sse  par  Taxe  et  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  La 
:oDde  va  nous  donner  la  valeur  dey,  c'est-à-dire  la 
is  courte  distance  de  cette  force  à  Taxe;  car  on  a 

Y  =  fA<',       »  =  — ! 9 

l'équation  Y  =  coMa  devient 

2 


mi^ 


/  = 


Via 


^oit  M/l*  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe 
c^é  par  le  centre  de  gravité  G  du  corps  et  parallèle  à 
:  on  a 


Viiîr»  =  M(eï'4-  X»), 


par  conséquent, 


a 


S46.  En  résumé,  on  a  les  trois  conditions  suivantes 

iir  que  Taxe  n'éprouve  aucune  percussion  : 

I®.  La  direction  de  la  percussion  doit  être  perpendicu- 
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laire  au  plan  qui  passe  par  l'axe  fixe  et  par  le  centre  de 

gravité  du  corps. 

tP.  Cet  axe  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le 

point  où  il  rencontre  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire 

et  qui  contient  la  force  instantanée. 

3*^.  Enfin  la  distance  de  cette  force  à  l'axe  doit  être 
/fi 
égale  à  a  H 9  o,  étant  la  distance  du  centre  de  gravité 

du  corps  à  Taxe  et  M/i*  le  moment  d'inertie  du  corps  r&> 
lativement  à  un  axe  mené  par  ce  centre  de  gravité  paral- 
lèlement à  Taxe  fixe. 

547.  On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel 
la  percussion  doit  être  appliquée  dans  le  plan  passant  par 
Taxe  et  le  centre  de  gravité  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'effort 
exercé  sur  l'axe  fixe  :  la  distance  du  centre  de  percussion 

à  Taxe  fixe  est  a  H • 

a 

Si  l'axe  passait  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouverait 
toujours  une  percussion.  En  effet,  pour  qu'il  n'y  ait  pas 
d'effort  exercé  sur  l'axe,  la  percussion  appliquée  au  corps 
doit  être  égale  à  coMâ,  (545).  Elle  doit  donc  être  nulle 
si  a  est  nulle,  c'est-à-dire  si  Taxe  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  :  mais  alors y*=  00  .  Le  centre  de  percus- 
sion serait  donc  à  l'infini . 

548.  Réciproquement,  si  le  corps  est  en  mouvement 
autour  de  Taxe,  on  pourra  l'arrêter  brusquement  sans 
qu'il  existe  aucune  percussion  contre  l'axe  en  appliquant 
au  centre  de  percussion,  une  force  instantanée  égale  à 
&)Ma,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l'axe  et  par  le 
centre  de  gravité  du  corps. 

CONDITION    POUR    Qu'iL    n'y    AIT    DE    PERCUSSION   Qu'eW  ^^ 


y 


POINT    DE    L  AXE. 


549.  Si  ce  point  est  le  point  H,  il  faut  que  Xi,  Yi,  lu 
composantes  de  la  quantité  de  mouvement  due  à  la  forcf 
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iquée  au  point  O,   soient  nulles,  ce  qui  donne,  en 
>osant  jx  =  o,  :r,  =  a, 

X,=  — X,     y,=  — Y  +  wMa,     Z,=  — Z: 


_Ya  — X6_     ^vf 


2-'^    2 


mi^ 


Z  =  o, 


wE       ft>D 


Dsant 


D  =  ^^mjrzp     E  =  ^mjcz, 

uation  de  condition  est  donc 

DY-f-EX  =  «Mii. 

imème  temps  D  et  E  sont  nulles,  c'est-à-dire  si  Oz 
in  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O^  on  a  A  =  o 
percussion  est  appliquée  au  point  O. 
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ROTATION  d'un  CORPS  AUTOUR  d'uN  AXE  (SUITE). 

Rotation  d*un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconqucts.  —  PressioM 
sur  Taxe.  —  Cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices.  —  Cas  où  les  forces 
motrices  se  réduisent  à  un  couple  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe.  —  MouYcment  du  treuil. 


ROTATION    D  UN    CORPS    SOLLICITÉ    PAR    DES    FORCES 

QUELCONQUES. 

550.  Nous  allons  détermîner  le  mouvement  d'un  corps 
assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe  et  sollicité  par  des 
forces  motrices  quelconques,  qui  agissent  d'une  manière 
continue.  Nous  calculerons  ensuite  les  pressions  exercées 
sur  l'axe  à  chaque  instant,  pressions  quHl  faut  bien  dis- 
tinguer des  percussions  initiales. 

Soient  {Jig.  164,  p.  i49)  X,  Y,  Z  les  composantes  de 
la  force  motrice  P  du  point  m  (  x,  j^,  -s  ) ,  qui  décrit  autour 
de  l'axe  Oz  le  cercle  M  m  M'.  Les  composantes  de  la  force 
effective  du  même  point  prise  en  sens  contraire  sont 


d^x 


—  m 


dO 


m 


éhy 


de 


d'^z 
dt^ 


D'après  le  principe  de  d'Alembert,  ces  forces  et  les  forces 
analogues  pour  les  autres  points  du  corps  doivent  se  b\^ 
équilibre  au  moyen  de  l'axe,  ce  qui  exige  que  la  somm^ 
de  leurs  moments  par  rapport  à  celui-ci  soit  nulle.  On  a 
donc  pour  équation  du  mouvement 
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X 

Cette  équation  contient  les  coordonnées  variables  avec 
temps,  de  tous  les  points  du  corps.  On  peut  la  simpli- 

;r  et  n'avoir  plus  qu'une  seule  variable,  fonction  de  t. 

►ient,  en  effet,  mK  =  r  et  mKM  =  6.  On  a 

x  =z  r  CCS  0 ,       j  =  r  sin  0 , 
où  l'on  déduit  (542) 

fijc  eijr 

—  _— 7«,         — —  xw; 

me 

dr  dx       ,    ^  , 

OÙ,  en  différentiant, 

d^Y         d^x  dw 

dt^        -^  dt^  dt 

ir  suite,  Téquatiou  (i)  devient 

tien,  en  faisant  passer  Hors  du  signe  ^^  le  facteur  — , 
i  est  le  même  à  chaque  instant  pour  tous  les  points, 

Lation  qui  s'accorde  avec  celle  qu'on  a  déjà  trouvée 
U),  puisque 

Qgr=Yx-Xj. 
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tîl^ 


PRESSIONS    SUR    L  AXE. 


e\ 


551 .  Ou  pourra  considérer  le  corps  comme  entiè 
ment  libre,  pourvu  qu'on  applique  à  deux  points  qaelco 
qucs  O  et  H,  pris  sur  l'axe,  deux  forces  Rt  (Xi,  Yi,Zi] 
Rj  (Xj,  Y,,  Zi),  égales  et  contraires  aux  [H['essions  exe—  ^^^ 
cées  sur  ces  deux  points  à  chaque  instant  du  mouvemeii^r"^^^ 
On  aura  donc,  en  posant  OH  =  A,  les  six  équations 


-hZ, -hZ,  =o, 


-I-  Y,A  =  o^     ^, 


=  0. 


552.   On  simplifie  ces  équations  en  y  introduisant       les 
dérivées  de  eo.  D'abord  z  étant  une  constante,  on  a 

dz  4'z 

5Ï  =  «>       ^=^- 

On  a  ensuite 

dx  djr 

d^x  dtù  dy  d^x  dhà 

dt"  ^  dt  di  dt*  -^   di  ' 

d^Y  rf»  dx  d}Y  dhk 

dt^  ih  di  di^  dt       '' 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  six  équations  qui  j^i^re- 


QUARANTE-DEUXIÈME    LEÇON.  1  5^ 

îèdeni,  on  aura,  en  désignant  par  (oc,,  ^,,  z,)  le  centre 
le  gravité  du  système  et  par  M  sa  masse, 


% 


2X  H-  ^Mj,  4-w'Mar, -|-^X,4-X,  =  o, 
2)  Y  —  ^  Mx,-|-  «'Mr,  -h  Y,  4-  Y,=  o, 

y  Z-t-  Z,-hZ,=  o, 

)     ^  ^^ 

^(Xz  —  Zx)  4-  —  \^/wjz  -f-  »' \^/Mxz-hX2^  =  o, 

V(Yx_Xr)-^2'"'"  =  «- 

^ë3.  De  ces  six  équations,  la  dernière  ne  contient  pas 
»  composantes  des  résistances  Rt  etRf  C'est  Téquation 

mouvement  déjà  trouvée. 
Quand  on  saura   intégrer  cette  équation,  les  équa- 
ms  4*  et  5®  du  système  (3)  feront  connaître  X,  et  Yj, 
ixt  les  valeurs  sont,  comme  on  voit,  en  raison  inverse 

h.  La  raison  en  est  que  Xs  A  et  Ys  h  sont  les  moments 
s  couples  qui  résulteraient  de  la  translation,  au  point  O, 
s  compGU|antes  Xt  et  Yg  de  la  force  Rt.  Or  ces  moments 
ÎTent  être  indépendants' de  la  position  du  point  H, 
lisque  chacun  de  ces  couples  doit  détruire  d'autres 
viples  qur  en  sont  eux-mêmes  indépendants.  Les  com- 
►santés  Xj  et  Yj  étant  connues,  on  aura  Xi  et  Y|  par 
^  deux  premières  équations  du  système,  et  la  suivante 
^nnera  Zi  -+-  Zj  sans  déterminer  en  particulier  aucune 
•  ces  composantes".  En  effet,  comme  on  Ta  vu  ailleurs, 
^  lieu  d'appliquer  les  deux  forces  Zi  et  Z^  aux  deux 
>^ûts  G  et  H,  il  révient  au  même  d'appliquer  la  force 
^îque  Zj  H-  Z,  au  point  O. 
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CAS   OU    IL    h'y    a    pas    DB   FORCES    MOTRICES.  (^^  5 

554.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices^ 
X,  Y,  Z  sont  nulles  pour  tous  les  points  du  corps,  etVc- 

quation  (2)  du  n**  550  donne  —  =0,  et  w  =  constant^*» 
ce  que  Ton  sait  déjà.  Le  système  (3)  se  réduit  alors  à 

(l)  /      '  h^  "  . 

Y,  =       ^2wj3  — w'Mj,, 
Zi  -4-  Z2  =  o. 

Cette  dernière  équation  montre  que  les  résistances 
et  Rs  se  réduisent  à  deux  forces  perpendiculaires  k  Fax 
puisque  leurs  composantes  parallèles  à  cet  axe  donnei^B-t 
une  somme  nulle. 
jàk  II  est  aisé  de  voir  que  les  résistances  Ri  et  R9  foc 

équilibre  aux  forces  centrifuges  de  tous  les  points  d 
corps  qui  agissent  sur  Taxe  perpendiculairement  à  sa  d: 
rection.  La  force  tangentielle  est  nulle  pour  chaque  poin 
D'après  les  formules  (1),  les  résistances  sont  ppoportîo: 
nelles  au  carré  de  la  vitesse  constante  co. 


t  . 


555.  Le  point  H  n'éprouve  aucune  pression  si  X|  i^' 
Yt  sont  nulles,  et  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  qu'on  a?  ^ 
les  deux  conditions 

(1)  ^  mxz  =  o,         ^  myz  ==  o , 

c'«est-à-dire  que  Taxe  Oz  soit  un  des  axes  principaux  re- 
latifs au  point  O.  Donc  si  un  corps  retenu  par  un  seul 
point  fixe  commence  à  tourner  autour  cfun  des  axes 


II 
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ncipaux  relatifs  à  ce  points  il  continuera  à  tourner 
'formément  autour  de  cet  axe  comme  s'il  était  fixe. 
L.e  système  (i)  donne  encore 

X|  =  —  fr>'M^,,        Y|  =  —  w'Mj,  : 
ic 

îtant  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe.  On  a  de 

qui  fait  voir  que  la  force  Rj  ou  la  pression  sur  le 
int  O  est  dirigée  dans  le  plan  z  OG  qui  passe  par  Taxe 
5  et  par  le  centre  d^  gravité  G.  C'est  ce  qu'on  trouve- 
.t  aussi  en  prenant  ce  plan  pour  le  plan  zOx  k  Tin- 
iit  que  l'on  considère. 

S56.  Il  peut  se  faire  que  le  point  O  ne  supporte  au- 
ne pression.  Alors  Taxe  n^en  éprouve  aucune.  Il  faut  et 
suffit  pour  cela  que  X^  et  Yi  soient  nulles,  et  par  consé- 
eut  que  Xi  et  yi  soient  nulles.  Ainsi  le  centre  de  gra- 
tédoit  être  sur  Taxe  de  rotation,  et  alors  le  nil>uvement 
ant  comniencé  autour  de  cet  axe,  supposé  fixe,  conti- 
era  uniformément  autour  du  même  axe  lorsqu^on  le 
idra  entièrement  libre.  L'axe  de  rotation  est  alors  un 
î  principal  pour  tous  les  points  de  sa  direction. 

ou    LES    FORCES  MOTRICES  SE   RÉDUISENT  A  UN  COUVLE. 

^7.  Les  conséquences  précédentes  subsistent  quand 
forces  motrices  se  réduisent  à  un  couple  situé  dans 
plan  perpendiculaire  à  Taxe.  On  a  dans  ce  cas 

2x=o.,    2^="'    2^=°' 

II.  II 
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Pour  que  le  point  H  n'éprouve  aucune  pression^  il  faut 
que  l'on  ait  Xt  =  o,  ¥9=0,  Zt=î=:o.  Les  équations  4' 
et  5®  du  système  (3),  n°  551,  donnent  • 

« 

4 
En  éliminant  entre  ces  deux  équations  -7-9  on  a 


ou 


y^  WJ?3  =  O,        ^^  Wl/Z  =i:  O. 

Ainsi  l'axe  de  rotation  doit  être  un  des  trois  axes  princi* 
paux  d'inertie  relatifs  au  point  O.  Alors  les  trois  premières 
équations  du  système  (3)  feront  connaître  les  composantes 
Xi,  Yi,  Zi  de  la  pression  exercée  sur  le  point  O,  pression 
perpendiculaire  à  l'axe,  car  Zi  =  o.  Si  à  une  époque 
quelconque  cet  axe  cesse  d'être  fixe  et  que  le  corps  soit 
seulement  retenu  par  le  point  O,  il  continuera  à  tourner 
uniformément  autour  du  même  axe.   . 


> 


558.  Pour  que  le  point  O  ne  soit  pas  pressé,  il  faut 
que  Xj,  Yi,  Zi  soient  nulles.  Alors  les  deux  premières 
équations  du  système  (3),  n°  552,  donnent 

dùi  dtù 

Xi  -^-4- w'X|=  O,       — -ar,  —  -hw'/,  =  0, 

d'où,  en  éliminant  -t-y 
'  dt 

on  a  donc 

^1=0»      ri  =  o 
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:e  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  0;^,  qui  est  un  des 
îs  principaux  pour  ce  point,  et  par  suite  pour  tous  les 
nts  de  cet  axe.  Donc  si  un  corps  commence  à  tourner 
lourde  Vun  des  axes  principaux  qui  se  rapportent  à 
i  centre  de  gras^ité  et  qiiil  soit  sollicité  constamment 
^  un  couple  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
?,  son  mouifement  se  continuera  sans  altération,  lors 
me  que  cet  axe  serait  entièrement  libre. 
Dn  voit  que  le  système  jouit  des  mêmes  propriétés  que 
LS  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices* 

i59.  Si  O2  n'était  pas  Tun  des  axes  principaux  relatifs 
point  O,  ce  point  étant  seul  flxé,  la  pression  au  point  H 
serait  jamais  nulle,  et  le  corps  ne  continuerait  pas  à 
Lrner  autour  de  O^.  On  voit  par  là  qu'un  corps  retenu 
:*  un  point  jBxe  O  et  sollicité  par  un  couple  ne  tend  pas 
oumer  autour  d'une  perpendiculaire  Oz  au  plan  de  ce 
iple,  à  môind  que  cette  perpendiculaire  ne  soit  Ftin  des 
îs  principaux  relatifs  au  point  O. 

MOUVEMENT    DU    TREUIL* 

S60.  Considérons  un  treuil  sollicité  par  les  poids  de 
ux  masses  m  et  m'  agissant  au  moyen  de  cordes,  la 
p.     jgj  '  première  sur  la  roue  OC,  la  se- 

conde sur  le  cylindre  OC'.  Nous 
tiendrons  compte  de  la  masse  du 
treuil  ;  mais  nous  négligerons  le 
poids  des  cordes  et  le  frottement 
des  tourillons  sur  les  coussi- 
nets. Soient  x  et  x'  les  distances 
des  centres  de  gravité  des  masses 
m  et  m^  aux  points  C  et  C. 
^rès  le  principe  de  d'Alembert,  nous  devrons  regar- 

deux  forces  respectivement  égales  kmlg ~  j 9 

I  f . 


l64         .  COLRS    DE    XéCÂMQVE. 

"*'  l  5 zn'  )  '  •^™™^  appliquées  eu  m  et  en  m!  sul- 

Tant  la  verticale  et  tirant  de  haut  en  bas.  Ce  sont  les 
forces  perdues  relatÎTes  à  ces  deux  points. 

Considérons  une  molécule  du  treuil,  de  masse  fx,  à  une 
distance  r  de  Taxe.  Si  »  est  à  Tépoque  actuelle  la  vitesse 
angulaire  du  système*  la  force  eflectiTe  du  point  (x  se 

compose  de  sa  force  tangendelle  «*^  -^  et  de  sa  force  cen- 
tripète ar*tù  qu'il  faut  prendre  toutes  deux  en  sens  con- 
traire. Mais  la  force  centripète  perpendiculaire  à  Taie' 
fixe  est  détruite  par  la  résistance  de  cet  axe.  Le  poids  du 
treuil  est  aussi  détruit,  parce  que  son  centre  de  gra?ité 
se  trouTc  sur  Taxe  fixe,  à  cause  de  la  symétrie  du  treuil 
autour  de  son  axe. 

Donc,  si  nous  faisons  OC  =  c,  OC'  =  c',  et  si  nous 
exprimons  que  la  somme  des  moments  par  rapport  à  Taxe 
des  forces  motrices  du  système  et  des  forces  effectives 
prises  en  sens  contraires  est  nulle,  nous  aurons,  d'après 
le  sens  suivant  lequel  les  forces  tendent  à  faire  mouToir 
leurs  points  d'application  « 


;» 


'  -('-ïV--('-'^)-S2'-= 


361 .  Les  dérivées  des  deux  variables  x  et  x'  pea?e 
être  exprimées  au  moyen  de  la  vitesse  angulaire.  En  eff^ 
d'après  le  sens  du  mouvement*  la  vitesse  du  point  m 
ê^le  k  celle  du  point  C;  mais  la  vitesse  du  point  m' 
4%ale  et  de  sens  contraire  à  celle  du  point  C.  On  au 
donc 


Ux 

<U' 

A-'-' 

^^-'"-^ 

et«  par  suite* 

li^  X                           ,  iiy, 

lit"             '    ae 
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signons  par  MA'  le  moment  d^nerlic  du  treuil  par 
)port  à  Taxe,  M  étant  la  masse  du  treuil.  Inéquation 
mouvement  (i)  deviendra 


me 


I  dfù\  ,  ,1  ,  d^\       ^«  ..  ., 


m  Ton  tire 


dtd lè{nic  —  m!  c'  ) 

Ht  ""  M/'-*-  me' -if  m' c'^^ 


m  Ton  déduit,  en  supposant  la  vitesse  initiale  nulle, 

gt{mc  —  m'c') 

La  vitesse  est  donc  proportionnelle  au  temps,  et  le  mou- 
ment  est  uniformément  accéléré.  L'accélération  est  à 
pesanteur  comme  me — m'c'  est  à  MA*  +  me* -H  m  V. 
Si  Ton  avait  mc=:m'c\  la  vitesse  angulaire  serait 
ille  et  le  corps  resterait  en  repos.  En  efTet,  c'est  la  con- 
tion  pour  que  les  poids  m  et  m'  se  fassent  équilibre. 
l  y  avait  une  vitesse  initiale,  le  mouvement  serait  uni- 
me. 

>62.  Les  tensions  des  cordons  ne  sont  autre  chose  que 
forces  perdues.  Appelons-les  T  et  T',  nous  aurons 

f^emplaçons  —  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (2), 

as  introduisons  à  la  place  des  masses  m,  m'  cl  M  tes 
ids  correspondants  que  nous  désignerons  par  />,  p'  et  1^. 


l66  COIJKS   DE   MÉCAHIQDE. 

Nous  aoroDs 


fi^^pC*-\-j/€^* 


Si  le  système  tourne  dans  le  sens  indiqué  par  la  figure, 
on  a  pc  ^pV,  puisque  »  est  plus  grand  que  zéro.  On  a 
dans  ce  cas  T  •<[  p,  T'  >►  p'.  Ces  tensions  sont  constantes 
pendant  le  mouTcment. 

563.  La  pression  totale  u  exercée  sur  Taxe  du  treuil 
résulte  des  forces  qui  se  font  équilibre  autour  de  lai  en  y 
comprenant  le  poids  du  treuil.  Les  forces  centrifuges  des 
points  du  treuil  se  détruisent  mutuellement  et  ne  pressent 
pas  Taxe  à  cause  de  la  symétrie.  On  a  donc 

ou 

{pc^p'c^Y 


CT  =  p-h />-+-/>' — 


Pi^-f.^-H/^c'* 


S64.  On  peut  déterminer  le  mouTcment  du  treuil  sans 
recourir' au  principe  de  d*Alembert,  mais  en  introduisant 
les  tensions  T  et  T'.  Il  suflEt  d'éliminer  T  et  T  entre  les 
équations  (4)  et  la  suivante  : 


OU 


^Mi=  =  Tc  — rc\ 


donnée  par  la  théorie  du  mouvement  de  rotation  autc»ur 
d'un  axe  fixe.  On  retombe  ainsi  sur  réijuation  (2). 
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PENDULE    COMPOSÉ. 

lation  du  mouvement.  —  Pendule  composé  ramené  au  ptndnle  simple. 
-  Axe  et  centre  d^oscillation.  —  Axe  de  la  plus  Courte  oscillation. 


PENDULE    COMPOSÉ.    -^    ÉQUATION    DU    MOUVEMENT, 

)65.  On  nomme  pendule  composé  un  corps  qui  peut 

irner  autour  d'un  axe  uxe  horizontal. 

Prenons  Taxe  fixe  O  z  pour  axe  des  z  \  pour  axe  des  x 

Fig.  166.  une  horizontale  Oo:  perpendiculaire 

à  O2,  et  pour  axe  des  j  une  verti- 
cale O^  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  L'équation  du  4iOuve- 
ment  sera  (550) 

T,  Z  désignant  les  composantes  de  la  force  motrice 
tt  point  m  (x,  Jyz).  On  a  donc 

•X  =  b,  •  YssUîg',      Z=:Oy 

;>ar  suite, 

2  (Ya:  —  X/)  =  g'  2  wx  =  grMx,, 

tant  la  masse  totale  du  corps  et  Xx  l'une  des  coordoiv- 
^  du  centre  de  gravité  G. 
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Abaissons  G  A  perpendiculaire  sur  Oz,  menons  la  ver- 
ticale AD  et  abaissons  sur  cette  droite  la  perpendiculaire 
GD.  Soit  Gi  la  position  initiale  de  G,  c'est-à-dire  sa  posi- 
tion pour  /  =r  o.  Posons  G  A  =  a,  DAG  =  6,  DAGi  =  «j 
on  a 

Xi  =  GD  =  a  sin  $. 

Par  conséquent 

y  (Yx  —-  Xj)  =  gM Xi  =  gMtf  sin  0, 

D'ailleurs  tt)  =  —  —  »  et  si  l'on  appelle  MA*  le  moment 

d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le 
point  G  et  parallèle  à  Oz,  on  a 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  on  aura 

(2)  -_.4-_-f__smÔ  =  o. 

Cette  équation  détermine  9  ou  le  mouvement  angulaire 
du  centre  de  gravité  en  fonction  du  temps.  Pour  l'inlégrer 
on  la  multiplie  par  aJô,  et  l'on  trouve 

(3)  _  =  a'+^,(cos9-cosa), 
Ci  étant  la  vitesse  angulaire  initiale. 


PEIÏDULE    COMPOSÉ    RAMENÉ    AU    PENDULE    SIMPLE. 

566.  Au  lieu  d'intégrer  l'équation  (2),  il  est  préférable 
de  comparer  le  mouvement  du  corps  pesant  à  celui  d'un 
pendule  simple.  Si  le  corps  se  réduisait  à  un  point  maté- 
riel pesant  lié  à  un  axe  par  une  droite  rigide  dont  ort  né- 
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e  la  masse  et  de  longueur  /,  T équation  du  mouvement 


> 


d'B        g 


se  déduit  de  l'équation 

-—  -+--7^ — r»sinO  =0, 

faisant  k  =  Oy  a  =  l.  Supposons  ta  longueur  l  déter- 
lée  par  Téquation 


u 


ga      _ 

^g 

a»-f- A:- 

-  r 

/=r£ï-f- 

À* 

a 

)rs  le  pendule  composé  ou  plutôt  la  droite  AG  et  le 

idule  simple  auront  le  même  mouvement  angulaire, 

dB 
urvu  que  les  valeurs  initiales  de  0  et  de  —  soient  les 

;mes  pour  ces  deux  corps.  Ainsi,  lorsqu'un  corps  tourne 
tour  d'un  axe  iBxe  et  horizontal,  on  peut  toujours  assi- 
er  la  longueur  d'un  pendule  simple  dont  le  mouvement 
X  le  même  que  celui  du  corps,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
mplitude  des  oscillations.  Si  celles-ci  sont  très-petites, 
durée  d'une  oscillation  sera  donnée  par  la  formule 


=v? 


pourra  servir  à  déterminer  g  à  l'aide  du  pendule  com- 
•é,  connaissant  seulement  la  distance  du  centre  de  gra- 
^  du  corps  à  Taxe  de  suspension  et  le  moment  d'inertie 
corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  l'axe  de  suspen- 
ti  mené  par  le  centre  de  gravité. 


70 
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AXE    D  OSCILLATION. 


567 .  «Si  dans  le  plan  passant  par  Vaxe  et  par  le  centre 
de  granité  du  pendule  on  mène  une  droite  ÏBV  paraMe 

à  cet  axe  et  à  une  distance  à 
celui-ci  égale  à  l,  chaque  point 
de  cette  droite  se  mouvra  comm 
s\'l  ne  faisait  pas  partie  du  corps 
et  qu'il  fût  simplement  lié  h 
l'axe  par  une  droite  rigide  et 
sans  masse. 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  Tidentitéda 
mouvement  du  pendule  composé  et  d'un  pendule  simple 
dont  la  longeur  est  /.  Il  n^en  est  pas  de  même  des  aut^ 
points  du  corps  plus  rapprochés  ou  plus  éloignés  de  l'axe. 
Ces  derniers  oscillent  plus  vite  et  les  premiers  oscillent 
plus  lentement  cpie  s'ils  n'étaient  pas  liés  aux  autres 
points  du  corps. 

La  droite  IBI'  est  nommée  Taxe  d^ oscillation  du  corpS} 
correspondant  à  Taxe  de  suspension  O^.  Le  point B  de 
cette  droite  situé  sur  la  droite  AG  perpendiculaire  à  Taxe 
de  rotation  se  nomme  centre  d^ oscillation*  On  TobûfiD^ 

en  prolongeant  AG  d'une  longueur  égale  à  — • 

568.  Les  axes  d'oscillation  et  de  suspension  sontrc' 
ciproqueSy  c'est-à-dire  que  si  l'on  faisait  osciller  le  corps 
autour  de  II',  Taxe  de  suspension  primitif  O^  deviendrait 
l'axe  d'oscillation.  En  effet,  les  distances  du  centre  de 
gravité  à  Taxe  de  suspension  et  à  l'axe  d'oscillation  don- 
nent un  produit  égal  à  A*.  Donc  si  Ton  prend  cette  de^ 
nière  ligne  droite  pour  axe  fixe,  la  première  deviendra 
l'axe  d'oscillation.  La  longueur  du  pendule  simple,  (f^ 
fait  ses  oscillations  dans  le  même  temps,  sera  la  m^^^ 
qu'auparavant  et  son  mouvement  sera  le  même. 
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569.  D'après  ce  principe,  étant  donné  Taxe  de  suspen- 
Lon  d'un  corps,  on  peut  trouver,  par  l'expérience,  l'axe 
'oscillation  correspondant.  Il  faut,  pour  cela,  mesurer  la 
urée  dés  petites  oscillations  d'abord  autour  du  premier  » 
ms  autour  de  dififérents  autres  axes  parallèles,  jusqu'à  ce 
ne  le  temps  de  ces  oscillatious  soit  de  nouveau  le  même. 
A  distance  des  deux  axes  de  suspension  sera  la  longueur 
ésignée  par  /  et  fera  connaître  l'axe  d'oscillation  relatif 
u  premier  axe  de  suspension. 

570.  Il  y  a  une  infinité  d^axes  autour  desquels  les 
Petites  oscillations  sont  de  même  durée. 

D'abord  la  valeur  de  /  et  la  durée  des  oscillations  sont 
es  mêmes  pour  tous  les .  axes  de  suspension  parallèles 
iotre  eux  et  situés  à  égale  distance  du  centre  de  gravi  té» 
>uis({ue  A  et  a  sont  les  mêmes  pour  tous  ces  axes. 

Ensuite,  nommons  A,  B,  C  les  trois  moments  d'inertie 
dncipaux  relatifs  au  centre  de  gravité  G,  et  appelons 
-)  S^  y  les  angles  que  Oz  fait  avec  les  axes  principaux 
'u  point  G.  Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  GH,  droite 
■arallèle  à  Oz^  étant  représenté  par  MA',  on  a 

Mi»  ==  A  cos*a  ^-  B  cos»e  -H  C  cos'y , 

t  par  conséquent 

A  cos^  a  -t-  B  cos*  6  -f-  C  cos*  7 

^npeut  faire  varier  û,  a,  6,  y  de  manière  que  /  reste^ 
instante.  U  y  a  donc  une  infinité  d'axes  autour  desquels 
t  durée  des  petites  oscillations  est  la  même. 

AXE  DE  LA  PLUS  COURTE  OSCILLATION. 

571 .  On  peut  se  proposer  de  trouver  l'axe  autour  du- 
uel  la  durée  d'une  oscillation  est  la  plus  courte  ou  pour 
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lequel  la  longueur  /  est  la  plus  petite.  Supposons  que  Iod 

ait 

A<B<C. 

On  sait  que  la  plus  petite  valeur  de 

A  cos'  a  4-  B  cos'6  +  C  cos' 7 

est  A.  Il  faut  donc  faire  d'abord 


=  0,     €  =  9o«,     7=90% 


d'où 


/=  a  -f- 


VLa 


U  en  résulte  que  Taxe  de  suspension  est  perpendicu* 
laire  à  Taxe  du  plus  petit  moment  d'inertie  relatif  au 
centre  de  gravité.  Ensuite,  pour  obtenir  le  minimum  de  i) 


dl 


il  faut  égaler  à  zéro  —9  ce  qui  donne 


da 


-sjl  '=V^ 


dl 


ne 


On  a  un  minimum,  parce  qu'en  faisant  varier  a,  -r 

s'évanouit  qu'une  seule  fois  en  passant  du  négatif  au  po- 
sitif. 
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QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

PENDULE  CONIQUE. 

ule  conique.  —  Équations  du  mouvement.  —  Cas  où  le  point  pesant 
itedans  un  plan  horizontal.  —  Inté(pration  des  équations  du  mouve- 
ifit.  —  Maximum  et  minimum  de  la  valeur  de  g.  ^  Expression  du 
nps  employé  à  parcourir  un  arc  de  la  trajectoiro. 


PENDULE    CONIQUE.   —  ÉQUATIONS    DU    MOUVEMENT. 

« 

72.  Considérons  le  mouvement  d'un  point  maté- 
m  assujetti  à  semouvoir  sur  la  surface  d'une  sphère 
t  le  centre  est  au  point  O,  et  dont  le  rayon  est  /.  Le 
Il  m  peut  être  simplement  posé  sur  la  surface  sphé- 
le,  ou  bien  placé  à  l'extrémité  d*un  fil  ou  d'une  tige 
t  l'autre  extrémité  fixe  est  au  point  O.  En  désignant 
N  la  résistance  de  la  surface  ou  la  tension  du  fil  ou 
a  tige,  et  l'axe  des  z  étant  pris  dans  le  sens  de  la  pe« 
:eur,  les  équations  du  mouvement  sont 

)n  regarde  N  comme  positive  lorsqu'elle  agit  dans  le 
s  mO  ou  qu'elle  empêche  le  point  m  de  s'éloigner  du 
tre  O,  et  comme  négative  lorsqu'elle  agit  sur  le  pro- 
gement  de  mO,  ou  qu'elle  empêche  le  point  m  de 
oigner  du  centre  O.  On  a  l'équation 

t*  exprimer  que  le  point  m  reste  à  une  distance  con- 
te l  du  point  O. 


d^x       Nj? 

d^Y       ^y              d^z 

1 =  0, 

— 7T  ~\ r"=Oï     T- 

dt'    '     / 

dO     '      l            '      dt^ 
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573.  On  arriverait  aux  mêmes  équations  (i)  parla 
méthode  générale  de  Lagrange,  qui  donne 

d^  X  à,^  y  d*  z 

avec  la  relation 

déduite  de  Féquation  de  condition  (  aj.  Ecrivant 

et  ajoutant  cette  équation  multipliée  pajr  X  avec  (3),  on 
aura 

d^x     >x_  £\r     >r_         £^     ^_  _ 


équations   qui   ne  diffèrent  des  équations  (i)  qn^ence 
que  \  remplace  N.  On  voit  que  X  est  la  tension  du  fil  on 

\x    \  V     \  t 

l'action  du  fil  sur  m ,  puisque  "Y^    t^  "Y^  ^^^^  "^^  ^^ 

posantes  d'une  force  égale  à  X,  dirigée  suivant  mO,  À^ 
est  positive. 

CAS    ou    LE    POINT   PESANT    RESTE    DANS    UN    PLAN 

HORIZONTAL. 

574.  Examinons  d'abord  le  cas  particulier  où  le  point 
pesant  m  reste  dans  un  plan  horizontal.  Il  décrit  alors  un 
cercle  intersection  de  ce  plan  et  de  la  surface  sph^ 
rique  (2),  ou  bien  la  tige  décrit  un  cône  droit  dont  Taxe 
est  Oz.  On  a 

en  appelant  r  la  distance  du  point  à  Taxe  Or;  reslK 
rayon  du  cercle. 


QUARÀITTE-QUATRIÈMB  LEÇON.  17$ 

lia  troisième  des  équations  (i)  donne 

eur  constante.  On  tire  des  deux  premières 

-jf, — H 7  (2 J^^^  +  2ydx)  =  o, 

isque 

d.v^  -+-  û[r*  -H  ^** dx^  -{-  dy^ 

•'^  —  'dT^  —         dt'        ' 

dz 
?ause  de  —=0,  et  que  l'équation 

x^  4-y'  =  /»  —  A-» 

ane 

2  xdx  4-  ^jrdjr  =  o. 

La  vitesse  P  est  donc  constante  et  le  mouvement  circu- 
re  est  uniforme.  Cela  résulte  aussi  de  l'équation 

d^X  d^x 


\  donne 


*  dt^      ^  df'^^' 


dy  dx       ^ 

dt      '^   dt 


)ùron  tire  une  valeur  de  <p  proportionnelle  au  temps , 
étant  Tangle  que  fait  le  plan  zOm  avec  le  plan  zOy- 

575.  Il  faut  encore  une  équation.  On  a 

xd^x + r^^r     N(j?'+^')__ 
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Or  en  difierenliant  réqualion 

a:dx -^^  jrdjr  =  o, 

on  a 

xd^x  -{-yd^y       dx^  +  dy^ 

5? +      de      =  "■ 


Donc 


ou 


.       g'' 


en  remplaçant  N  par  sa  valeur  ^.  On  a  don< 


De  plus, 


et  aussi 


''='\fi=\/-k^'-'' 


-  =  -r  =Hsine, 


7  =  7-  =  «■•«"g®' 


)' 


6  désignant  l'angle  que  la  droite  Om  fait  avec  la  verli- 
cale  Oz. 

On  voit  que  la  force  centripète  -  est  la  résultante  «es 
deux  forces  N  et  g.  La  durée  de  la  révolution  est 

27rr  fk 


=^Vf 


876.  On  peut  obtenir  ces  résultats  d'une  autre  ma- 
nière. Le  point  m  se  meut  comme  un  point  libre  qui  sera'' 

sollicité  par  la  force  tangenlielle  —  et  parla  force ceotn- 
fuge  y  =  -•  D'après  le  principe  de  d'Alembert,  ces  forf^ 


'è 
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ses  en  sens  contraire,  et  le  poids  de  la  molécule  dot- 
it  donner  une  résultante  qui  sera  détruite  par  la  résis- 
ce  de  la  surface  sphérique  ou  du  fil.  Alors  la  force  tan- 
itielle  perpendiculaire  au  plan  mOz  doit  être  fiidlc, 
<]ui  donne  la  vitesse  (^  constante.  En  outre,  on  doit 
îr 


u 


ame  plus  haut. 

INTÉGRÀTIOir   DES   ÉQUATIONS   DU    MOUVEMENT. 

d77.  Il  faut  intégrer  les  équations 

A»   "^    /    ""^^ 

comme  on  a  déjà  la  relation 

suffit  de  trouver  deux  autres  équations  entre  x^  y,  z^ 

t  la  valeur  de  N.  ' 

On  trouve  d'abord  la  force  vive  ou  i^*  par  l'équation 

a  dxd'^x  +  %dyd^y  +  2  dzd'z 
5^5 2^^  =  0, 

^  donne 

.  «*'  =  2gz  -I-  constante  =:  2g  («  —  «.)  -|-  <>J , 

II.  12 


?* 


178 
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ou 

• 

(3) 

•^=2^(Z  — «,+  A, 

en  poMJtU  . 

* 

pI  55i  agh.. 

578.  On  a 

ensuite 

J 

d'où 

(4) 

xdy  —  r^  _r. 
dt          -^- 

#_ 

Elevant  au  carre  cette  équation  et  l'ajoutant  à  la  «uivante 
aussi  élevée  au  carré 

xdx  -^ydy zdz 


on  a 


dx^  I   dy^ 
Remplaçant    x*  +  j^'  par    /• — z^    et    —  ou 

dz^  dz^ 

^*  —  ^  P*^  ^^  ^^  —  ^0  H-  Ao)  —  -^^  on  obtient 

d'où 

ou  ^ 

(5)  ^=--=  ^ 


^25^  (/»—*»)(«-.  zp  +  A.)  ~C> 


579.  11  faut  avoir  la  valeur  de  C.  L'équation  (4)  ^' 
vient  à 


quarahte-quâtruëmc  lbçon.  i^ 

appelant  r.  la  distance  du  point  ma  l*axe  O^  et  vp 
gle  que  le  plan  zOm  fait  avec  le  plan  zOx*  On  peut 


re 


dt 

r -Xest  la  vitesse  de  la  projection  horisontale  du  point 

itimée  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  r, 
a  projection  de  la  vitesse  v  du  point  m  sur  la  perpen- 

Ji^ire  au  pUn  mOz^  4e  soriç  qu«  r-^  s^vcosc,  f 

it  l'angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  i^  avec  cette 
)endiculaire  (car  rd^  est  la  projection  du  petit  dïê- 
ds  sur  cette  perpendiculaire).  On  a  donc 

G  =?  r»  r«  ca9  <•• 

80.  La  constante  C  es(  nulle,  si  1  ai^^  esit  àvqii^ 
,  =  o,  ou  si  (^9  =  o  ',  alors  le  pendule  oscille  dans  un 
1  vertical. 
In  substituant  dans  la  formule  (5)  la  valeur  de  C 

'=  rj  c^J  cos'e.  =  agr^orj  cos*«o  =  3ig'A,(/'  —  zj)cos'eo, 


±ldz 
dt=  , 

^2gsJ[i'  —  z')  [z  ^  2«  4- A.)  -  (/'  —  «;)A«cos'e. 


^  MAXIMUM   ET    MINIMUM   DE    LA    VALEUR    nE    Z, 

H.  Si  Ton  égale  à  zéro  le  polynôme  sous  le  radical, 
ixra  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  de  z  quand 
•îe.  Cette  équation, 

(P  —  z')  (z  —  Zo  -f-  *•)  —  (/*  —  2Î)/«oCOS»e,  =r  O, 

12. 
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étant  du  troisième  degré,  a  au  moins  une  racine  réelle. 
Mais,  par  la  nature  du  problème,  z  ne  peut  avoir  un 
maximum  sans  avoir  un  minimum  et  mce  versa.  Donc 
les  trois  racines  doivent  être  réelles.  En  effet,  si  dans  ce 
polynôme  on  attribue  i  z  les  valeurs 

on  trouve 


4'où  Ton  voit  qu'il  y  a  trois  valeurs  réelles  de  2  qui 
réduisent  à  zéro  ce  polynôme  :  une  première  a  comprise 
entre  /  et  j7o  )  une  seconde  h  comprise  entre  z^  et  z%  -^i, 
et  une  troisième  n^ative  —  c  entre  —  2  et  —  00  ^  de  telle 
sorte  que  c  est  ^  h  Ainsi  Ton  a  en  décomposant  le  pre- 
mier membre  en  facteurs 

(/»— 8»)  (»  —  ».  H- *.)  —  (''  — »î)^*COS>«. 
=  («  —  «)  (2—  6)  (»-*-<?), 

d'où)  en  développant  et  comparant, 

n  -f-  h  —  c  =  z«  —  Aq  , 
{a  -h^)^  — a^  =  /% 

abc=z{r  —  «J)  ^0  cos'eo  -h  /^  (zp  —  A,). 

On  tire  de  la  seconde  équation 

puis  de  la  première 

.  ,       /»  — a»— A»  — fl^ 

^0  —  Zq^z  c  —  Il  —  ^  =  , ) 

fl  -h  6 

et  de  la  troisième 

(P^zl)h,  cos*ea  ==  i ^-^ r  =  —• 
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suite  Téquation  (7),  n^  580,  devient 


dt=z 


v^\/(«- *)(-*)('+ 7^) 


variable  z  restera  comprise  entre  a  et  b,  comme  sa 
ar  initiale  Zo,  car  si  Ton  supposait  que  s  devint  ^  a 

dz        , 
C[[  i,  la  valeur  de  ^  deviendrait  imaginaire.  Ainsi  a 

la  valeur  maximum  de  z  et  6  sa  valeur  minimum, 
'abord  on  prend  z  =  by  quand  t  croîtra,  z  croîtra 
lis  b  jusqu'à  a^  et  deviendra  égale  à  a  au  bout  d'un 
)s  t'  égal  à  rintégrale  de  la  valeur  dt  prise  depuis 
b  jusqu'à  z=:  a.  Ensuite,  après  ce  temps  t*j  z  dé- 
tra  en  allant  de  a  à  &  dans  un  intervalle  de  temps 
à  t'.  Puis  z  croîtra  de  nouveau  de  6  à  a  dans  un 
irel  intervalle  de  temps  égal  à  t' et  ainsi  de  suite.  De 
3  que  z  est  une  fonction  périodique  de  t^  dont  la  pé» 
eest2£^ 

lESSION   DV   TEMPS   EMPLOYÉ  A   PÀRCOURia   UN   ARC    DF 

LA   TRAJECTOIRE. 

i2.  Puisque  z  doit  toujours  être  comprise  entre  b  et  a^ 
\  pouvons  poser 


z=za  cos*  f  -H  ô  sin'-ç) 

(résulte 

«fe  =  —  i[a  —  6)  sin  9  cos  ^  dffy 

a  —  2  =  (a  —  b)  sin*  ^, 

z  —  b  :=z  {a  —  b)  cos*  7, 

,  abstraction  faite  du  signe, 

—  =  2  acp. 
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Si  Ton  porte  cette  yalevr  dans  l'équation  f  i) ,  n^  ë81  ^  on  ^ 

ï  2  W  <p 

OU 


t    y.  j  ,  *    A  (^  ^-   *)  ^? 

Eq     remplaçant    z    par    a    cos*    ç    -h   i   sin*  ç, 
a  —  (a  —  i)  sin*  ç,  on  trouve 


^/         y  g.  (/«  4.  i  ûfA  Hu  tfi)     /=        ^,  _  ^, 

,  i/i— - — ■ 1-- — ;fin^ 


oti  bien 


*=V' 


*(«-+•*) 


(3)  '  •         * 

ao 


V^(/*-|-2  ab-^-à^)  cos'(ï>  +  (/*-*-  2  «^  H-  ^*)  sin*? 

583.  Le  temps  poujr  aUer  d'u»  point  ^  =  6  à  un  aut=^ 
point  jz  =  a  s'obtiendra  «n  intégrant  cette  formule  ent:::— 
les  limites  6  et  a.  Le  temps  nécessaire  pour  aller  du  poi::==^ 
le  plus  haut  au  point  le  plus  bas  ou  du  point  le  plus  b 
au  point  le  plus  haut  est 


TT 


7  sm'  7 
en  posanjt 

7-  = 


ou  (290) 


-•=V.,/-^::/l.,ha)v^(H)v...j 
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>.  On  peut  avoir  des  valeurs  en  ire  lesquelles  ce 
est  compris  eu  reprenant  la  formule  (i) 


-¥ 


^,  _,.>(«  4-»  d^ 


8        \l{a'^b)z-^t*'^ab* 
Qe  z  est  comprise  entre  a  et  i,  on  a 


dt<isj 


a  (a  -4-  ^)  d^ 


g         ^{a -h  à)  b -^  i* -^  ab 


2  (a-h  b)  dff 

■■!  !■!  jnn  .,1 '.I 


g         ^{a -k- b)  a -{- P -i- ab^ 


^    V  ) 


g'{/*-i-2û6-|-Û*) 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

PENDULB  CONIQUE   ( SUITE).  —  MOUVEMENT  d'UNE  TIGE  PESANTE. 


Calcul  de  l'angle  ^.  —  Valeur- de  la  tension.  —  Cas  où  le  pendule  s'éeirte 
peu  de  la  verticale.  —  Mouvement  d'une  tige  pesante  tournant  autour 
d'un  de  ses  points  qui  est  fixe. 


CALCUL   DE    l'ahGLE   ^. 

585.  L'angle  ^  est  donné  pa.r  l'équation  (579) 


^*  =  F=:7-V ^TÂ— — 

Idz 
X   ■ 


(/»-  z')  j:tg\jïaZz)  [z^  h)  (^z  +  ^''^ 


qu'on  peut  écrire 


d'ifz=,sl[P'-a%t'^b')  '^ 


(P-^z')^[a-^  z)(«—  6V(a-h6>  +  /'+fl^ 


ou  bien,  à  cause  de  7; =  -  (  •■ h  --i—  ) , 

dz 
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I  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  a  cos*f  +  b  sin*f , 

L     (/—a)  cos'ç  -h  (/—  b)  8m*çJ 
I 

V(/^ -h  2  «A  4- «')  cos*f  +  (/* -f- 2  fl*  4- **)  sin* (p 

sorte  que  t^  est  la  somme  de  deux  intégrales  elliptiques 
troisième  espèce. 

586.  L'angle  dièdre  Y   compris  entre  les  deux  po- 
ions  extrêmes  du  point  m  est  donné  par .  T intégra- 

n  de  l'équation  précédente  entre  les  limites  o  et  -• 

dis  que  cet  angle  est  plus   grand  que  -•  Remar- 

on»  que  z  variant  de  &  à  a,  ou  f  de  -  à  o,  le  polynôme 

2 

'  4-  2  ai  4-  a*)  cos*  9  4-  (/*  4-  a  ai  4-  i*)  sin*  f  varie 
puis  /*  4-  2ai4-i'  jusqu'à  /*4-  2ai4-a*.  On  a  donc 


.  /(P—a^)(l^^b')  I        (/4-  a)  cos'<f  H-  (/4-  *)  sin»  7 

^^y  /24-2a6  4-fl'  I     £? 


(/ —  a)  cos^(f  4-  (/—  ^)  sin'  y. 


/(/^^fl»)(/'— ^')  I        (/4-fl)cos^ç4-  (/ 

•^"^y  /»4-2<i^4-ft'  I  ^«ï> 


(/— û)cos*ç4-(^— • 


J  iwcos'ç4-«sin*(p       ^/^  ^\V 'w       »  ^y 


^ïic  on  aura 


V    /^  +  2a^4-û'   LV('+a)(/4-ô)2       y^(/_«)(/_^)  2J 


iS6  covns  de  mécàhiqde. 

ou 

^^  ^  V^(/  +  ^)(/+^)-hV^(/-^)(/-6) 

et  l'on  aura  de  même 


m 

OU  bien 


•'<î\/ 


^^^^^a^^— -J  I  II— »»^<t.— ^J 


2/»  H"  2ab  -h  2  \^(^  —  a*)  {f  —  ^') 


ei  enfin 


T> 


2V'+ 


—  fl'-f-av/(/>— a»)(/»  — i»'i 


P-\-:iab-^a^ 


2  y    "^  /^-h2«6  +  62 

On  voit  donc  que  Y  est  plus  grand  que  -• 


TEIÎSION    DU   FIL. 

587.  Il  reste  à  déterminer  .la   tension  N  du  fil  ou  '' 
résistance  de  la  surface. 

En  multipliant  les  équations 

TF  +  T^*'' 

»r   n 


r//2  / 
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)ectivemeQt  par  x^y^  z,  et  ajoutant,  on  a 


dO 
l'équation 


-hN/  —  gz  =  0. 


xdx  -h  ydy  -f-  zdz  =  0 
ne 

xd'^x-^ yd'^y  -j-  zd^z  dx^  -|-  dj^  -i-dz^ ^ 

£/r^  dt* 

ic 

N  =r  ii±:lî  :=  f  (3Z  — 23.  -h  2^.). 

'ant  que  z  est  positive  ou  que  le  pendule  se  trouve 
dessous  du  plan  horizontal  mené  par  le  centre  O,  la 

îur  de  N,  — --^>  est  positive,  c'est-à-dire  que  cette 

:e  est  dirigée  de  m  vers  O.  Si  le  pendule  s'élève  au- 
sus  de  ce  plan,  z  deviendra  négative  et  il  pourra  àrri- 
que  i^^  -i-  g£  ou  g'  (3  z  —  2^  4-  a  ^o)  devienne 
si  négative.  Dans  ce  cas  le  point  fait  l'effort  N  pour 
)procher  du  centre,  et  la  force  N  tend  à  contracter 
ige. 

►88.  On  peut  vérifier  la  formule  (  a) .  Les  forces  N  et  g^ 
nexit  pour  résultante  la  force  effective  du  point  m, 

peut  se  décomposer  en  une  force  tangentielle  T  =  -y-»- 

Une   force   centripète  -•  Donc  ces  deux  dernières,. 

es  en  sens  contraire,  doivent  faire  équilibre  aux 
es  N  et  g.  Ainsi  la  somme  des  projections  de  toutes^ 
forces  sur  un  axe  quelconque  doit  être  nulle.  En  les 
jetant  sur  Ow,  la  projection  de  T  est  nulle,  puis- 
T  est  perpendiculaire  à  Omj  la  projection  de   f;, 
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est  —  y-*,  celle  de  la  force  centrifuge  est  —  -  «Ç  ou  —r- 
On  a  donc 


OU 


N  =  ±t£f. 


CAS    OU   LE   PENDULE   s'ÉCAUTE   PEU    DE   LÀ    TERTiaLE. 

589.  Si  le  pendule  s*écarte  peu  de  la  verticale ,  on  a 

^  =  g\J'\ ^ )» 

u  et  Ho  étant  très-petits,  ainsi  que  Aq. 

On  a  donc  à  peu  près  N  =  g^,  et  les  deux  premières 
équations  du  mouvement  deviennent 

,0        ^'+f.=.,   ^^-*-- 


*  -i-T'=''' 


Elles  donnent 


ou,  si  Ton  pose  ji  =  i/y» 
d'où  Ton  déduit 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite  est  donf 
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îilipse.  On  a 

tang  )p  =  -  tang  ^tt. 

L  durée  de  la  demi-révolutîon  est  -  ou  rr  i/->  c'esl- 

e  égale  à  celle  d'un  pendule  de  même  longueur  qui 
lerait  dans  un  plan  vertical. 

K).  La  projection  du  pendule  sur  un  plan  horizontal 
ira  encore  à  très-peu  près  une  ellipse  si  l'angle  que 
ndule  fait  avec  la  verticale  varie  très-peu,  ou  en  d' an- 
tennes si  les  valeurs  a  et  &  entre  lesquelles  z  reste 
prise  (581),  diflèrentpeu  Tune  de  l'autre  ;  car  alors 
ra  à  peu  près  constante.  En  effet,  si  z  restait  égale  i 

instante  A,  Téquation  ^  "H  "7 gT  =  o  donnerait 

:  y*  On  conçoit  que  si  z  diffère  peu  de  ky  là  valeur 

sera  à  peu  près  constante  et  égale  à  y*  Mais  on  peut 
>ir  de  la  manière  suivante  :  on  a 

trouvé 

a  -\-  b 


^  =  7(3*+ JT* )' 

g  (  an  3a»-h3à'  — g'  — à'-h2^^\ 

r^  2gi     ^   g  3fl  (z  — û) +  30  (z  — à)4-(a— *)' 
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et,  en  négligeant  z  —  a^  z  —  4,  [a  —  4)*, 


a  -\-  0  k  a 


De  là  résulte 


Ces  équations  ont  la  même  forme  que  les  équations  (i). 
On  en  conclut  que  la  projection  horizontale  du  pendhile 
décrit  une  ellipse  et  que  la  durée  de  la  demi-révoIutioB 

est  ir  i/->  valeur  uipindre  que  w  i/~. 

XOUTBMBITT    d'uNE   TIGE    PESANTE   TOURNANT    iUTOVI 
C'UN    DE   SES    POINTS   QUI   EST   FIXE. 

591  .^  En  désignant  par  x\  y\  z'  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  m  de  la  tige,  considérée  comme  uoe 
ligne  droite  pesante,  on  a  par  le  principe  de  d^Âlembert 


ou 


Prenons  sur  la  tige  un  point  L  dont  la  distance  au  point 
fixe  O  soit  /  et  soient  x,  /,  z  ses  coordonnées.  En  dési* 
gnant  par  u  la  distance  Om,  on  a 

(2)  x=—,   r  =  — »    ^=7"' 

et  Téquation  (i)  devient 


d^  x  ff^  Y  d^  z  


nnû 
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f««         ^  di^     -^  .     £<Sr»  a*  4-  >t'  ' 


posant 

y  wtf  =  Mfl,     y^mu^  ==:  M  (a*  -h  ^'), 

tant  la  distance  du  point  O  au  centre  de  gravité  de  la 
i  pesante,  M  la  masse  et  MX:*  le  moment  d'inertie  de 
te  tige  par  rapport  à  ce  même  centre  de  gravité. 
)nL  a  la  condition 

donne 

a?(ljr -4- >"^j^ -f- «^»  =  o. 

En  multipliant  cette  équation  par  ^  et  ajoutant  Téqua- 
ti  (3),  on  trouve 

d^a 

dt^  *' 


a 


92.  S'il  n'y  a  qu'un  seul  point  pesant  /a  sur  la  ligne 
te,  à  la  distance  /,  on  a  ^  ma*  =  f*  '*?  ^  'wm  :^  fil  et 

ti^x  d^y  d^  z 

-^-»-^'  =  o,    ^  +  Xr  =  o.    _  +  u_ff  =  o. 

es  équations  (6)  se  réduisent  à  celles-ci,  si  Ton  sup- 
î  1=  a-\ Ainsi  la  tige  pesante  se  meut  comme 


le  DcnUr  aônir.  Jatt  hlaHDKvcst/=«H Le 


Ce  pont  se  ment 

la  pesanteur  gti 

4aat  les  fiiipnffmtr'î  srait 

le  point 


-K^onl/.Ccstkto- 
por^.  Oa  a]!l  =  l/<.  n  «eCntpescniR 

râendnedeh 


ses.  ToMsles 


par  le  poôt  O.  Ccst  la 
Oy  égale  et  coMiaiie  a  la  lésistaBoe  de  ce  poiiL 

XyT.Zyifcwi  dTJesest  égalealaso— edcscoi^ 

XMUBesi  loaiesccs  forces  ctakot 
an  point  O,  dfaprès  le  principe  cmm  (pf 
des  foras  en  éqpnlibve  snr  nn  cœps  aofide  se  fcntew^ 
éqnfibfe  si  cDes  sont  transportées  en  nn  mènBepoioL 
Ona 


■;  ai  TOtB  de  la  prcmîèrv  «{ludoa  (6), 


X=-ix. 
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uito,  par  des  transformations  analogues, 

„        Mû.  „       Un  l^a 

•     Y=z—\y,     Zr=— Xz  +  Mg'-y-. 

>94.  La  pression  P  sur  le  point  O  n'est  pas  dirigée 
vant  la  tige.  Elle  est  la  résultante  de  deux  forces,  l'une 
îgée  suivant  la  tige  et  égale  à  Ma  X,  l'autre  verticale  et 

AehM.g~ — »  c'est-à-dire  à    la    composante  qu^on 

tient  en  décomposant  le  poids  M^  de  la  tige  en  deux 
ces  verticales  appliquées  au  point  fixe  O,  et  au  centre 
oscillation  L. 

595.  Si  le  centre  de  gravité  de  la  tige  coïncidait  avec 
point  fixe,  on  aurait  a  =  o ,  Z  =  oo  ,  et  le  mouvement 
la  tige  ne  serait  plus  celui  dhin  pendule  simple  de 
igueur  /.  Mais  dans  ce  cas  le  poids  de  la  tige  étant  dé- 
lit constamment  par  le  point  fixe,  la  tige  doit  rester 
nsle  plan  qui  passe  par  sa  position  initiale  et  par  la 
rection  de  la  percussion,  et  tourner  dans  ce  plan  avec 

vitesse  constante  0)=:^— • 

896.  On  arriverait  encore  aux  équations  du  mouve- 
îiit  en  expriiriaut  que  les  forces^  perdues  se  fout  équi- 
>re  autour  du  point  fixe,  ou  biea  par  la  formule  géné- 
le  de  la  dynamique.  Dans  ce  dernier  cas,  ou  prendrait 
ur  mouvements  virtuels  :  i^  le  mouvement  effectif^ 
un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  des  z. 


a.  i3 
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FllOPMén*É8   GÉNÉRALES    DU    MOUVEMENT.  —   MOUVEMENT  DU  CEimi 

DE  GRAVITÉ.  i 

Rmnarques  sur  les  systèmes  de  points  qui  peuvent  se  mouvoir  coidlne  dei 
corps  solidéS4  —  Mouvement  du  centre  de  gravite^  —  Vitesse  initiait 
du  centre  de  gravité  d'un  système  mis  en  mouvement  par  des  perças- 
sions. —  Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 


RJBlffARQUES  SUR  LES    SYSTEMES   DE  POINTS  QUI  PEUVENT  SE 
MOUVOIR   GOMME   DES    CORPS    SOLIDES. 

597.  CoDsidérons  un  système  de  points  matériels /n^ 
m\  m'\ . .  • ,  sollicités  respectivement  par  des  forces  P? 
P',  V'j .  • . ,  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 
X,  Y,  Z^  X',  Y\V\. . .  En  vertu  du  principe  de  d'Alem- 
bert,  si  Ton  applique  au  point  m  des  forces  parallèles 

aux  trois   axes  et  égales   respectivement  à  X  —  ''*"T7'  " 

Y  —  m  -— ,  Z  —  m  —-^9  €t  aux  autres  points  des  forces 

analogues,  toutes  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  au  J 
moyen  des  liaisons  du  système.  Les  conditions  de  cet 
équilibre  sont  comprises  dans  Péquation  générale  des 
vitesses  virtuelles  ;  mais  on  peut  parvenir  à  des  pro- 
priétés importantes^  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'expri- 
mer toutes  ces  conditions. 

Ainsi  l'équilibre  existant  entre  les  forces  mentionnées,  ^ 
dans  le  système  dont  nous  étudions  le  mouvement^  il  sub- 
sistera encore  si  Ton  introduit  entre  les  différents  points 
de  nouvelles  liaisons  telles  que  l'on  voudra,  pourvu 
qu'elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  les  condition*' 
données  •,  on  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  distances 
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Sférents  points  du  système  deviennent  invariables, 
iaisons  sont  telles,  que  les  points  puissent  se  dépla* 
as  que  leurs  distances  changent.  Il  en  résulté  quie 
"ces  doivent  satisfaire  aux  six  équations  d*éqailibre 
ystème  solide,  pourvu  toutefois  qu'après  la  solidi- 
n  il  n'y  ait  aucun  point  fixe  ni  aucun  point  assu*- 
demeurer  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  une  surfade 
Un  faisant  cette  restriction,  les  trois  prenpères  équa- 
Téquilibre  donnent  ^ 

5;(x- 

în 

-^^S".  I»¥=2''.  2:"è=2^- 

».  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme 
rps  solide,  c'est-à-dire  sans  que  les  distances  de  ses 
i  varient,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  équation  de 
don  se  réduise  à  une  relation  entre  les  distancet  ^ 
fférents  points.  En  effet,  soît 

quation  qui  doit  toujours  exister 'entre  lescoérdoh- 
ty  y  y  z,  x'. . .  et  dont  le  premier  membre  L  est  une 
ion  f  Ae  t  ex  de  x,  y,  z^  x',. . . .  Désignons  par 
r, .  • .  les  3  n  —  6  distarrt^es  des  différents  points  qui 
nt  rester  constantes.  On  a 


p 

-\/K- 

-x)'-(-(/- 

-r)'-HK- 

-«)?. 

9 

-Vi^"- 

-*)'+(r"- 

-j)'+(*"'- 

•  •  •  • 

i3. 
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Ou  peut  réduire  à  six  le  nombre  des  coordonnées  qui 
n'aient  plus  entre  elles  aucune  relation  donnée* et  pren- 
dre, par  exemple,  x,  j^  -&,  x' tj'  et  ocl'  pour  ces  coordon- 
nées arbitraires  et  indépendantes'.  On  aura  toutes  les 
autres  en  fonction  de  celles-là  et  des  quantités  p^q^.,.. 
Donc  chaque  équation  de  condition  telle  que  L posera 
réduite  à  la  forme 


L  =/(/?,  9,  r, .  .  . ,  or,  7,  z,  x\  x\  .r")  ~  o. 

Pour  un  déplacement  virtuel  quelconque,  p,  ç,  r,... 
restent  constants,  t  ne  variant  pas,  et  par  conséquent, 
puisque  Téquation  L  =  o  doit  être  satisfaite,  quelles  que 
soient  t,  f,  z,  x' ^  y\  x!\  ces  quantités  ne  doivent  pa» 
entrer  dans/.  Donc,  en  éliminant  de  réquationL=o, 
3  n  —  6  coordonnées  à  l'aide  des  équations  (2),  kssix 
autres  doivent  disparaître  en  même  temps,  et  TéquatioD 
L  =,  o  doit  se  réduire  à  une  simple  relation  entre  les 
distances  ^,  y,  r, . . . ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

« 

599.  On  ferait  le  même  raisonnement  en  exprimant  les 
3  n  coordonnées  en  fonction  des  distances  p^  ^9^v") 
et  de  six  autres  quantités  qui  fixeraient  la  position  arbi* 
traire  du  système  par  rapport  aux  axes  fixes  :  par  exem- 
ple, les  coordonnées  a,  6,  y  de  l'origine  d'un  système 
d'axes  O'x',  O'j^',  O'z',  liés  au  corps  solide,  et  les  trois 
angles^,  t{/,  d,  qui  déterminent  la  position  de  ce  nouveau 
système  d'axes  par  rapport  au  système  des  axes  Ox,  OjS 
Oz,  fixes  dans  l'espace.  L'équation  L  =^  o  prendrait  la 
forme 

/(/»»  ^y^j    '"»  a*^>  7>  ?»  ^>  6)=^o. 

Or  a,  6,  7,  (jp,  ^fB  n'y  doivent  pas  entrer,  puisque  celte 
équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs 
qu'on  leur  attribue.  Donc  L  se  réduit  à  une  fonction  de 

P»7 


<    '9  ...» 
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MOUVEMENT    UU    CENTRE    DE    GRAVITÉ.  « 

'Reprenons  les  équatipns  (597) 


2» 

=2". 

2" 

d'r 

=2^'. 

2" 

d^z 

=  2^. 

,  lieu  dans  le  mouvement  de  tout  corps  solide  libre 
Lout  système  qui  peut  se  mouvoir  comme  un  corps 
Soient  Xi,  j^i,  Zi  les  coor-données  du  centre  de  gra- 
VI  la  masse  totale  du  système.  On  a  toujours 

suite, 


^_  dzi        y^      dz 
\         dt        ^      dt 

.  suppose  un  point  matériel  toujours  placé  au 
de  gravité  du  système,  ces  formules  feront  con- 
sa  vitesse  à  une  époque  quelconque,  lorsqu'on 
.ra  celles  de  tous  les  points  du  système.., 
lifTérentiaut  de  nouveau  les  équations  (2)  et  en 
gard  aux  équations  (i),  on  trouve 


/        dKx, 


M 


dt 
d'  y 


2^. 


M 


r/'z 


~dF~  là^- 


198  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

De  là  résulte  le  théorème  suivaul  : 

Le  cemtre  de  grauùé  de  tout  système  libre  se  meut 
comme  srVes  masses  de  tous  les  points  matériels  j^étaient 
réunies  et  que  les  forces  motrices  y  fussent  transportées 
.parallèlenient  à  elles-mêmes. 

601 .  Si  l'on  connaît  le  mouvement  de  chaque  point  du 
système,  celui  du  centre  de  gravité  sera  également  connu 
à  un  instant  quelconque,  au  moyen  des  formules 


*'  * 


Mj:,  =:V/w.r,        Mj,  =  ^  m/,       MZ|  =  ^ 


mz, 


sans  qu^on  ait  besoin  de  recourir  au  théorème  précédent;  < 
mais  celui-ci  otfl  principalement  utile  pour  déterminer  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  lorsqu'on  ne  connaît 
pas  ceux  de  tous  les  points  du  corps.  Toutefois  il  faut   \ 
connaître  Tétat  initial  du  système  aGn  d'avoir  la  position 
et  la  vitesse  initiales  du  centre  de  gravité. 


VITESSE    INITIALE    DU     CENTRE    DE    GRAVITÉ    d'uN    SYSTEM!    , 
MIS    EN    MOUVEMENT    PAR    DES    FORCES    INSTANTANÉES. 

602.  On  peut  supposer  que  le  système  d'abord  en  re-  ; 
pos  soit  mis  en  mouvement  par  des  percussions.  Déter- 
minons, dans  cette  hypothèse,  la  vitesse  initiale  que  doit 
prendre  le  centre  de  gravité. 

Remarquons  à  cet  effet  que   si  Q  est  le  femps  pen- 
dant lequel  agissent  les  percussions,  Téquaiion 


lionne 


2-^=2" 


2":ï=2(X'-> 


Or,  soient  n^   b^  c  les  composantes  de  la  vitesse  que  1^ 
porrnssion  V  (X,  Y,  Z),  appliquée:  au  point  /r/,  lui  donne- 


t 
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lit  s'il  était  libre'.  On  sait  que 


^0 

Jo 


>ar  conséquent 


dx 


ysr^       ax        ^\ 


w.a  même  formule  aura  lieu  pour  les  autres  axes.  On  a 
loue,  en  ayant  égard  aux  équations  (a),  n^  599, 

broiules  qui  donnent;,  les  composantes  -^»    -^j  -~   de 

a  TÎtessc  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  doit  com- 
nencer  à  se  mouvoir.  On  voit  que  cette  vitesse  est  celle 
[ue  prendrait  un  point  ayant  la  masse  M,  placé  au  centre 
le  gravité  et  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces 
tistantanées  du  système  transportées  parallèlement  à 
Iles-mèmes  en  ce  point.  En  considérant  comme  autant 
e  forces  les  quantités  de  mouvement  que-  ces  percus- 
lons  imprimeraient  à  des  masses  libres,  ou  concevra  ces 
>rces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  au  centre 
e  gravité,  et  Ton  prendra  leur  résultante.  La  vitesse  ini- 
ale  du  centre  de  gravité  sera  dirigée  suivant  cette  ré- 
iltante  et  égale  à  la  valeur  numérique  de  la  même  ré- 
iltantc  divisée  par  la  masse  M. 

CONSERVATION   DU  MOUVEMENT  DU   CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

603.  Revenons  maiuienanl  aux  équations 

apposons  que  parmi  les  forces  appliquées  au  système  il  y 
Uitqui  proviennent  d'actions  mutuelles  entre  des  points. 
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Celles-ci  seront  égales  deux  à  deux  /  puisque  si  deux 
points  agissent  Tun  sur  Tautre,  la  réaction  est  toujours 
égfile  et  directement  opposée  à  T action.  Elles  ne  donnent 
donc  aucun  terme  dans  les  seconds  membres  des  équa-  i 
tions  (i),  et  par  suite  elles  n'ont  aucune  influence  sur  le 
mouvement  dû  centre  de  gravité.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans 
le  choc  de  deux  corps  par  jexemple.  Quand  ils  sont  assez 
rapprochés  Pun  de  l'autre,  leurs  molécules  agissent  réci- 
proquement les  unes  sur  les  autres,  mais  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  du  système  en  est  indépendant  et  est 
seulement  déterminé  par  les  forces  extérieures.  11  en  est 
.de  même  encore  quand  un  corps  solide  en  mouvement 
renfermant. un  gaz  se  trouve  brisé  par  une  explosion  :  les 
actions  réciproques  des  molécules  gazeuses  et  de  celles  du 
corps  solide  ne  modifient  point  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  de  leur  système. 

604.  Quand  toutes  les  forces  motrices  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque  s'y 
font  équilibre,  on  aura 

(2)         2^=°'    2^=°'    2^=*»  = 

les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  se  sim- 
plifient et  deviennent 


(3)               ^'^' 

o, 

rf'z, 

de  -''' 

d'où  Von  tire 

,,^                                     dx^ 

^^>                   dt  = 

:c, 

rfr.       , 

dz, 
dt 

C,  6"',  c"  étant  des  constantes.  Le  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  donc  rectiligue  et  uniforme.  C'est  ce  qui  arriva' 
en  particulier  quand  toutes  les  forces  qui  agissent  sur 
le  système  proviennent  d'actions  mutuelles  qui  agissent 
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e  ses  di£férenls  points.  Ce  cas  se  présente,  par  exem- 
dans  notre  système  solaire.  Â  cause  du  grand  éloi- 
ocient  des  étoiles,  les  forces  motrices  se  réduisent  à  des 
ons  réciproques  des  molécules,  et  dès  lors  le  mouve- 
it  du  centre  de  gravité  de  tout  le  système  est  rectiligne 
niforme. 

lette  loi  est  connue  sous  le  nom  dfi  principe  de  la  con- 
Hition  du  mouvement  du  centre  de  gravilé, 

i05.  On  peut  présenter  cette  loi  sous  une  autre  forme, 
ause  des  équations  (  2  )  on  a 


ù  il  suit  que  ^.^--r^    ^  '^-^r  '    2  '^  T  ^^^  ^®^  ^^* 

rs  constantes  quel  que  soit  t  :  c'est-à-dire  que  la 
ame  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  sys- 
le,  estimées  parallèlement  à  un  axe  quelconque,  est 
istante.  Et  si  Ton  considère  les  quantités  de  mouve- 
Qt  de  toutes  les  molécules  comme  des  forces  et  qu'on 
transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
nt,  elles  donnent  une  résultante  de  grandeur  et  de 
ection  constante.  Le  centre  de  gravité  se  meut  suivant 
'  ligne  droite  parallèle  à  cette  résultante  et  avec  une 
'Sse  égale  à  cette  résultante  divisée  par  la  masse  totale 
système. 
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Relations  entre  les  quantitésde  mouvement  d'un  système.  —  Principe  dei 
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RELATIONS    ENTRE    LES    QUANTITÉS    DE    MOUVEMENT 


d'cN    SYSTEME. 


606.  Considérons  toujours  un  ensemble  de  points  ma- 
tériels qui  peuvent  se  déplacer  comme  un  système  solide.  ' 
Les  forces  perdues 

d^  X  d^y  d' z 

« 

doivent  satisfaire  aux  trois  équations  d'équilibre  d'un 
système  solide,  qui  expriment  que  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  aux  trois  axes  sont  nulles: 
ou  a  donc 

et  des  équations  analogues  pour  les  deux  autres  axes.  On 
pourra  mettre  ces  équations  sous  celte  forme 


(.)     y 


m     z 


de' 

— J 

de 

d\i: 

do 

X 

d'^z 

dt^ 

d'z 

d'y 

2"(''^-='^)=2(-.-'-i 
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ivons  dit  qu  en  supposant  le  système  solidifié,  il 
it  y  avoir  aucun  point  fixe  ou  assujetti  a  de- 
»ur  une  ligne  ou  surface  fixe.  Toutefois  les  éqna- 
et  leurs  conséquences  subsistait  s'il  y  a  dans 
ne  un  point  fixe,  pourvu  qu'il  soit  pris  pour 
les  coordonnées,  parce  que  la  condition  d'équi- 
système  solidifié  est  dans  ce  cas  que  la  somme 
lents  des  forces,  par  rapport  à  trois  axes  passant 
)int  fixe,  soit  nulle  pour  chacun  des  axes. 

Les  sommes  ^{^x  —  Xj^)...,  qui  forment  les 

membres  des  équations  (i),  sont  nulles  lorsqu'en 
Qt  le  système  solidifié,  les  forces  qui  le  sollicitent 
iquilibre,  ou  bien  encore  lorsqu'elles  se  réduisent 
rce  unique  passant  par  l'origine  des  coordonnées. 
3S  deux  cas  on  trouve,   en  intégrant  les  équa- 


2       1    dx  dz\         , 


aleurs  des  constantes  c,  c',  c"  se  déterminent  d'a- 
positions  et  les  vitesses  initiales  des  points  du 
.  Il  résulte  des  équations  (a)  que  la  somme  des 
Ls  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  sys- 
r  rapport  à  chacun  des  axes  coordonnés,  et,  par 
lent,  par  rapport  à  une  ligne  droite  quelconque 
itante. 

Doue  si,  à  un  iuslant  quelconque,  on  considère 
des  forces  les  quanlités  de  mouvement  qui  ani- 
îs  différents   points  du  système,  qu'on  les  rora- 
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pose  cooune  si  elles  étaient  ap^îqnres  à  um  corps  so- 
lide, et  qa*on  les  réduise  à  Irms  forces  dirigées  soi?  ait 
les  axes  et  à  trms  eonpies  paraUcles  aax  plans  coordn- 
nés,  oo  tnmTera  tonjoars  la  même  rnollante  et  le  mêap 
ooi^e  résultant  par  rapport  à  nne  même  origine.  Le 


moment  de  œ  ooa^e  résnllant  est  k  :=  Vc'-r-  c'^+r'^. 
et  son  plan,  perpendicnJaire  à  la  droite  qni  fait  aTcc  ks 

axâ  des  angles  ayant  pour  cosinus  -r-'*    j»    jv  a  pou 

équation 

r'  X  -4-  f  '  jr  -I-  £3  =  o. 


PII3C1PE    DES    AUŒS. 


609.   Les  équations  (a)  peuvent  èlre  envisagées  sous 
un  autre  point  de  me. 

PendanI  que  le  point 
\I(x,  r*  -)  décrit  sa  trajec- 
toire MA,  la  projectioD 
OP,  de  son  rayon  vecteur 
OM  sur  le  plan  x Or, décrit 
pendant  le  temps  t  une  aire 
BOP  ou  A  dont  la  différen- 
tielle est 


^A  =  -;acrfjr  — yiir). 


La  première  des  équations  (2)  donne 

^      di         2    • 
d  où,  en  intégr.int. 

2 


I 
2 


Il  n  T  a  pas  de  constante  à  ajouter.  paiTe  que  À  doit  ê 


éirfi 
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iille  pour  t  =  o.  En  désignant  par  V  et  X"  les  aires  dé- 
'ites  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur  les  autres 
Uns  coordonnée,  on  aura  de  même 

Chacune  des  constantes  c,  c',  c"  représente  le  double 
e  Taire  décrite  dans  l'unité  de  temps,  par  la  projection 
u  rayon  vecteur  sur  l'un  des  plans  coordonnés.  De  là 
isulte  ce  théorème  :  ' 

Quand  les  forces  motrices  appliquées  à  un  système 
î  font  équilibre  en  supposant  le  système  solidifié ^  ou 
ien  quand  toutes  ces  forces  ont  une  résultante  unique 
assant  par  V origine  des  coordonnées  y  la  somme  des 
ires  décrites  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur 
hacun  des  plans  coordonnés  multipliées  respectiv^ement 
ar  les  masses  des  points  correspondants  est  propor- 
onnelle  au  temps.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  principe  de 
»  consen^ation  des  aires» 

610.  Cette  loi  a  lieu  en  particulier  quand  les  forces 
tutrices  du  système  se  réduisent  à  des  actions  mutuelles 
itre  ses  différents  points  ou  à  des  forces  constamment 
rigé^s  vers  un  même  point  fixe,  pourvu  qu'on  prenne 
Tui-ci  pour  l'origine  des  coordonnées.  En  effet,  lors- 
L  on  suppose  le  système  solidifié,  toutes  ces  forces  se 
truisent.  Si  l'on  suppose  le  soleil  fixe,  toutes  les  forces 
>trices  des  planètes  se  réduisent  à  des  forces  dirigées 
^s  le  centre  du  soleil  et  à  des  attractions  ou  à  des  répul- 
tis  mutuelles  qui  se  détruisent  deux  à  deux.  Le  principe 
^  aires  doit  donc  être  vérifié  par  rapport  à  tout  plan 
'Hé  par  le  centre  du  soleil.  ^ 

ï^e  principe  de  la  conservation  des  aires  subsistera  s'il 
^^ient  dans  le  système  considéré  des  chocs  ou  des  exi- 
^sions  qui  proviennent  toujours  d'actions  mutuelles 
^ré  les  molécules. 
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! 

DU    PRIJfCIPE    DES    AIRES    DANS    LE    MOUVEMENT  RELATIF.         j 

1 
^ 

611 .  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  Torigine  des  coordon- 
nées fixe  dans  F  espace.  Prenons  maintenant  pour  origine 
un  point  mobile  avec  le  système.  Soit  Oi  ce  point.  Dési- 
gnons par  Xi,  j^i,  Zi  ses  coordonnées  par  rapport  à  un 
système  fixe  Ox,  Oy^  Oz.  Soit  m  un  point  ayant  pour 
coordonnées  or,  j^,  z  dans  l'ancien  système  et  J,  >?,  Çdans 
le  nouveau  composé  de  trois  axes  Oio:,,  Oijy^i,  OiZj  pa- 
rallèles aux  anciens  et  mobiles  avec  le  point  Oi.  On  aura 

(i)  .r=j:, -f-Ç,     7=/, -h>i,     3=z, -f-Ç. 

Remplaçons  x^  y^  z  par  ces  valeurs  dans  les  équations  (i) 

du  n^  606,  sans  toutefois  faire  cette  substitution  dans 

d}x    d^y    d^z    -  .,       1     . 

T-TJ  -TT  »  -TT*  '-•a  première  devient 
</^'      </f»      dt^  ^ 

^     do     ^^  ^     dt^      ^d    y  de       d^i 

Ici  nous  sommes  obligés  de  supposer  qu^il  n^y  a  dans  le 
système  aucun  point  fixe.  Alors  on  a,  en  vertu  des  trois 
premières  équations  du  système  solidifié  (S97), 

Uéquation  (2)  se  simplifie  et  devient 

d^x        d^Y  1         1' 

Remplaçons  maintenant  yj-^  et  -7^  par  leurs  valeurs  ue- 
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ites  des  équations  (i).  Nous  aurons 

612.  On  aurait  deux  autres  équations  auaIogu«s. 
n  voit  que  pour  qu'elles  deviennent  semblables  aux 
uations    (  i  )    du    n°    606 ,   il    faut   et    il    suffit    que  ' 

rj^y^mj TtS  "^^  ^^  '®*  deux  autres. quanti té$ 

lalogues  soient  nulles.  C'est  cer  qui  peut  être  fait  de 
S'érentes  manières. 

On  y  parvient  d'abord  en  prenant  pour  origine  mo- 
le le  centre  de  gravité  du  système,  car  alors  ^  mg, 

^wyj,  51  '''?  ^^^^^  nulles.  On  a  dans  ce  cas  les  trois 
[uations 

<-.es  termes  disparaissent  encore  et  l'on  retombe  sur  les- 

dations  précédentes  si  Ton  prend  pour  origine  mobile 

point  qui  ait  dans  l'espace  un  mouvement  rectiligne 

iiniforme',  car  alors  — rr^>  -—rr^  —rr  sont  nulles. 
'  di^        dt^      dt^ 

Enfin  il  existe  une  dernière  manière,  mais  beaucoup 

Mns  utile,  de  parvenir  au  même  résultat  :  c'est  de  dé- 

*miner  le  mouvement  du  point  Oj  d'après  les  condi- 


aoS 
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lions 

rf'x. 

d^y,             d'z, 

• 

dt' 

de*               dt^ 

]^/wÇ         ^WTï        ^iwÇ 

Ces  équations  signifient  que  la  force  accélératrice  du 
point  Oi,  ou  celle  quil  faudrait  lui  appliquer  à  chaque 
instant  pour  lui  donner  le  mouyement  qu'il  a  réellement, 
doit  être  constamment  dirigée  vers  le  centre  de  gravité  du 

système,  puisque  ^l"*?'  ^^^^>  51  "*?  *^^^  propor- 
tionnelles aux  coordoniiées  mobiles  du  centre  de  gravité . 
(Sn  ^17  ^i)  du  système. 

613.  Si  Forigine  des  coordonnées  mobiles  est  choisie  de 
l'une  de  ces  trois  manières,  on  aura,  par  rapport  aux  axes 
dont  Forigine  est  mobile,  des  propriétés  aemblables  à 
celles  qu'on  a  trouvées  pour  des  axes  fixes,  puisque  te 
équations  (5)  ont  la  même  forme  que  les  équations  (i)du 
n**  606.  D'abord  si  les  forces  se  font  équilibre,  en  suppo- 
sant 4e  système  solidifié,  ou  si  elles  se  réduisent  à  une 
seule  passant  par  Forigine  mobile,  les  seconds  membres 
des  équations  (5)  sont  nuls  et  on  en  conclut  encore  que 
la  somme  des  aires  décrites  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  sur  un  des  plans  coordonnés,  multipliée^  par  les 
masses  des  points  correspondants,  croit  toujours  propo^ 
tionnellement  au  temps  ou  est  constante  dans  des  temps 
égaux.  Ainsi  le  principe  de  la  conservation  des  aires  est 
vérifié  relativement  à  ce  plan  mobile.  Dans  notre  système 
planétaire,  par  exemple,  on  peut  prendre  pour  origine  des 
coordonnées  son  centre  de  gravité  :  car,  en  supposant  que 
les  étoiles  n'agissent  pas  sur  le  système,  le  mouvement 
de  ce  point  est  rectiligne  et  uniforme  (604).  Du  reste 
les  forces  motrices  de  ce  système  se  réduisent  à  des  actions 
mutuelles  entre  vses  différents  points,  en  sorte  qu'il  véri- 
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aie  principe  des  aires  relaùvement  à  un  plan  quelconque 
issant  par  son  centre  de  gravite. 


PLAH    DU    MAXIMUM    DES    1 


614>.  Considérons  toujours  un  système  de  points  en 
mouvement  pour  lequel 
le  principe  des  aires  a 
lieu,  en  prenant  pour  ori- 
gine un  point  O  fixe  ou 
mobile  suivantles  condi- 
tions établies  précédem- 
ment, et  proposons-uous 
de  trouver  un  plan  tel, 
[ue  la  sonune  des  produits  des  masses  par  les  aires  que 
lécrivent  les  projections  de  leurs  rayons  vecteurs  sur  ce 
lUn  soit  un  maximum. 
Le  rayon  vecteur  Om  du  point  m  décrit  une  surface 
ODÎque  dont  l'élément  mOn  est  dans  le  plan  tangent, 
oii  da  cet  élément  et  appelons  et.  S,  y  les  angles  que  la 
erpendiculaire  OD  à  son  plan  fait  avec  les  ases  coordon- 
^Ox,  Oj,  Oz.  Désignons  par  tù  l'aire  décrite  par  la 
rojection  du  rayon  vecteur  Om  sur  un  plan  quelconque  P, 
îrpendiculaire  à  une  droite  qui  fait  avec  les  axes  les 
igles  A,B,C.  En  appelant  0  l'angle  DOE,  ou  l'angle 
le  le  plan  de  l'aire  da  fait  avec  le  plan  de  projection  P, 


lîsque  dut  est  la  projection  de  du  sur  le  plan  P. 
D'ailleurs  les  projections  de  da  sur  les  plans  xOy, 
^s,rOz  sont  d\,  tiy ,  dX",  et  l'on  a 


rfi'  =  rfffCOse,      d\=d 
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En  multipliant  cette  dernière  par  da  et  ayant  égard  aux 
équations  précédentes,  on  aura 

d<ù  =  É?X"  cos  X-hdV  ces  B  +  </ X  ces C, 
d'où 

6>  =  V  cos  A  -I-  X'  cos  B  -H  X  cos  C; 

par  conséquent 

y  m  (ù = co$  A  5!'"  ^"  "^  ^°*  ^  5j  'w  ^'  "H"  cos  c  y /»  >. 

Mais  on  sait  que  (609) 

2'«^=^«»  2*"^'=^'''  2'"^"=;''" 

donc  on  a 

(0  y  m  fe)  =  (c^^  cos  A  -\-  c  cos  B  -H  g  cos  C  )  •— 

Dans  cette  équation,  le  coefficient  de  t  est  constant, 
le  plan  P  étant  donné. 
Posons 


On  peut  écrire 

(?.)  y  m  M  =  ( -y  cos  A  4- 7- cos  B  -f-~cosC)  -  e. 


c""    c'    c 


Il  est  permis  de  regarder  -7-57-57  comme  étant  les  cosi- 

A'       A'      n 

nus  des  angles  formés  par  une  certaine  droite  OF  avec  te 
axes  coordonnés,  droite  dont  la  direction  est  indépen- 
dante de  la  position  du  plan  P.  Par  conséquent,  si  nous 
concevons  un  plan  t:  perpendiculaire  à  OF,  la  posiuon 
de  ce  plan  ne  dépend  pas  non  plus  de  celle  du  plan  P.  ^ 
(p  étant  l'angle  EOF  ou  l'angle  des  plans  P  et  tt,  on  a 

c  c  c 

cos  cp  =  -7- cos  A  4-  -r  cos  B  4- tCOS  C9 
^       k  k  k 
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r  suite 

)  \  m«  =  —  Xf  cos(p. 

Ainsi  la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  P,  multi- 
îées  respectivement  par  les  masses  des  points  correspon- 

ints,  est  égale  au  produit  de  -  kt  par  le  cosinus  de  Fangle 

îs  deux  plans  P  et  ti 
C!omme  la  quantité  k  ne  dépend  pas  de  la  position  du 

an  P,  Téquation  (3)  montre  que  la  quantité  \^m«  est 

aximum  lorsque  (f  est  égal  à  90**,  c'est-à-dire  lorsque 
plan  de  projection  P  coïncide  avec  le  plan  tt.  On  a  alors 

)  ^  fw  «  =  —  A-f . 

Tl  existe  donc  un  plan  fixe  tel,  que  la  somme  des  aires 
entes  pendant  un  temps  quelconque  par  les  projections 
s  rayons  vecteurs  des  points  mobiles  sur  ce  plan^  mul- 
^liées  par  leurs  masses,  est  plus  grande  que  pour  tout 
'tre  plan  de  projection.  Ce  plan  est  toujours  le  même, 
Lel  que  soit  le  temps  écoulé.  On  l'appelle  pour  ces  deux 
isons  plan  du  maximum  des  aires  ou  plan  ins^ariable. 
>ti  équation  est 

c^^x  -h  c'y  -^cz-r^o 

la  somme  ^^  m  Cl)  relative  à  un  autre  plan  de  projection 

déduit  de  celle  qui  se  rapporte  au  plan  tt^  en  la  multi- 
iant  par  le  cosinus  de  Fangle  des  deux  plans. 

Ce  plan  est  le  même  que  celui  du  couple  résultant  des 
iiantités  de  mouvement  du  système  solidifié,  qui  a  été 
^terminé  précédemment  (602).  ^j^ 


«4 
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DES    FORCES    VIVES    DANS    LE    MOUVEMENT    d'UN    SYSTÈME. 

Principe  des  forces  vives.  —  Autre  démonstration.  —  Conséquences  du 
principe  des  forces  vives.  —  Des  forces  vives  dans  un  système  à  liaisons 
complètes.  —  Des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif. 


=  0. 


PRINCIPE  DES   FORCES   VITES. 

615.  Considérons  un  système  de  points  m,  m\  m",.. ., 
sollicités  par  des  forces  P,  P',  P'^v^  dont  nous  désigne- 
rons les  composantes  parallèles  à  trois  axes  rectangulaires 
par  X  9  Y,  Z ,  X',  Y',  Z' , . . . .  En  combinant  le  principe 
de  d'Alembert  avec  celui  des  vitesses  virtuelles  on  obtient 
Téquation 

Les  liaisons  du  système  étant  exprimées  par  un  certain 
nombre  d'équations 

(2)  L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,..., 

qui  doivent  être  satisfaites,  à  une  époque  quelconque,  par 
les  coordonnées  oes  points  du  système  et  par  ces  coor- 
données après  un  déplacement  virtuel,  il  en  résulte  (489) 
que  les  variations  des  coordonnées  sont  assujetties  à  satis- 
faire aux  équations  suivantes,  dans  lesquelles  le  temps  est 
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pposë  coiislaut  : 

dla^         dL  ^         dL^        dh^    , 

c/M^         dm^         dU^         dU^    , 

— -^xH--— ^r-+--7-^2-+-3-?^^  -H  .  .  .  =o. 

dx  dy    "^         dz  d,r 


D'un  autre  côté,  dans  le  mouvement  effectif  du  sys- 
ne,  les  coordonnées  des.  points  devant  satisfaire  aux 
uations  de  condition  (2),  on  a,  en  dilTérentiant  celles-ci 
r  rapport  à  f,  variable  indépendante, 

dL  ^        dL  ^         dL  _,         dL  ^        dlu  ^  , 
-di^-da:^-dy^-dz^-dx-^,..^o, 

rfM  ^        rfM  ,        du  ^        dm  ^        d^li  ,  , 
-.Ht^—dx^  —  dy-^  —  dz^-^dx^.,.^0, 


On  a  déjà  expliqué  la  distinction  essentielle  qui  existe 
tre  les  variations  dx,  dy^  Jr,  qui  répondent  à  un  dé- 
icement  virtuel  du  point  M,  et  les  différentielles  dx^ 
,  dz^  qui  se  rapportent  au  déplacement  réel  que  prend 
point,  dans  le  mouvement  général  du  système.  Suppo- 
is  que  les  équations  de  condition  ne  renferment  pas 
temps  explicitement.   Alors  les   dérivées    partielles 

•y  — ,  •  •  •  9  étant  nulles,  les  équations  (3)  et  (4)  mon- 

nt  qu'on  pourra  faire 

Bx  r=  r/j?,     §Y  =  djr^     Sz  =  dzy     $x'  =  dx' ,  .  .  ,  . 

isi,  parmi  tous  les  déplacements  virtuels,  compatibles 
'C  les  liaisons  du  système,  il  sera  permis  de  choisir 
ui  qui  se  rapporte  au  mouvement  rccl  Hé  chaque  point. 
>rs  Véqualion  (i)  deviendra 

[(x-,„S),.-.(v-»g)*+(z_4;)*]=o, 


ai4  COL'RS    DE    MÉCASIQUE. 

OU 

Mais  à  cause  de 
on  a 


^.P»=: , 


d'où  résulte 


(6)  d  2  w*''  =  2  2  (Xrfx  4-  Yc(r  +  Zrfz), 

ou,  en  appelant  ^^  la  projection  du  chemin parcouni  par 
le  point  M  sur  la  direction  de  la  force  P, 

(7)  d^m9^=:i^J^dp. 

Donc  la  di£férentielle  de  la  somme  des  forces  vives  de 
tous  les  points  du  système  est  double  de  la  somme  des 
quantités  de  travail  élémentaire  des  forces  motrices. 

616.  Si  Ton  intègre  Féquation  (6),  entre  les  limitas 
fo  et  e,  on  aura,  en  désignant  par  ^o  I^  vitesse  initiale  du 
point  M, 


(8)    ^mi^'^^mul=^   f    2(Xrfx4-Yd[r4-Z^5 


)• 


1 

Donc  dans  tout  système  dont  les  liaisons  sont  indépen- 
dantes du  temps  j  F  accroissement  de  la  somme  des  forces 
viifes  de  tous  les  points^  pendant  un  temps  çuelcon(lufi) 
est  égal  au  double  de  la  somme  des  trav^aux  de  toittes 
les  forces  pendant  le  même  temps. 
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Ainsi  la  différence  des  deux  sommes  de  forces  \ivcs  à 
leux  époques  quelconques  ne  dépend  que  des  coordonnées 
les  points  mobiles  à  ces  deux  époques  et  nullement  de 
eors  liaisons  ni  des  chemins  qu'ils  ont  suivis  pour  passer 
l'une  position  à  une  autre. 


AUTRE    nÉMOfiSTHATION. 

617.  La  force  P,  qui  agit  sur  le  point  M,  peut  être  dé- 

dt 


composée  en  deux  forces,  la  force  tangentielle  m  —  et  la 


mv^ 


orce  centripète  —  >   p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la 

.rajectoire  au  point  M.  Des  forces  égales  et  contraires  à 
^esdeux  dernières  forces  étant  jointes  à  la  force  motrice  P, 
il  doit  y  avoir  équilibre  et  par  suite  la  somme  de  tous  les 
oiomeuts  virtuels  doit  être  nulle. 

On  démontrerait,  comme  précédemment,  que  si  les 
liaisons  du  système  ne  dépendent  pas  explicitement  du 
lemps,  on  peut  prendre  pour  le  déplacement  virtuel  de 
chaque  point  son  déplacement  réel  ds.  Soit  dp  la  projec- 
lion  de  ds  sur  la  force  P  :  le  moment  virtuel  de  cette 
force  eslP  dp  :  celui  de  la  force  tangentielle,  prise  en  sens 
contraire,  est 

—  m  -r  ds  zzz  —  /«—-€/<;  =  —  niv  dv  : 
dt    .  dt 

celui  d'une  force  égale  et  contraire  à  la  force  centripète 
est  nul.  On  a  donc 

\^  Vdp  —  ^  mvdv  =  o, 


ou 


(7)  d'^mv^z^i^Vdp, 

d'où  l'ondcduil  (^nroro  iVqiiation  (8). 


2l6  COURS   DE    MÉCANIQUE. 

CONSÉQUENCES    DU    PRINCIPE    DES    FORCES    VIVES. 

618.  Quand  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices  appliquées 
au  système  ou  si  les  forces  se  font  équilibre  à  chaque 
instant,  on  a 

et  l'équation  { 7  )  donne 


2 


mv*  :±z  CODSt. 


Ainsi  9  dans  un  système^  assujetti  à  des  conditions 
quelconques  y  mais  qui  ne  dépendent  pas  explicitement 
du  temps  j  s'il  ri  y  a  pas  de  forces  motrices  ou  si  les 
forces  motrices  se  font  continuellement  équilibre^  h 
somme  des  forces  vii^es  reste  constante. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la 
conservation  des  forces  viues.  Observons  que  dans  les 
systèmes  où  il  a  lieu,  les  points  n'étant  soumis  à  aucune 
force  motrice,  leurs  vitesses  ne  varient  qu'en  raison  de 
leurs  liaisons  et  de  l'obligation  de  se  mouvoir  sur  des 
surfaces  ou  sur  des  courbes  fixes. 

619.  Supposons  que  la  fonction 

^(Xdx-hYdf-hZdz) 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  variables 
Xy  y,  ^,  a:',  • . . ,  considérées  comme  indépendantes  ou 
comme  liées  entre  elles  par  les  équations  L  =  o,  M  =  o,..* 
Soit 

(0      2'^{X(ia:^Ydy'\-Zdz)z=d./{a:yX,z,  x',.  ..). 


QUARÀMTE- HUITIÈME    LEÇOIT.  317 

)ti  aura,  en  intégrant  Téquation 

»ar  rapport  au  temps, 

3)  2  wiP»  =  C  4-/(a;,  /,  Zy  y,  /, . . .). 

Pour  déterminer  la  constante  C,  désignons  par  t^^  la 
itesse  d'un  point  quelconque  M,  et  par  Xo,  jo>  ^09  ^^s 
:>ordonnées  à  une  époque  quelconque  fo-  On  aura 

•}  par  suite, 

onc  lorsque  le  système  passe  if  une  position  à  une  autre  j 
accroissement  de  la  somme  des  forces  vi^es  ne  dépend 
<e  des  coordonnées  des  points  dans  ces  deux  posi" 
>ns»  Pour  évaluer  cet  accroissement,  on  n^a  besoin  de 
nnaitre  ni  les  liaisons  des  points  dans  cet  intervalle,  ni 
3  chemins  qu  ils  ont  suivis,  ni  le  temps  qu'ils  ont  mis  à 
i  parcourir. 

620.  L'équation  (5)  montre  que  si  les  points  mobiles 
cupent  la  même  position  à  deux  épdques  différentes  t  et 
>  la  somme  des  forces  vives  aura  la  même  valeur  à  ces 
iXLX  époques.  On  aura  dans  ce  cas 

>urvu  que,  les  coordonnées  des  points  reprenant  les 
êmes  valeurs,  la  fonction  f(x,yy  z,  x', . . .)  reprenne 
*ssi  la  même  valeur.  C'est  ce  qui  pourrait  ne  pas  avoir 


! 


2l8  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

lieu.  Par  exemple,  si  dans 

2(Xi/x-+.  Ydf  +  Zdz) 

on  a  une  partie  telle  que  — ^^ —  qui  est  la  difiéren- 

X  'T' y 

tielle  d^uu  arc  0,  dont  la  tangente  est  ~)  si  le  point  m  re- 

X 

vient  à  la  position  qu'il  a  déjà  occupée  en  tournaul  tou- 
jours dans  le  même  sens  autour  d'un  axe,  quelle  que  soit 
la  courbe  décrite,  l'angle  6  aura  augmenté  de  27r ,  de  sorte 
que  la  fonction  y  dans  laquelle  entre  9  n'aura  pas  repris 
sa  valeur  primitive. 

621 .  L'expression  V  (  X  <ia:  -+-  Y  dfy  -+-  Z  J-z  )  est  la  dif- 
férentielle exacte  d'une  fonction  de  x^y^  z^  od^. , .  quand 
les  forces  motrices  sont  constamment  dirigées  vendes 
centres  fixes,  et  qu'elles  sont  fonctions  des  distances  de 
leurs  points  d'application  aux  centres.  Cela  arrive  aussi 
quand  les  forces  proviennent  d'attractions  ou  de  répul- 
sions mutuelles  entre  les  points  du  système,  actions  dont 
les  intensités  sont  fonctions  des  distances  des  points  entre 
lesquels  elles  s'exercent. 

622.  L'expression  ^^  (Xc'jc-f-Y^ -f- Zrf^)  n'est  pas 

une  différentielle  exacte  dans  le  cas  où  les  points  du  sys- 
tème éprouvent  des  frottements  ou  la  résistance  d'un 
milieu.  Cela  tient  a  ce  que  les  frottements  et  les  résis- 
tances sont  des  forces  qui  dépendent,  les  premières  de  h 
pression  de  chaque  point  contre  les  surfaces  frottantes, 
les  autres  de  la  vitesse  de  chaque  point.  Dans  ce  dernier 
cas  on  a,  pour  le  point  M  , 

ILdx  -h  Ydj  -\-Zdzz=z  —/{i')  ds. 

Or  là  vitesse  ne  dépendant  pas  uniquement  de  la  position 
du  point  ni  de  celle  des  autres  points  du  système,  /(')''' 
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3  peut  pas  être  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de 
;  j",  z,  a/, . . . .  La  même  conclusion  s^applique  au  cas 
3s  frottements.  Dans  ces  deux  cas  il  y  a  perte  de  force 
ive,  et  cette  perte  dépend  d^ éléments  autres  que  les 
>ordonnées  des  points  du  système  dans  les  deux  positions 
3n  sidérées. 

DES    FORCES    VITES    DANS    UN     SYSTEME    A    LIAISONS 

C0MPL]::TES. 

623.  Quand  un  système  de  n  points  est  à  liaisons  com- 
lètes,  il  y  a  Zn  —  i  équations  de  condition:  un  seul 
Qouvement  virtuel  est  possible  à  chaque  instant,  et  il 
st  le  même  que  le  déplacement  réel  du  système.  Dans  ce 
as,  Féquation  des  forces  vives  suffît  pour  déterminer  le 
nouvement  de  chaque  point,  car  en  y  joignant  celles  qui 
xpriment  les  liaisons  du  système,  on  a  3?^  équations 
our  connaitre  les  expressions  des  3  n  variables  x,  y^  z, 
/,  y^ ...  en  fonction  du  temps.  Il  faut  alors  exprimer 
outes  les  variables  en  fonction  d'une  seule  9  convenable- 
ment choisie. 

Considérons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  corps 
olide  autour  d'un  axe  O^,  ce  qui  constitue  un  système  à 
iaisons  complètes.  On  aura,  en  conservant  les  notations 
labituelles, 

i)  d^mv'  =  2  ^(Xdx  -hYcif  -f-  Zdz). 

3r  on  a 

puisque  la  vitesse  angulaire  est  la  même  à  chaque  instant 
pour  tous  les  points  du  système.  D'ailleurs 

dx  dy  dz 
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donc 


COURS    DE    MÉCAJNIQUE. 


Substituant  dans  l'équation  (i),  on  a 


ou  bien 


équation  déjà  obtenue  (534). 

624.  L^équation  du  mouvement  du  pendule  composé, 

établie  comme  conséquence  de  la  théorie  des  mouyements 

Fîg.  170.  (Je  rotation,  peut  être  déduite 

de  l'équation  (i). 

En  conservant  les  mêmes  no- 
tations (365),  on  a 


y 


d.  2  mv^  =  d.  (w^^^iwr' 


et 


^{Hdx  ^Ydx-h  Zdz)  =  2 '^^ëdy, 


donc,  en  substituant, 


d .  l  tù' 


WmrA=:  7,^mgdx, 


et  en  intégrant 


w 


iV/wr'=  2g^  V  w/4-C  =  ag^Mj,  -H  C, 


M  étant  la  masse  totale  du  pendule  et  /,  ou  AD  l'r  *» 
rentre  de  gravité.  On  a  d'ailleurs 


j,  =  fi'cos  0 
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2'w'=M(«' -!->«•»). 


conséquent 


2  ga  cos  ô 

w'  :=:  ; — 

a' 


^our  déterminer  la  constante  C,  désignons  par  il  la 
îsse  angulaire  initiale,  correspondant  à  9  =  a.  On  a, 
is  ce  cas, 

Isa 
w»=:n»H S—-,  (cosô  —  cos  a). 


^  =  "  +  ^rrri  (  cos  o  ^  cos  «  ) , 


lation  déjà  obtenue  (565)  et  qui  représente  le  mouve- 
nt  du  centre  de  gravité. 

DES    FORGES    VITES    DANS    LE    MOUVEMENT    RELATIF. 

)25.  L^équalion  des  forces  vives  s'applique  au  mou  ve- 
nt relatif  d'un  système  quelconque  par  rapport  à  son 
itre  de  gravité,  pourvu  que  dans  ce  système  il  n'existe 
;un  point  fixe,  ni  aucun  point  assujetti  à  rester  sur  une 
irbe  ou  sur  une  surface  fixe. 

Soient  GaTi,  Gyi,  Gzi,  trois  axes  parallèles  à  trois 
;s  fixes  Ox^  Oy,  Oz  et  menés  par  le  centre  de  gravité 
Xi^jx^Zx)  à  une  époque  quelconque.  Désignons  par 
y?,  Ç  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  [x^y^  z) 
r  rapport  à  ces  axes  mobiles.  On  aura 

Nommons  f^  la  vitesse  du  point  M,  et  co  sa  vitesse 
lative,  c'est-à-dire  sa  vitesse  apparente  pour  un  obser- 
teur  placé  en  G  et  qui  serait  entraîné  avec  les  axes  mo- 
es.  Soit  enfin  x^i  la  vitesse  du  point  G. 


2  22  COURS    DE    MÉCAHIQUE. 

On  a 

(^)  -  = 5i^ ' 

d'où,  à  cause  des  équations  (i). 

j,ï  HZ    -4-  

dr  dv 


ou 


rfr,  d\        dy^  d^n        dzx  ^^\ 
'dF'dt'^lirdt'^'dt  Ht) 


(3)      p'  =  f'J  -hw»-f-  2(  —7-  --  -f-  -r--^H — T--r 

^    '  '  \  dt    dt  dt   dt         dt  dt 

Multiplions  par  m  les  deux  membres  de  cette  éqaation 
et  ajoutons  toutes  les  équations  analogues  relatives  aux 
autres  point  du  système.  Si  Ton  observe  que 

dzy    ^^         €/Ç 

puisque  l'origine  G  étant  le  centre  de  gravité,  on  a 
^m\  =  o,  etc.,  et  par  suite  ^ni  —  =  o,  etc.,lcq^^' 
tion  résultante  se  réduit  à 

ou 

(4)  ^mv^  =  Vi^\^^m^\ 

en  désignant  par  M  la  masse  totale  du  système. 

Ainsi  (et  cette  conséquence  s'applique  à  un  sysicinf 
quelconque  lors  même  qu'il  ne  serait  pas  entièrement 
libre  dansFespace),  la  somme  des  forces  'uives  des  fov^^^ 
dans  leur  mouvement  absolu  est  égale,  à  chaque  instant 
à  la  même  somme  considérée  dans  le  mouvement  reh^i 
autour  du  centre  de  gravité,  augmentée  du  produit  d^'^ 


QUARilJNTE* HUITIÈME    LEÇON.  2^3 

totale  du  système  multipliée  par  le  carré  de  la 
î  du  centre  de  grauité, 

.  Revenons  à  Thypothèse  primitive,  en  vertu  de 
le  on  suppose  le  système  entièrement  libre.  Substi- 

à  y^mt^*  la  valeur  précédente  dans  l' équation 
2  2)(X^H- Yr/>î  4- Zé/Ç). 


£fi==yx,  M^=yY,  Mi;^=yz, 


rf.Mfî  =  2  2(x^»-+- Yrfri  +  z^2,); 

Téquation  (5)  se  réduit  à 

f/.^mw^  =  2  2(Xi/Ç  H-  Xd-n  -+-  ZrfÇ). 

tte  équation  exprime  que,  dans  le  mouvement  relatif 
système  absolument  libre,  autour  de  son  centre  de 
té,  la  difTérentielle  de  la  somme  des  forces  vives  des 
s  du  système  est  égale  au  double  de  la  somme  des 
tités  de  travail  apparent  des  forces  motrices. 


3^4  COURS    DE   MÉCANIQUE. 


QUARANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

DU   CHOC   DES   CORPS. 

Choc  direct  de  deux  corps  sphériqucs.  —  Mouvement  du  centre  de gntTité. 
Choc  de  deux  corps  dépourvus  d'élasticité.  —  Choc  de  deux  corps pu- 
faitement  élastiques.  —  Vitesse  des  centres  de  gravité  après  le  choc.- 
Examen  de  quelques  cas  particuliers.  -—  Mouvement  du  centre  de  gn- 
vite.  -^  Principe  de  la  moindre  action. 


DU    CHOC    DIRECT    DE    DEUX    CORPS    SPHÉRIQUES. 

627.  Considérons  Jeux  sphères,  dont  les  centres  ^ 
meuyent  sur  une  môme  droite  Oj:,  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraires,  et  dont  tous  les  points  décriveB^ 
des  parallèles  à  cette  droite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  deux  corps  ^ 

meuvent  dans  le  même  sens.  Pendant  le  choc  ils  se  coi^ 

priment  mutuellement  et  leur  forme  sphérique  est  un  p^ 

altérée.  Pour  le  bien  concevoir,  il  faut  considérer  chaciï 

de  ces  deux  corps  comme  un  système  de  points  matériel- 

de  figure  variable  à  cause  des  actions  mutuelles  que  I^ 

molécules  des  deux  corps  exercent  les  unes  sur  les  autres 

La  détermination  du  mouvement  de  chaque  molécule  s^ 

rait  un  problème  fort  difficile,  mais  on  peut  obtenir  I 

mouvement  du  centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  dea 

corps  d'après  le  principe  qui  détermine  le  mouvementdi 

centre  de  gravité  d'un  système.  Il  résulte  de  ce  prîncîp 

et  de  celui  de  Tégalité  entre  l'action  et  la  réaction,  qu'î 

faut,  pendant  la  durée  du  choc,  supposer  appliquées  aut 

deux  centres  de  gravité  des  forces  égales  et  contraires,  di- 

rigées  suivant  Ox  et  qui  sont  les  résultantes  de  toutes  les 

actions  moléculaires.  Mais  ici  il  faut  distinguer  deux  cas. 
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628.  Si  les  deux  corps  sont  mous^  c'est-à-dire  dépourvus 
élasticité,  après  s'être  comprimés  jusqu'à  un  certain 
3gré,  ils  cessent  d'agir  l'un  sur  l'autre  à  l'instant  où  les 
Ltesses  sont  devenues  égales,  et  ils  continuent  à  se  mou- 
3ir  en  restant  juxtaposés  avec  une  vitesse  commune  et 
)nservant  la  forme  que  la  compression  leur  a  donnée. 

629.  S'ils  sont  élastiques,  ils  tendent,  au  moment  où 
compression  cesse,  à  reprendre  leur  forme  primitive 

issitôt  que  la  vitesse  est  devenue  la  même,  et  de  là  nais- 
Qt  de  nouvelles  pressions  qui  tendent  à  séparer  les  deux 
rps.  Si  ces  pressions  sont  égales  en  intensité  à  celles  qui 
it  lieu  dans  la  première  partie  du  choc  et  que  les  deux 
»rps  quand  ils  se  séparent  soient  dans  le  même  état  qu'au 
Loment  où  le  choc  a  commencé,  on  dit  qu'ils  sont  par- 
ùtement  élastiques.  Us  ne  sont  qu'imparfaitement  élas- 
ques  si  les  pressions  sont  moindres  dans  la  seconde  pé* 
iode  que  dans  la  première. 

MOUVEMENT    DES    CENTRES    DE   GRAVITÉ. 

630.  Occuponn-nous  maintenant  de  déterminer  le 
louvement  des  deux  centres  de  gravité.  Soient  OC=x  et 

p.  OC  ' = a/,  O  étwi t  un  poin  t  fixe 

pris  arbitrairement  sur  Ox, 
Soit,  à  une  époque  quelconque 
du  choc,  R  la  valeur  des  deux 
pressions  égales  et  contraires 
appliquées  aux  centres  des  deux 
dières  et  qui  résultent  des  actions  mutuelles  de  leurs 
loléculett.  En  vertu, du  principe  relatif  au  mouvement 
Gi  centre  de  gravité.  (600),  m  et  m*  étant  les  masses  dés 
mx  sphères,  on  aura 

d^x  ^  ,d'x' 

'     '  dt^  do 

II.  i5 


2^6  COtnS    DK   MÉCANIQUE. 

On  en  conclut  d'abord 


d'oi 


M  — p-  4-  m'  -— —  =  o> 


dx  ,  dx 

in—r--^ni'  — 7-  =const. 
dt  dt 


Donc,  si  Ton  appelle  v  ati^  les  vitesses  des  deux  corps^ 
au  commencemeilt  même  du  cboc,  on  aura 

me -h /»V=  eonst., 
et,  par  suite, 

dx  dxf 

(a).  m^j-  -\-  m  — ;-  =  iw#»  -f-  /w'i»'. 

dt  dt  ^ 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  quantités  d<: 
mouvement  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du 
choc. 

CHOC  DE  DEUX  CORPS  DÉPOURVUS  D^i^LASTIGITÉ. 

631 .  Supposons  maintenant  que  les  corps  soient  mous 
et  désignons  par  u  la  vitesse  commune  avec  laquelle  ces 
deux  corps  réunis  en  un  seul  se  mouvront  après  le  cboCi 
On  aura,  d'après  la  formule  (a), 

(  m  -f-  /w')  u  =  mv  -H  m  V  ; 

d'où 


H  = 


mv  -\-  m'v' 
m  4-  m' 


On  voit  que  si  avant  le  choc  les  deux  corps  allaient 
dans  le  même  sens,  après  le  choc  le  sens  du  mouvement 
commun  sera  le  même.  S'ils  allaient  en  sens  contraire,  k 
vitesse  commune  après  le  choc  sera  celle  de  la  sphère  qtti 
avait  la  plus  grande  quantité  de  mouvement.  En  parti- 
culier si  les  deux  corps,  allant  à  la  rencontre  l'un  à^ 
l'autre,  avaient  des  quantités  de  mouvement  égales,  k 
Y:hoc  les  réduirait  au  repos» 
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ÉQUATIOir  DES    FOECES    TlYES» 

2.  On  a,  pendant  toute  la  durée  du  choc  (630), 


m 


-3F  =  -^     «-5r=R} 


IW  tire,  comme  précédemment, 

eix  ,  da/  ,  , 

ni  -r-  -h  m'  -;-  =  /IIP  -4-  m V. 
dt  dt 

ar  déterminer  les  vitesses  des  deux  <Sentres  de  gra- 
iprès  le  choc^  il  faut  une  autre  équation i  En  ajou- 
es  équations  (i)  respectivement  multipliées  par  iidx 
!r^  et  intégrant  le  résultat,  on  trouve 


gnant  la  distance  des  deux  centres  de  gravité, 
ur  déterminer  la  constante  C,  comptons  le  temps  à 
r  du  commencement  du  choc  et  faisons  commencer 
grale  à  cette  valeur  initiale  du  temps  ^  il  en  résulte 


mp*  -h  m  V»  =  C 


tte  équation  exprime  que  la  somme  des  forces  vives 
I  époque  quelconque  est  égale  à  cette  somme  prise  au 
lencement  du  choc,  plus  le  double  de  l'intégrale  de 
prise  à  partir  de  la  même  époque.  Dans  la  première 
de  du  choc  la  somme  des  forces  vives  est  toujours 
dre  qu'avant  le  choc,  parce  que,  la  distance  des  cen- 
liminuant,  on  a  e/r<^o,  et  les  éléments  de  Tintée 

j  Kdr  sont  constamment  négatifs.  Dans  la  seconde 

i5. 
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période,  la  distance  des  centres  augmente  et  les  élémenti 
de  Tintëgrale  sont  toujours  positifs.  Mais  comme  R  a  da 
valeurs  moindres  c|ue  dans  la  {première  période,  l'inté- 
grale   /  Rf^r,  prise  pendant  toute  la  durée  du  ckoé,e8t 

n^^tive.  La  somme  des  forces  vives  est  donc  toujonn 
moindre  qu'avant  le  choc,  seulement  la  différence  ta  en 
diminuant  dans  la  seconde  période. 

CHOC    DE    DEUX    CORPS    PARFAITEMENT    ÉLASTIQUES. 

033.  Quand  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques, 
les  éléments  de  l'intégrale   I  Rdr  se  détruisent  deux  i 

deux,  parce  que  la  résultante  R  reprend  la  même  valeur 
quand  la  distance  r  redevient  la  même.  Il  en  résulte  que 
Tintégrale,  prise  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est 
nulle.  Dans  ce  cas  Téquation  (4)  se  simplifie  et  devient 


m 


fdxV  fdx'V 


634.  Proposons  -  nous  de  déterminer  les  vitesses 
V  =  -7-f  V'=  —  des  deux  centres  de  gravité  après  le 
choc.  On  a  les  équations  (630,  633) 

(  I  )  //iV  -h  m' V  =  /wi»  -4-  /wV, 

(a)  //tV»  -h  m'\"  =  mv!'  +  //tV>. 

Un  peut  les  mettre  sous  la  forme 

m  (V»  —  P')  =  m'  («»'»  —  V'^), 

(1*011  Ton  tire,  en  divisant, 

(3)  VH-f  =  V'-f-p'. 
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loDC  deux  équations  du  premier  degré  (i)  et  (3) 
nnent 


m  -h  m' 


( 


.  On  tire  de  ces  formules  diverses  conséqueiiiGes. 
Il  la  vitesse  commune  aux  deux  centres  de  gravité., 
ment  où  la  compression  est  la  plus  grande.  On 

) 


u 


m-^-m'    ' 


2  (  WK'  -f-  m  V  ) 

=  — ^ f   —  f*; 

m -h  m' 


V  =  2  »  —  V. 

trouvera  de  même  • 

V'=2a  — p'. 

c  la  vitesse  de  chaque  corps  au  milieu  du  choc  est 
^enne  arithmétique  entr^  sa  vitesse  avant  le  choc  et 
sse  après  le  choc, 
[uation 

V  —  V  =  p  —  *^ 

ir  encore  que  la  vitesse  relative  avec  laquelle  le 
de  gravité  C  s^éloigne  de  C  ^rès  le  choc  est  égale 

i^vec  laquelle  il  s'en  approchait  i  l'instqtnt  où  le 

eu  lieu. 

EXAMEN    DE    QUELQUES    CAS    PARTICULIERE. 

.  Si  le  corps  C  est  en  repos  au  moment  où  C  vient 
contrer^  i^'=  o,  iet  si  les  deux  corps  sont  mous,  la 


a3o  coiiM  iHi  MÉckmwi^am. 

vitesse  après  le  dioc  esi  (031  ) 


mv 


On  ne  peut  avoir  u  =  o  qne  si  la  masse  mf  est  infini] 
grande  par  rapport  à  la  masse  m.  C'est  ce  qm  arrive 
les  corps  moos  tombant  à  la  surface  de  la  terre. 

637.  n  n'en  est  plus  de  même  si  les  corps  sont 
faitement  élastiques.  Dans  ce  cas  les  formules 
n®  634)  donnent 

y  "= :-»     y  = 


Si  m'  est  infiniment  grande  par  rapport  à  m,  on  a 

V  =  —  1^,     V  =  o. 

Ainsi  le  corps  choqué  demeure  en  repos,  tandis  qne  ï 
est  réfléchi  en  sens  contraire  avec  une  vitesse  é 
celle  avec  laquelle  il  est  venu  rencontrer  le  premif 
C'est  ce  qui  arrive  lorsqu'une  sphère  élastique  j 
tombe  d'une  certaine  hauleur  sur  un  plan  fixe  h 
tal  qui  est  lui-mên^  élastique.  £Ue  doit  remonte' 
réaction  du  plan  fixe,  jusqu'à  son  point  de  dépa; 

638.  Quand  les  deux  masses  m  et  m'  sont  r 
les  deux  corps  sont  mous,  leur  vitesse  commun 
choc  sera 

2 

c*est-à-dire  la  moyenne  entre  les  vitesses  des 
avant  le  choc. 

Si  les  deux  corps  sont  parfaitement  ëlasti 
feront  qu'échanger  leur  vitesse,  car  en  fai.< 
les  formules  (4),  n^  634,  donnent 
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c,  si  TuD  des  corps  était  en  repos,  Tautre  restera 
ile  après  le  choc  et  lui  transmettra  sa  vitesse,  car 
o,  on  aura  V  =s  o,  V  =  i^. 

t  ce  qui  arrive  quand  une  bille  C  vient  en  choquer 
tré  C^  La  même  chose  aurait  lieu  si  un  nombre 
Fig.  i-jq.  quelconque  de   billes  égales 

X  /^"N/'^/^^  C'i  C>  ^^^  ^^  repos  et  parfaite- 
J^X^J^SJ  ment  élastiques  étaient  cho- 
quées par  une  bille  élastique 
t  même  masse,  suivant  la  droite  qui  passe  par  leurs 
;.  On  verra  facilement  que  toutes  les  billes ,  excepté 
îère,  resteront  en  repos  et  que  la  bille  C*'  seule  se 
!ra  avec  la  vitesse  même  qu  avait  la  première  au 
it  du  choc.  Toutes  ces  conséquences  sont  vérifiées 
q>érience. 

THÉORÈME    DE   CARWOT. 

La  somme  des  forces  vives  ne  change  pas  par 
lu  choc  quand  les  corps  sont  parfaitement  élasti- 
c'est  ce  que  montre  l'équation  du  n^  633.  Mais 
ils  sont  mous,  elle  diminue  et  la  différence  est 
1  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  ac- 
)u  perdues  par  les  deux  corps.  En  effet,  cette  dif-* 
:   exprimée   par   m^'' -H  m  V*  —  (/w -f- //<')  ?i*    esi; 

rfw^  H-  m' v'^  -h  (m  -f-  fn'  )«' —  2  (  /w  -+-  m')u  u 

plaçant  [m^m'\u  par  nw  -f-  mV.  On  a  donc  en, 
mt 

\n  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

peut  encore  mettre  cette  perle  de  force  vive  sous 
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la  forme -,  (i^ — i^')',  en  remplaçant  dans  le  deuxième 

membre  de  l'expression  u  par  sa  valeur. 


MOUVEMENT    DU    CfàrrRE   DE   GRAVITÉ    COMMTJlf. 

640.  D'après  un  principe  générardéjà  démontré  (603), 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  commun  du  système 
des  deux  masses  m  et  m' ne  doit  juis  être  altéré  pendant 
le  choc.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  dans  le  cas 
actuel.  En  effet,  Xt  étant  l'abscisse  du  centre  de  gra« 


vite,  on  a 


ou 


et 


(m  -h  /ii')'i  =  f>i^,-^  m' x' y 

,.  dxx  dx  ,dx' 

^  '   di  dt  dt 


(m  -f-  m']  —7^  =  iwp  4-  m V 
'    dt 


dxx       mv-^m'v' 


,  dt  m-^  m! 

Ainsi  la  vitesse  du  Centre  de  gravité  reste  constante  avai^ 
pendant  et  après  le  choc. 

PRINCIPE    DE    LA    MOINDRE    ACTION. 

641 .  Danç  le  naouvement  d*ua  système  de  corps  poi* 
lequel  le  principe  des  forces  vîVes  a  lieu,  si  l'on  multiple 
la  vitesse  de  chaque  point  du  système  par  sa  masse  et  p^ 
l'élément  de  sa  trajectoire,  et  qu'on  intègre  la  sommede  c^ 
produits  depuis  une  position  donnée  du  système  jusqa 
une  autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  inté- 
grale I  V  mx^ds  est  généralement  un  minimum.  Nous 
disons  généralement,  parce  qu'il  y  a  exception  dans  que/- 
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iscas  particuliers,  mais  on  démontre  que  dans  tous  les 
sa  variation  est  nulle. 
Supposons  que  l'on  ait 

2  '»«''  =  C  -h  (p  (x,  y,  z,  .r', . . . ), 
*  C=2/wX*  —  (p(<ï,  A,  c,  û'.. .), 


a 


y  m^v,ds^=z  ^  mc^p ,dt^=  -»  dt  \'  ^^, 
is 


le 


a  ensuite 
bien 

-2".(w|+«^4-K...^). 


^nc  on  aura 
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Mais  les  deux  points  extrêmes  étant  fixes  etdmmés,  ix^ 
dy^  âz^, , .  sont  nulles  aiix  deux  limites.  Donc  en  abies 


^     I     \'  171^^5  =  O, 


ce  qu'il  fallait  démontrer.  ^ 

Quand  les  points  mobiles  ne  sont  soumis  à.  aucune 
force,  ou  a 


et  par  suite 


!.. 


^mv*  =  Cy 


mv^dt^c(t — ^), 


et  comme  Fintégrale    1  mv^dt  =    i  mvds  est  un  mini- 
mum, il  en  résulte  que  t —  t^oyx  le  temps  du  trajet  est 


I 


aussi  un  minimum 


fcj  •-   . 
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CINQUANTIÈME  LEÇON. 

o 
TATION  d'un  corps  SOUDE  AtJTOUR  d'UN  POINT  HXB   (*). 

slatÎTes  au  déplacement  d'un  corps  solide.  —  Axe  instantané 
>n.  —  Détermination  de  la  vitesse.  —  Somme  des  forces  vives . 
ats  des  quantités  de  mouvemenL  —  Relations  entre  les  cosinus 
les  composantes  de  la  vitesse.  —  Valeurs  de  p^  q,  r  en  fonction 

»  ^,  f,  ô. 


5    RELATIVES  AU   DÉPLACEMENT  d'uW  CORPS  SOLIDE. 

Considérons  d'abord  en  lui-même  et  indëpen- 
Fig.  173.  damment  des  forces  qui  le 

produisent  le   mouvement 
de  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe  O. 
Soient  Ox,  Oy,  O^,  trois 

j^^rrT!^]]^       ^xcs  fixes  dans  l'espace  et 

«,  OoTi,  O/i,  0^1,  trois  axes 
liés  au  corps  et  tournant 
avec  lui  autour  du  point  O. 
On  a  les  formules 

us  a,  6,  c,  a', . . .  sont  les  mêmes  à  chaque  instant 
\  les  points  du  corps,  mais  varient  pendant  le 
mt  :  ce  sont  des  fonctions  du  temps.  Les  axes 


lus  grande  partie  de  cette  Leçon  a  été  publiée  par  M.  Stiirm 
uveîies  Annales  de  Mathématufuest  t.  \  (i85i'),  p.  fftg.' 
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étant  rectangulaires^  on  a  les  relations  connues 

ia'^a'^-ha'''=ii,  ab -\- a' b' +  a"  b"  z=i  o, 
b^^b'^-\'b''^=zi,  ûc-hûV-ha"  0*^  =  0, 
c»^-c'»H-c^*=  I,     bc  -f-  6V-h  b^c^^zzo, 

qui  en  entraînent  d'autres  équivalentes, 

(3)         ii»-h^'-hc»=i,     aû'-4- W^cc'=o, 

643.  Les  composantes  de  la  vitesse  u  du  point  m  paral- 
lèles aux  axes  fixes,  ou  les  projections  de  cette  vitesse  sur 
les  axes,  sont 

dœ da  db  de 

,/,  I  dr  da'  db'  de' 

rfz  da"         db"         rfc" 

dt  '    r/r  -^^    rfr  •    dt 

Comme  les  axes  Qxes  sont  arbitraires,  il  nous  est  perosis 
de  supposer  que  leur  position  soit  celle  qu'occupe  le  sys- 
tème mobile  des  axes  O  Xi ,  Oj^i ,  O  z  i ,  au  bout  du  temps  tj 
position  dont  ce  dernier  système  s'écartera  après  le  temps 

. ,        dx   dy    dz  ^     ,  , 

tp  Alors -^î  —j  —  deviennent  les  composantes  t<i,('i,^n 

de  la  vitesse  v  parallèles  aux  axes  Oxi,  O/i,  O^i,  auboQt 

du  temps  f ,  pourvu  qu'on  prenne  les  valeurs  de  —^  -j»"'» 

dans  cette  hypothèse.  Or  len  relations  (a)  donnent,  qut^l^ 
que  soient  les  axes  fixes, 

ada  -h  a^da'  -4-  a"da"  =  o, 
bdb^b'db'-\'b"db''=o, 
cdc  -^c^dc^  -^  c^dc'*  =  o, 
adb  -h  a'ilb'^  a'^db"-^  bda  +  b'da'  -h  b"da"z^  o, 
adc  -H  a' de'  -^  a" de"  -f-  cda  +  c'da*^  c"da"^  0, 
bde  -+-  b'dç'-^  b"dc"-^-  cdb  -f-  e'dV  H-  e"db"^o^ 

Si  Ton  suppose  que  ces  axes  fixes  coïncident  avecOJ^if 
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I,  au  bout  du  temps  t^  on  a  alors 

a  =:  I ,      A  =r  o,      c  =  O, 

a'=zOy     ^'==1,     c'=o, 

û''=:0,       6"=0,      €"=1^ 

lations  qui  précèdent  deviennent 

da  =0,  db-\-  da*  =  o, 
dh'^=.  o,  rfc  -4-  rfa'^rr  o, 
rfc"=  o,     rfc'4-  rf*''«  o. 

t  les  mêmes  résultats  en  différentiant  les  équa- 


"  dt"^'    dt'^      in"^^'     dt^      dt'^'^' 
)ns 

autités  ;;,  q^  r  déterminent  le  déplacement  après 
It  des  axes  Oxi ,  Oyi ,  O  Zi ,  liés  au  corps,  car  leurs 
3  nouvelles  après  le  temps  dt  que  nous  désigne- 
3a/,  0>/',  O^',  font  avec  celles  quHls  ont  au  bout 
t  et  qu^on  vient  de  prendre  pour  axes  fixes,  les 
i  ont  pour  cosinus  a-hda^  b  4-  db^  etc. ,  en  faisant 

=:i,     da  ^=s  Oy     b  =  Oy     db  =:  —  rdt,.,^ 
re  qu'on  a 

I   cos  j?iOj?'=  a  -h  da=  i, 
cos  X,  Oy=  db  =  —  nùif 
cos  XtOz'  =^dc  =.  qdt, 
cos  ^1 0«'  =  d!a'  =  rdi, 
cos  7^,0/'=  I, 
cos  ^1 0  «'  =  rfc/  =  — /w/r, 
cos  ZiOx'  zz  da'^=  —  qdt, 
cos  z.Oy  =  db":=pdt9 
cos  z,Oa'=:  I. 
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644.  Si  l'on  reprend  des  axes  fixes  qudconqiies  Ox, 
Ojr^  Oje,  les  lignes  Oxi  et  Ojr'  feront  avec  eux  desaB{^ 
ayant  pour  cosinus  a,cfjc/'  etb-^  db^  V  -h  dU^  V^iV\ 
on  aura 

co8x.0/  =  — Hif  =  fl(6-h</^)-+-fl'(^-hrfA0-*-«'(*'+^ 

ou 

(7)   •  ^rdt=adh-\'a'dh'  ^-a'dh'^ 

et  aussi 

rdt  =  cos^,  O  jr'  =  (û  -i-  dt^  4-  b\a'-^  da')  4-  ^''(11''+^^), 

ou 

(  8  )  rdt=bda'¥  b'da'  -f-  ^''d^'. 

On  aura  de  même  les  expressions  de  pdt  et  de  qdt  pour 
des  axes  fixes  quelconques. 

AXE    iNSTAÎfTAfiÉ. 

645.  Les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est  nuUe  à 
Tépoque  f,  se  trouvent  sur  une  droite  donnée  par  les 
équations 

q^i  —  rr»  =  o>     ''•^t  —  /^2i=  o,     jPJ,—  ya:,=  0, 

ou 

*i J^\ 2i 

p"  q^  r' 

Cette  droite  passe  par  le  point  fixe  et  fait  avec  les  aies 
des  angles  dont  les  cosinus  sont 


V^/^*H-  q'+  r*        y/p'-hq'-hr^        ^p'-hq^-hr^ 

Le  corps  tourne  donc  autour  de  cette  droite  pendant  le 
temps  infiniment  petit  di.  Mais  la  positioh  de  cet  axe 


iHs  intérieur  du  corps  change  d*UD  instant  à  un  autre, 
est  {lonjrquoi  on  l'appelle  Vaxe  instantané  de  rotation, 
es  lieux  des  axes  instantanés  dans  le  corps  et-  dans  Tes- 
ice  soQt  deux  surfaces  coniques  ayant  pour  sommet  le 
>int  fixe  O.  Elles  se  touchent  à  Tépoque  t  suivant  la 
"oite  qui  est.l'axe  instantané  actuel,  et  après  le  temps  dt 
livant  une  autre  droite  infiniment  voisine,  qui  a  décrit 
[1  angle  infiniment  petit  du  second  ordrcy  pour  devenir 
nouvel  axe  instantané  \  de  sorte  que  le  mouvement  du. 
►rps  n'est  autie  que  celui  du  premier  cône  attaché  au 
ftrps,  roulant  sans  glisser  sur  la  surface  de  Tautre  cône 
Kc  dans  Tespace. 

t)46.  Soit  01  Taxe  instantané,  au  bout  du  temps  t  :  il 
it  avec  les  axes  de  oTi  ,  j^i ,  Zx  des  angles  dont  les  cosi-* 
lis  sont 

CD»  10  .r,  =  ■ 


CÔS  lOjTx  = 


COS 


r 
ces  10  Z|  ==  -7======  ♦ 

V/^'  -h  7'  -h  /^ 

P  Q  f 

lOo:,  =  ~i      ces  lOj,  =  -  9      COS  lOxj  =  -» 

ta  -  Oi  b> 

n  posant 

On  voit  par  ces  formules  que  l'axe  instantané  peut  être 
^présenté  par  la  diagonale  d'un  paraliélipîpède  dont  leé 
rètes  dirigées  suivant  les  axes  fixes  sont  p^  q^r, 

• 

647.  Quand  les  rapports  -9  -  seront  constants,  Taxe 

î  rotation  restera  fixe  dans  le  corps  et  par  conséquent 
issi  dans  IVspace,  puisfque  la  vitesse  sera  toujours  nulle 
rdr  les  mêmes  points  du  corps. 
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On  a,  par  rs^port  aux  axes  fixes,  '''^ 

.K- 
cosIOj:  =  a  oosIOxi  +  b  ooslOj^i  +«coslO^,  ^^ 

ou  bien 

ap  -h  ùq  -i-  cr 

COS  10  4P  =  -^ • 

a» 

On  aura  de  même 

cosIOr  = 9 

6* 


_  a^'p-^-  b'q-^-t'r 


KM     wm      I       r#     tM  «^B  r* 

COS  10  s  = 

^1 


Donc,  quand  /?,  ^,  r  seront  constants,  les  numérateurs 
seront  indépendants  du  temps.  C^est  ce  quW  vérifiera 
plus  loin  (656). 

DÉTERMINATION    DE    LA    VITESSE   P. 

648.  Pour  avoir  la  projection  de  la  vitesse  v  surlaï^ 
Ox^y  il  faut  faire  la  somme  des  projections  de  ses  comp 

dx    dr    dz 
santés  ;7"'  ^'  j~  sur  cet  axe,  ce  qui  donnera 

^        ,^y        «  ^* 
dt  dt  dt 

ou,  d'après  les  valeurs  ^®  "t"'  -7-»  j"  (643) 

qzx  —  T I  • 

On  trouvera  de  même  rx^ — P^\^  PY\  — 9^n  V^^^ 
les  deux  autres  projections.  Ainsi  les  quantités  qz^  — ''Jti 
rXi—pzi^  pyi — qXi^  qui  sont  nulles  pour  tous  te 
points  situés  sur  Taxe  instantané  (645),  expriment  pour 
un  autre  point  quelconque  m  les  composantes  de  la  vitesse 
parallèles  aux  axes  Oxi ,  Oj^ ,  0«, . 

Les  valeurs  de  p,  q^  r,  sont  indépendantes  de  la  posi- 
tion des  axes  fixes  Oo:^  Oy^  O^,  puisque  les. projections 
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la  vitesse  >^  sur  les  axes  Oxu  Oj^i,  Ozi,  qui  sont 
t  --*  lyi,  etc.,  ne  dépendent  pas  de  la  position  des  axes 


640.  Des  équations 


iix         ,  dr         ..  dz 


i> 


t^àjc        .,dy  dz 


dx         ,dy        ^  dz 
di^       di^       dt 


^•:7:  ^- ^'37-+-^'' :i:  =/^'  — î'*»» 


tire 


dx 
dr 

—  =  a"  [qzy  —  /j,  j  -h  6"  (rjp,  —  pz,)  -h  c"  (/>r,  -- qx^), 
ut 

tk  a,  en  outre, 

=  {0/ll^*)*  — 0/?I^*)^cos'IOm, 

cause  de 


_^fi  ^7J^  _^£^. 
le  là  on  tire 


cos  10  /il  =  '-  ~  4-  -  -  -4- 


l'zsw.Om  sinlO/Tt, 


étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  Taxe  OL 
insi  tù  est  la  vitesse  angulaire  ou  de  rotation. 

650.  On  peut  encore  obtenir  la  vitesse  de  rotation^  en 
lercbant  la  vitesse  absolue  d'un  point  particulier  ei  la 
II.  16 
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divisant  par  la  distance  de  ce  point  à  Taxe  instantané.  Si 
l'on'  choisit  le  point  situé  sur  Taxe  des  ^i  à  Vunitéde 
distance  de  Torigine,  on  a  Xi  =  o,  j^i  =  o,  z  =  i  :  alors 
les  composantes  de  sa  vitesse  sont 

«I  =  qf    i>i=  — Pf    «fi  =  o, 
d'où  résulte 

La  distance  de  ce  point  à  Taxe  instantané  est 
siri  10  «1  =  ^1  — cos^IOz, 


-v^ 


_      y//?' 4- 9'    , 


En  divisant  v  par  cette  distance,  on  a  bien  là  vitesse 
angulaire  ou  de  rotation  égale  à  \/p*-^q*^r^  ou w,  et 
comme  p==a>cosIOxi,  ^  =  to  cos  lOy i ,  r=a)cosl02ii 
on  voit  que  les  quantités  /9,  q,  r,  données  par  les  formules 
—  pdt  =  bdc  J^b^dc!  +  b"  dd\  etc .  (  644) ,  ne  dépendent  | 
pas  de  la  position  des  axes  des  j:,  y,  «,  mais  seulement d^ 
celle  des  axes  des  jCi ,  yi ,  Zj . 

La  vitesse  co  ou  ^p^-{-q^  -f-  /'  peut  n'être  pas  constant^ 
quoique  Taxe  de  rotation  soit  invariable*,  elle  peut  auss"^ 
être  constante,  si  Taxe  de  rotation  est  variable. 

651 .  On  vérifie  que  la  direction  de  la  vitesse  v  est  p^^ 
pendiculaire  au  plan  10 /n.  Car  \>  fait  avec  les  axes  i^ 
"^i  9  Ji'i  ^1  ^^^  angles  dont  les  cosinus  sont 

q^x  —  rjr,                     rxx  —  p2,                     pTx  —  q^ 
cos  a  =  = :^î      cos6  = —  9      ces  7  = 

P  V  V 

et  Faxe  instantané  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
cos  af  =i^y      ces  6'  =  -  j      cos  Y  z=  —9 

•  W       '  b)  w 

1 

et  Ton  a  bien 

cos  a  cosa'  4-  cos  6  cos  6'  +  cos  7  cos  7'  =  o. 
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i  appelle  p^q^r^   les   composantes  de   la    vitesse 
taire  de  rotation  a>  suivant  les  axes  rectangulaires 
0/, ,  Ozi . 


SOMME    DBS    FORCES    VIVES. 


2.  La  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  du 
îest 


V  mp*  =  kp^  4-  B  ^»  -f-  C  /^, 

,  C  désignant  les  moments  dMnertie  du  corps  par 
>rt  aux  axes  Ojc,  Oy^  Oz,  D'un  autre  côté  (649) 

%  mv^  =  w'  \  m  p'. 

>  mp^  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 
:e  instantané;  on  a  donc,  en  désignant  par  a  A  le 


itre  correspondant  de  Tellipsoïde  central, 


à-dire  que  la  somme  des  forces  vives  est  égale  au 
de  la  vitesse  angulaire  divisé  par  le  carré  du  demi- 
kre  de  l'ellipsoïde  central  qui  coïncide  avec  Taxe 
itané. 

MOMENTS    DES    QUANTITÉS    DE    MOUVBMENt. 

3.  Prenons  les  moments  par  rapport  aux  axes  Ox^ , 
Ozi  de  la  quantité  de  mouvement  niif  du  point  m, 
le  si  c'était  une  force  (qu'on  remplacerait,  dans  la 
ie  des  couples,  par  une  force  égale  et  parallèle  appli- 
à  l'origine  et  un  couple), 

i6. 


-«4L 
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Le  moment  de  ii»^  par  rapport  à  Oxi  est 

ou 

La  somme  des  moments  de  tous  les  points  du  corps 
rapport  à  Taxe  Oxi  est  donc 

Cette  somme  se  réduit  à  Â/7,  en  supposant  que  les 
Oxi,  0/1,0^1  soient  les  axes  d'inertie  principal: 
corps  pour  le  point  O.  Ainsi  en  nommant  A,  B, 
trois  moments  d'inertie  principaux  du  corps  po 
point  O,  hpy  69,  Cr  sont  les  sommes  des  moment 
quantités  de  mouvement  des  points  du  corps  par  ra 
aux  axes  principaux. 

Dans  la  théorie  des  couples,  ces  moments  sont 
de  trois  couples  agissant  dans  les  trois  plans  cooFd^ 
XiOfx  9 .  •  •  •  Ds  donnent  un  couple  résulunt  dont  le  me 

G  =  ^A*  p^  -h-  B*  ^*  -h-  Cr*  :  la  perpendiculaire  à  soi 

fait  avec  les  axes  Ox^ ,  O^i ,  O  z^  des  angles  qui  ont 

A/s?    B^/Cr,.   -..       ^  . 

cosinus  "T^î  -— i-j  — —  M.  Poinsot  a  remarqué  que  o 
G       G      G 

est  le  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  de  Telli] 
central 

qui  est  dirigé  suivant  l'axe  instantané. 

En  effet,  soient  x'^j^  z'  les  cordonnées  par  n 
aux  axes  Ox^ ,  Oy^ ,  0-Zi  du  point  N  où  l'axe  insta 
rencontre  l'ellipsoïde  central  :  on  a 

p  q  r' 

et  aussi,  puisque  le  point  N  est  sur  l'ellipsoïde. 
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plan  tangent  en  ce  point  N  a  pour  équation 

>lan  dianiëtral  conjugué  à  ON  a  pour  équation 
.    Aj^'^ -f-By^-j-Cz'z  =  o, 

Apx  4-  Bgx  4-  Crs  =  o . 

perpendiculaire  à  ce  plan  diamétral  fait  avec  les 
^  OoETi,  0^1,  0^1  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

■  >  "7^  »  "TT'  Donc  ce  plan  est  celui  du  couple  résultant. 

BS4.  Si  Ton  prend  des  axes  fixes  quelconques,  on  aura 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
pport  à  Taxe  Ox  d'après  les  lois  connues  de  la  compor 
ion  des  moments  ou  des  couples,  en  multipliant  les 
>inents  Ap,  B^,  Cr  relatifs  aux  axes  Oxi,  Oy*i,  Ozt 
E*  les  cosinus  a,  ^,  c  des  angles  que  Ox  fait  avec  ces 
'S  et  ajoutant,  c'est-a-dire  que 

2  m  ^2  ^  —  X  ^^  =  Apa'  -h  Bgb'  +  C^c', 
Atioks  entre  les  cosinus  a,  &,...  et  les  composantes 

DE    LA    vitesse. 

Î55.  Il  existe  entre  les  cosinus  a,  &. . . ,  et  p,  </,  r  des 
étions  utiles.  En  comparant  les  formules 

dx  da  dh  de        .^.«v 

_=x.-^-+^.-+z.-,     (643) 

•  =  (i  ( ^2»  —  O'i  )  ^-  6 (r^,  —  /?z,  )  4-  r  (/;j,  —  qx,  )j      (6W) 
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et  les  autres  formules  analogues,  on  obtient 

da        ,  da'        ,,  .  doT      .^       - 

-  =  br-cç,     -=br-c'ç,     —  =  6r-/,. 

,    .  ,  db  db'         ,  ,         db"       .        , 

de  .         de'         ,  de'        ,      i,      . 

-=aq-bp,     —=a'q-b'p,     —=a'g-ip- 

On  y  arrive  encore  en  multipliant  par  a,  i,  c,  puis  par 
a',  b',  c', .  •  •  les  équations  (643,  644) 

ada  -h  a'da'  +  a^da''  =  o , 
bdit-h  h'da'  -h  h" da"  =  rdt, 
cda  -f-  cVa'  -f-  cf'da"  =  —  çrff , 

et  de  même  pour  dh^  db\  dh"^  etc. 

656.  On  déduit  des  équations  (2) 

pda  -»-  qdh  -H  n/c  =  o , 
/?rfa'  -H  9^/6'  -h  r^fc'  =  o , 
pda"  -h  ^^^"  -h  rdc^-ziz  o, 

formules  qui  servent  à  vérifier  l'invariabilité  de  TexprcS" 
sion  ap  -k-bq  -^  cr  quand/;,  ^,  r  sont  des  constantes. 

Les  différentielles  da^  dbj  de  sont  les  projections  sur  les 
axes  Oxi,  O/i ,  O^j ,  du  déplacement  du  point  pris  sur 
Taxe  Ox  à  l'unité  de  distance  de  lorigine.  Ce  déplace- 
ment a  pour  valeur  ^ da*  -^  db^  -^  dc^ ,  En  remplaçanl 
day  db^  de  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (a)) on 
aura 

dtyj[br  —  cqY-i-  (cp  —  ar^  -^  (aq —  bp )\ 

ou 

dtsJya^-Jfb^  H- c')  1/^'  -^  q^  -+-  /•)  —  («/?  +  bq-^crft 
=  dt  V'w'  — «'cos'IOj:  =i  r»idt  sin  lOx. 
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^a  direction  de  ce  déplacement  est  perpendiculaire  au 
n  lOx,  car  les  formules  (a)  donnent 

ada  -h  hdb  -h  cde  =  o , 
^  da  -f--  db  -\ —  </c  =  o , 


&> 


&> 


co 


lations  qui  expriment  que  la  direction  du  déplacement 
perpendiculaire  aux  droites  Ox  et  OI. 

ALEURS  DE  p,  ^,  T  EN  FONCTION  DES  ANGLES  ({^,  (f  et  9. 

>57.  La  position  du  corps  par  rapport  aux  axes  fixes 
Fig.  174.  dépend  des  angles 

zOz,  =  9; 


'/ 


OL  étant  la  trace  du  plan 
oTiOyi  sur  le  plan  xOy, 
Supposons  que  L,  x,  y^  z, 
Xi^  etc.,  soient  les  inter^ 
sections   des   droites    OL, 

9  etc.^  avec  une  sphère  d,e  rayon  égal  k  Tunité  :  on  a, 

s  les  triangles  sphériques  luxx^^  Lo^i, 

cos  xOxy  =  a  =  cos  6  sin  np  sin  ^  -f-  costp  cos^ , 
ces  X  OjTx  =  6  =  cos  0  sin  ■»[;  cos  ^  —  cos  ■»[;  sin  y. 

ingeant  (|*  en  ç|/  -h  90*^,  on  a 

cos  yOxx  =.a'z=.  cos  0  cos  ^|/  sin  <p  —  sin  -^  cos  y  » 
cos  yOxx  =  ft'  =  cos  0  cos  -^  cos  y  -*-  sin  >(;  sin  ^. 

e  triangle  sphérique  LxZ|,  en  observant  que  Tangle 
Zi  =  90°  —  0,  donne  cosxO^i  et  cosj^Ozi  ou 

c  =  sin  6  sin  \p , 
c'=sin0cos^. 
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Enfin  le  triangle  Lzxi  dootie 


/  û*  =  —  sinôsîn^ , 
)  A"  ^  _  iî, 


(4)  ^  b'^  = — sinOcos^, 

c^  ==  cos  0. 

Substituons  les  valeurs  de  a,  &,. . .  en  fonction  de ^, 
f,  0  et  leurs  difTérentielles  dans  les  équations 

/  />£fr  =  —  bdc  —  JVc'  —  è"rfc'', 

(5)  I  qdt  z=       adc -h  a' de' -h a'' de\ 

i  rde=:        bda-irb'da'^h"da'\ 

Les  Vftleiii^  de  c,  c\  c"  ni?  contenant  pas  f,  celles  de 
pdt  fil  qdt  lie  contiendront  pas  d(f.  Et  comme  les  valeurs 
de  J,  4',  J"  se  4éduisent  de  celles  de  a,  a',  a'',  en  aug- 
mentant f  d^un  angle  droit,  la  valeur  de  —  pdt  se  déduira 
de  même  de  celle  de  qdt.  On  aura,  réductions  faites, 

i/7£&==sinf  sinO^tp  +  cos^r/O, 
qdt  =  cos  f  sin  ^d-h  —  sin  f  ^9, 
r^  =  £^f -H  cos  6  ^^p . 

^  n'entre  pas  dans  ces  formules,  parce  que  ^  ou  LOj^ 
étant  compté  à  partir  d'un  axe  arbitraire  Ox,  les  valeurs 
de  p,  q^  r  ne  doivent  pas  changer  quand  on  augmente 
cet  aiigle  d'une  quantité  constante, 

658.  On  peut  arriver  encore  à  ces  formules  par  ** 
théorie  de  la  composition  des  rotations  (*)  en  vertu  ^® 
laquelle  la  projection  de  la  résultante  de  plusieurs  ro^^' 
tions  sur  un  axe  est  égale  à  la  soqime  des  projections  A^ 
rotations  composantes,  chaque  rotation  étant  représen^* 
par  une  longueur  prise  sur  son  axe  et  proportionnelle 

(  *  )  Cette  composition,  analogue  à  celle  des  forces,  repose  sur  le  th^* 
rème  suivant  :  Si,  par  deux  causes  auelcotnfues,  un  corps  tend  à  la  fo^' 
prendre  deux  rotations  représentétrs  par  les  deux  côtés  d'un  parallé^^ 
firanune,  le  corps  prendra  une  rotation  unique  représentée  par  la  diagoi 
de  ce  parallélogramme.  Voir  Poinsot,  Théorie  nouvelle  de  la  rotation 
corps,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  WI  (i85i),  p.  9. 
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grandeur.  Il  en  résulte  que  la  rotation  ^dt  du  corps 
>ur  de  Taxe  instantané  équivaut  aux  trois  rotations 
^ssives  pdt^  qdt^  rdt  autour  des  axes  Oxi,  Oy^^Ozi^ 
Ltissi  aux  trois  roiations  successives  du  corps  autour 
lignes  Oz^  OL  et  O^i,  indiquées  par  les  différentielles 
dB  et  d(f.  En  outre  pdt  étant  la  projection  6ur  Faxe 
1  de  la  rotation  îùdt^  on  a 

=  coflif  ^  0  +  sin  0  sin  f  flfnp  ; 

uite 

qdt  =  d^  cosLOj^i  -h  d^  cos zOyx  -♦-  rfç  cos  z^Oyx 
=  —  sin  çrfO  -#-  sin  0  cos^ ^4^  5 
lu 

rcft  =r  d^  cosLO^i  +  d^  cos  zOz^  +  «/^  costt  Ozi 

)59.  Réciproquement  on  peut  trouver  "t"»  -v-  ^  ^ 

fonction  dep,^,  r.  Les  rotations  J9,  r/(p,  c?f  se  font 
our  des  axesOL,  O2,  Ozf 

)' abord  la  somme  des  projections  de  ces  rotations  sur 
est  d9  :  on  a  donc 

dB=pde  cosLO^Ti  -♦-  qdt  cosLOji  -h  rdt  cosLOsi, 

u 

dB 

—  =  /7C0S(p4-9Sinf; 

trouvera,  ensuite 

sm  9  -T^  =  /?  sin  •  -h  ^  cos  ç , 
dt 

fànB  -j-  =  r  sin  9  —  p  sin  ^  cos  6  —  q  cos  y  cos  ô. 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ROTATION  D*UN    CORPS  SOLIDE  AUTOUR  d'uN  POINT   FIXE  (  SUITE).  - 
MOUVEMENT  d'UN  CORPS  SOLIDE  LIRRE. 

Équations  du  mouToment.  -^  Cas  où  il  n^y  a  pas  de  forces  motrices.  " 
Plan  invariable.  —  MouTement  de  rellipsoîde  central.  —  Lieu  des  axes 
instantanés  dans  le  corps.  —  Lieu  des  axes  des  couples  résultants.  - 
Mouvement  d*un  corps  solide  entièrement  libre. 


ÉQUATIONS    DU    MOUVEMENT. 

660.  Supposons  maintenant  qup  des  forces  motrices 
données  agissent  sur  le  corps  solide.  Désignons  parX,Y,Z 
les  composantes  parallèles  à  des  axes  fixes  de  la  force  ap- 
pliquée à  la  molécule  m  qui  a  pour  coordonnées  x^y^^* 
D'après  le  principe  de  d'Alemberl,  les  forces  perdues 

X — m  --r— »  etc.,  doivent  se  faire  équilibre  autour  du 

point  fixe  O  :  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  la  sododû^ 
de  leurs  moments,  par  rapport  à  chacun  des  axes  fix^*^ 
soit  égale  à  zéro,  ce  qui  donne  les  trois  équations 

2      1   d^z       d\r\      ^ 

^   ^  \    ^        \       dt^  dt^  I  ' 


^m\x 


dt^       ^  dt^  ^""'^' 


en  désignant  par  L,  M,  N  les  sommes  de  moments 
forces  motrices  par  rapport  aux  axes  fixes.  La  premi 
des  équations  peut  s'écrire  ainsi  : 


d  y^      [     dx,         djr\ 
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on  a  trouvé  plus  haut  (654) 


^'«{y%-'%)=^P''+^9b  +  C 


rc. 


on  a 


j  {Apa  -4-  Bqb  ■+■  Crc)  =  L, 


.     dp      ^,  dq       ^    dr       \      da       ^    db      '      de 
dt  dt  dt         '^  dt  ^  dt  di 

Lsons  coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  principaux 
rps  Oxi,  O/i,  0^1,  pris  dans  la  position  qu'ils  oc- 
it  au  bout  du  temps  t.  Nous  aurons  alors 

da  db  de 

•  *="'  "=**'  Â='''  1??  =  -^'  1}=^' 

m 

^ine  temps  il  faut  remplacer  L  ou  ^  m[Xy  —  Yz) 

i  somme  des  moments  des  forces  données  par  rap- 
i  l'axe  Oxi,  que  nous  désignerons  par  Lj. 
quation  (a)  devient 

deux  autres  équations  (i)  donnent  de  même 

C-^-^(B  — A);7çr=N,. 

mt  les  formules  d'Euler  :  Lj,  Mi,  Ni,  désignent  les 
;nts  des  forces  motrices  par  rapport  aux  axes  prin- 
X  du  corps  à  l'époque  t, 

I .  On  les  obtient  encore  de  la  manière  suivante, 
iprès  la  composition  des  moments  ou  des  couples 


aSa  coviis  de  m^ahiqps* 

analogue  à  celle  des  forces,  la  somme  A/7  des  momeDU 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Taxe  Oxi  est 
ëgale  à  la  somme  des  moments  par  rapport  aux  axes  fixes 
multipliés  par  les  cosinus  a,  a' ^  a"  des  angles  que  Oxi 
fait  avec  ces  axes  fixes.  Ainsi  Ton  a 


-•2"(4-^ï' 


) 


et,  en  diffprentiant. 


lia 

4 


ou  d'après  les  équations  (i) 

rffl'  VI      l   dx  dz\       da'  -^      (   dr         dA 

^w2i'"\'Tt-^-dO^-drA''\'-dt-'-àf 

Si  Ton  fait  coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  Oj^d 
0^4,  Ozi,  au  bout  du  temps  f,  cette  équation  devîendw 


ou  . 

car,  dans  cette  coïncidence^  on  a 

>    da  da'  db" 

az=zi,      arro,      n'c=zO,      -j-  =  0,       -7- = '*.        '-77  =  '^^' 

at  dt  4t 
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sfient  Li  et  les  sommes  des  moments  des  quaiktitës  de 
ivement 


2'»(j'|-*$)'"«=-' 


iennent  celles  qui  se  rapportent  aux  axes  OoTi,  O/i, 
j,  c'est-à  dire  Ap,  Bç,  Cr  (663). 

CAS   ou    IL    H'r   A    PAS   DB   FORCES   MOTRICBS. 

S62.  On  intègre  facilement  les  équations  d^EuIer^ 
md  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices  ou  qu^elles  se  font 
lilibre  autour  du  point  fixe.  On  a 

A^-H(C  — B)^r=o^ 
B^^.(A-C)/?r=o, 
C^-+-(B-A)/^=o- 
tipliant  par  p,  9,  r  et  ajoutant 

Apdp  -f-  B qdq  -4-  Crdr  =  o, 


isignant  une  quantité  positive^  puisque  A^  B,  C  sont 
tives.  Cette  équation  s'obtiendrait  encore  en  expri- 
it  que  la  force  vive  est  constante,  d'après  le  principe 
éral  sur  le  mouvement  des  systèmes  où  il  n'y  a  pas 
x>rces  motrices. 

i63.  Multiplions  les  équations  (1)  par  A^^  B^,  Cr, 
itons  et  intégrons.  On  aura 

tant  le  moment  du  couple  résultant,  on  en  conclut  que 
noment  est  constant. 
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Ces  deux  équations  donnent 

G'  — BA-4-(B  — C)Cr^ 

(4)  {  ""^^""^^         ' 

^  B(B  — A) 

En  substituant  les  valeurs  de  p  et  de  ^  dans  Péquation 

C^^(B-A)/.ç  =  o, 
on  en  tire 

(5)  dt^  "  i-i, 

v/[G^~B/i-4.(B— C)Cr][AA  — G'-h(C-A)C/'l 

équation  dont  Tintégrale  dépend  des  fonctions  elliptiques, 
mais  qu'on  peut  obtenir  sous  forme  finie  si  deux  des 
moments  d'inertie  A,  B,  C  sont  égaux  ou  si  G*  est  égal 
à  l'une  des  quantités  A  A,  BA,  Ch, 

664.  Calculons  la  vitesse  angulaire  co.  On  a 

d*où 

/B  — C      C  — A      A— B\ 

(ùd(àz=:i pdp -{-  qdq  +  rdr=:  ï— 1 \ —  j  p(f  ^ 

OU  bien 

,^.  ^         (A-B)(A-CUB  — C) 

(6)  «e/a>  =  i ^^^3^      '  pqr.dt. 

Les  trois  équations 

A/?^-hB^»-hCH=^, 
A*^^-4-  B»^»  +  C»r2=  GS 
donnent 


_     /G^-(B- 

-y     (A- 


—  (B-i-C)  /2  +  BC»» 


B)(A-C) 


2 


(    )  }      _  .  /G'  —  (  A  4-  C)  A  -h  AC  0) 

17)  j  ^— y         (B— A)(B  — C) 

_      /g»  ~  (  a  -4-  b  )  a  -f-  AB  to^ 
''""Y  (C— A).(C-B) 
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Substituant  dans  Téquation  (6),  il  vient 

ABC&>^&> 


V^(B-hC)  A — G»— BCw»  V^(AH-C)  k  ^G»— AC«»  v^(A-hB)  A— G'— AB»»' 

équation  compliquée^  dont  Tintégrale  donnerait  od  en  fonc- 
îon  de  t, 

PLAN    INVARIABLE. 

665.  L'équationj  (3)  exprime  que  le  couple  résultant 
'es  quantités  de  mouvement  a  un  moment  constant;  le 
Jan  de  ce  couple  doit  être  invariable,  et  par  conséquent 
^  couples  situés  dans  les  plans  tixes  sont  constant^.  C^est 
e  qu'on  peut  vérifier.  En  effet,  on  doit  avoir 

2;  «'(-«'f-r^)=  constante, 

t  deux  équations^semblables,  ou  (654) 

Kpa"-^  B^/^"+  C/r'^=  V\ 
Apa'-^-Bqb''hCrc'  =  i\ 
Kpn  -h  Bqh  -H  Crc  =  /^ 

'^s  trois  équations  peuvent  se  déduire  des  équations  (i)j 
662,  en  les  multipliant  par  a,  i,  c,  al^  V ^  </,...  et 
^^^grant.  Elles  ne  sont  pas  distinctes^  car  en  ajoutant 
'^''s  carrés  on  trouve 

A'/?2-f-B'9'-f-C^/^    ou     G^=:/*-f-/"-|-/''^ 

^^6.  La  perpendiculaire  au  plan  du  couple  résultant 
'^  quantités  de  mouvement  est  fixe  dans  Tespace,  car 
^  fait  avec  les  axes  fixes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

*    ^'^  TT'  Elle  fait  «^vec  les  axes  des  Xj,  jj,  -Zi  des^angles 

^t  les  cosinus  sont  -7^»  -r^>  -—-5  et  Ton  connait  alors 

G       G       G 

{Position  de  ces  axes  par  les  valeurs  de  p,  ^,  r. 

^7.  L'a^  instantané  OI  fait  avec  les  axes  O  j^i,  Oyi, 
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Ozi  des  angles  dont  les  cosinus  sont  -9  ^  —  Donc 


cos   10,  G=-^.^H--p?.i-t-^.- 


ou 


w  COS  (10,  G)  =  -^ ^ =  -, 

q[uantité  constante  qui  représente  la  composante  de  la  vi- 
tesse angulaire  autour  de  Taxe  fixe  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement. 

668.  Le  plan  du  couple  résultant  G  étant  invariable^ 
prenons-le  pour  plan  des  x^.  On  aura 

cos  (G,  Ox,)=  cos  z  O-c,  =  a'^= -~-, 

cos  (G,  OjTt)  =  cos  3 Oj,  =  y'  =  -^, 

Cr 

cos  (G,  Oz,)  =  cos  zOZi  =  c^  =  ^5 

d'où  [formules  (4)  du  n°  656] 

sin 6  sin <p  = rf-j     sin 0 cos ^  = r^,     cos6  =  -n' 

Ces  formules  s^accordent  entre  elles,  car  en  ajoutant 
leurs  carrés  on  a 

la  troisième  donne  la  valeur  de  6*  Des  deux  premii'* 
on  tire 

Ap 

Ensuite  si  l'on  élimine  dO  entre  les  deux  équations  (0) 
du  n°  656,  on  aura 

sin^dt/^C  =  ^^^  siïkff.pdt  +  8În^  cos^èqdt, 


\ 
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rf  j;  =  —  •- —  GdL 


is  on  remplace  dt  par  sa  valeur  en  fonction  de  r. 
^mme  h  —  Cr*  et  G*  —  C*  r*  sont  positives,  ~  sera  lou- 

cl» 

iirs  négative,  c'est-à-dire  que  OL  tourne  toujours  dans 

même  sens. 

Le  choix  du  plan  invariable  réduit  les  constantes  arbi- 
tres à  quatre,  savoir  A,  G  et  les  deux  constantes  intro- 
LÎtes  par  Tintégration  de  dt  et  de  d\^.  Il  y  aurait  bien 
c  constantes,  puisqu'il  y  a  six  variables  p,  ^,  r,  «p, 

9.  Mais  deux  sont  nulles,  /  =  o,  /'  =  o. 

669.  L'axe  instantané  de  rotation  est  le  diamètre  con- 
nue au  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de  mou- 
isent  de  Tellipsoïde  central  (653). 

La  somme  des  forces  vives  est  Ap* -f- B^' 4- Cr* 

^tant  le  demi -diamètre  ON  de  Tellipsoïde  central  qui 
0.cide  avec  Taxe  instantané.  Donc 


»» 


«>=:  A  ^, 


^l-à-dire  que  la  vitesse  angulaire  est  proportionnelle 
demi-diamètre  qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  de 
Ution. . 

n.  m 
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siir  la  surface  de  rellipsoïde  par  le 
"^  ''tîon   (.r',  j',  z')  est  appelée /7o- 


r. 
I 


*.S    DANS    LE    CORPS. 


a 


» 


-f-A 


.1 


VA 


^H-Bj'^ 

'-f-Cz'^ 

\/A;?'+  B(7» 

H-Cr' 

VA-^x'^4-By 

'^^CH'' 

VA^»/?^  4-  B»7 

'  -4-  C-'r» 

__  v/a'jc'-'  h-  bv  -*-c:'8" 

1 


?~AA)y»4-B(G»— BA)/*-hC(G»  — CA)z'>  =  o, 

du  deuxième  degré,  qui  est  le  lieu  des  axes  instan- 
dansle  corps. 

cAne  se  réduit  à  un  plan  ou  devient  imaginaire 
ï  G'  est  égal  à  Tun  des  produits  AA,  6A,  Ch.  Il  de- 
un  c6ne  droit  à  base  circulaire  quand  deux  des  coef- 
ta  du  cône  sont  égaux. 

LIEU    DES    AXES    DU    COUPLE    KÉSULTANT, 

1.  L^axe  du  couple  résultant  G  des  quantités  de 
rement  étant  immobile,  traverse  le  corps  en  mou- 

nt  suivant  |ine  suite  de  droites  qui  forment  un  autre 

» 

aa^pour  un  point  quelconque  pris  sur  cet  axe  OG, 

»7 
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MOUVEMENT    DE    l'eLLIPSOÏDE    CENTRAL. 

670.  Le  plan  tangent  à  l' ellipsoïde   central  au  pôle 
instantané  a  pour  équation,  par  rapport  aux  axesCti, 

ou 

;  Apr  -\-  Bqy  -f-  Crz  =.  -• 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
O  sur  ce  plan  tangent  est 


v/A^y +  By2  +  C^3'^ 

\                                   — 

GA          G  ' 

quantité  constante.  Donc  le  plan  tangent  à  rellipsorfc 
central  au  pôle  de  rotation  est  fixe  dans  l'espace.  Ceslttn 
plan  parallèle  à  celui  des  quantités  de  mouvement. 

L'ellipsoïde,  dont  le  centre  est  fixe,  roule  sans  glisser 
sur  ce  plan  fixe  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est 
proportionnelle  au  rayon  qui  va  du  centre  au  pôle  in* 
stantané  sur  la  surface  de  Fellipsoïde. 

Il  ne  fait  que  rouler  sans  glisser;  car,  comme  sonmou- 
vement  consiste  à  tourner  pendant  un  instant  sur  le  dia- 
mètre, Tellipsoïde  amène  au  bout  de  cet  instant  un  nou- 
veau point  de  sa  surface  en  contact  avec  ce  plan,  et  et 
nouveau  point,  qui  devient  le  pôle  de  la  rotation  poû^ 
l'instant  suivant,  reste  à  son  tour  immobile  pendant  cet 
instant,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu^aucun  de  ces  points 
par  lesquels  l'ellipsoïde  vient  se  mettre  en  contact  avec  le 
plan,  ne  peut  jamais  glisser  sur  ce  même  plan. 
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La  courbe  décrite  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  par  le 
pôle  instantané  de  rotation  (x\  y'^  z')  est  appelée /7o- 
loïde. 

LIEU    DES    AXES    INSTANTANÉS    D\NS    LE    CORPS. 

671 .  On  a 


:'        y         t!  ^.r'^-h/'-hz 


ylp""  -h  7'  -f-  ^ 


c'*est-à-dîrc 


^Aj;^»H-B/»H-Cz^'_  VA'jr^''H-BV-'-«-C'z^' 

tfoù 

A(G«  — AA)a?''-hB(G»— BA)/»-f-C(G»  — CA)z'>=o, 

t 

cône  du  deuxième  degré,  qui  est  le  lieu  des  axes  instan- 
tanés dans  le  corps. 

Ce  cône  se  réduit  à  un  plan  ou  devient  imaginaire 
quand  G'  est  égal  à  Tun  des  produits  AA»  6A,  CA.  Il  de* 
^îent  un  cône  droit  à  base  circulaire  quand  deux  des  coef- 
ficients du  cône  sont  égaux. 

LIEU    DES    AXES    DU    COUPLE    KÉSULTANT, 

872.  L'axe  du  couple  résultant  G  des  quantités  de 
mouYement  étant  immobile,  traverse  le  corps  en  mou- 
vement suivant  une  suite  de  droites  qui  forment  un  autre 
cône. 

On  a,  pour  un  point  quelconque  pris  sur  cet  axe  OG^ 

»7- 
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à  une  distance  ô^ 

G  G  G 

Substituant  les  valeurs  de  A/>,  B^,  Cr,  dans  les  équa- 
tions (a)  et  (3)  (662,  663),  il  vient 

J.//Î       y^        ^//2  __  A  (î^ 
d'où 


G'— A  A    ,,.       G^>-BA    „^       G'— G  A 

B       ^     "^        C        ' 


^'"  H s j'"  4-         ^         2'^»=  o: 


c'est  Féquation  du  cône  décrit  dans  le  corps  par  Taxe  ft^* 
OG. 

673.  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient  ^^ 
imaginaires,  il  faut  que  les  quantités  G*  —  A  A,  G' — ^  ' 
G*  —  G  A  ne  soient  pas  toutes  trois  de  même  signe.  Dof^^^ 
en  supposant  A  >  B  >  G,  il  faut  que  Ton  ait 

G»  — AA<o,     G»  — CA>o. 

Selon  que  la  quantité  G*  —  Bh  sera  négative  ou  ppsitiv^^; 
ces  deux  cônes  seront  coupés  suivant  des  eUipses  p^ 
tout  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  plus  petit  momeiit 
d'inertie  ou  du  plus  grand.  Donc,  pendant  toute  ladurfe   J 
du  mouvement,  Taxe  instantané  ne  s'écartera  de  l'un  de 
ces  deux  axes  principaux  que  de  quantités  limitées^  e|k 
même  axe  principal  ne  s'écartera  que  de  quantités  linu- 
tées  de  l'axe  fixe  OG  du  couple  des  quantités  de  moute- 
ment.  Si  l'on  a  A  =  B  =  G,  les  deux  équations  donnent 
Pj  Çy  r  constants.  Alors  le  mouvement  de  rotation  est 
uniforme  autour  de  Taxe  OG  fixe. 

674.  Les  axes  principaux  relatifs  au  point  O  sont  les 
seuls  qui  puissent  rester  immobiles  avec  un  mouvement 
de  rotation  uniforme.  Car  pour  que  l'axe  instantané  coo- 
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ie  toujours  la  même  position,  il  faut  que  pj  (]y  r  soient 
stants.  On  a  donc 

dp=zo,      dq=i  Oy     drzn  o, 

[ui  donne 

fB  — A)/?9  =  o,     (C— B)7r=o,     (A  — C)/?r=o, 

L 

p  =  o,     5^=0,     r=:n, 

^IJVEMENT    d'un    CORPS    SOLIDE    EIITIÈREMENT    LIBRE. 

75.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  libre,  sollicité 
des  forces  données,  sera  connu  quand  on  pourra  dé- 
miner le  mouvement  absolu  d^un  de  ses  points  et  le 
ivement  relatif  de  tout  autre  point  du  corps  autour 
elui-là.  Si  G  est  le  point  particulier  du  corps  dont  on 
sidère  le  mouvement  absolu^  il  faudra  concevoir  qu'il 
>orte  avec  lui,  dans  son  mouvement,  trois  axes  Gx, 
,  Gzj  constamment  parallèles  à  eux-mêmes,  par  rap- 
t  auxquels  on  cherchera  le  mouvement  de  chaque 
Qt  M  du  corps.  Si  Ton  a  seulement  pour  but  de  décom- 
er  le  mouvement  du  point  M  en  d'autres  plus  simples 
Jus  faciles  à  concevoir,  on  pourra,  comme  cela  a  été 
choisir  à  volonté  le  point  dont  on  considère  le  mou- 
lent de  translation.  Mais,  dans  l'application,  il  est 
ntageux  de  prendre  le  centre  de  gravité.  En  effet,  d'a- 
s  le  principe  de  la  conservation  du  mouvemçnt  du 
tre  de  gravité,  il  suffit  de  connaître  les  forces  motrices 
système  et  sa  masse,  pour  déterminer  le  mouvement 
ce  point,  et  de  plus,  quand  ce  corps  est  mis  en  mouve- 
it  par  des  percussions,  il  suffit,  pour  déterminer  la 
»se  initiale  du  centre  de  gravité,  d'y  transporter  les 
intités  de  mouvement  qui  mesurent  les  percussions  et 
les  composer  comme  des  forces  :  la  résultante  est  \a^ 
intité  de  mouvement  initiale  du  centre  de  gravité» 
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Enfin,  un  autre  avantage  consiste  en  ce  que,  sous  t action 
des  forces  motrices  le  mouvement  de  rotation  autour  da 
centre  de  grai^ité  est  le  même  que  si  ce  point  était  fixe. 
C'est  ce  que  nous  allons  prouver. 

676.  Soient  Ç,  yj,  ^  les  coordonnées  du  point  M  par 
rapport  aux  axes  mobiles  Gx,  Gj^,  Gz  et  désignons  par 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  motrice  appliquée  en 
ce  point.  On  a  ,  d'après  le  principe  des  aires, 

Or  on  aurait  précisément  les  mêmes  équations  si  leceoire 
de  gravité  était  fixe.  Par  conséquent,  si  ces  équations  suf- 
fisent pour  déterminer  le  mouvement,  il  doit  être  le 
même  pour  le  corps  dont  le  centre  de  gravité  serait  fixe  et 
pour  le  même  corps  dont  le  centre  de  gravité  serait  mobile. 
Soient  en  effet  G  A,  GB,  GC  trois  axes  rectangulaires 
fixes  dans  le  corps  qui  tourne  autour  du  point  G,  et  mo- 
biles avec  lui.  Quand  les  trois  angles  ç,  9,  «p,  définis  au 
n°  657,  seront  connus  pour  une  époque  quelconque,  on 
connaîtra  évidemment  la  position  des  trois  axesGA,GB, 
GC  et  par  suite  celle  d^un  point  quelconque  du  solide.  Or 
on  peut  exprimer  les  coordonnées  Ç,  19,  ^  du  point  M  en 
fonction  de  celles  du  même  point  par  rapport  à  GA,  GB," 
GC,  lesquelles  relent  constantes  dans  le  mouvement,  et 
des  angles  ç,  0,  (p.  Donc,  en  substituant  les  valeurs  de Ç,»?» s 
en  fonction  de  (p,  0,  ^  dans  les  équations  (i),  celles-ci  dé- 
terminent les  valeurs  de  (p,  (p,  0,  en  fonction  du  temp** 
Ainsi  le  système  (i)  suffit  pour  déterminer  le  mouvement 
relatif  et  l'on  voit  qu'il  est  le  même,  par  rapport  au  centre 
de  gravité,  que  si  ce  point  était  fixe. 


z 


u 


0  .      l 
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>77.  INous  allons  donner  une  démonstration  synthé- 

ue  de  cette  proposition.  Désignons  par  (f  la  force  ac- 

f^»g-  »7^-  rélératrice  du  centre  de  gravité 

G,  force  qui  a  pour  compo^ 
santés  parallèles  aux  axes  fixes 

fi^Xt         d^JTi        </'2, 

~dF'  1ÏF'  HF'  ^^'  ^^''  ^' 

étant  les  coordonpées  du  point 
G  par  rapport  à  trois  axes  fixes 
OX,  OY,  OZ.  La  résultante  de 
es  les  forces  motrices  dea  points  du  corps  transportées 
"entre  de  gravité  G,  parallèlement  à  elles-mêmes,  est 
I  M  étant  la  masse  du  corps  (600).  Or,  pour  avoir  le 
ivement  relatif  du  point  M  par  rapport  au  point  G, 
^ffit  de  considérer  ce  dernier  point  comme  fixe  et  de 
snettre  à  chaque  instant  le  point  M  à  Faction  simulta- 
de  sa  force  effective  Q  et  d'une  autre  force  égale  à 
>  parallèle  à  la  force  accélératrice  cp  du  point  G,  mais 
•sant  en  sens  contraire.  Or  les  forces  telles  que  m  y 
Jt  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses 
molécules,  se  composent  en  une  seule  M(f  qui  passe 
le  centre  de  gravité  et  se  trouve  détruite  continuel- 
ent,  puisque  c'est  autour  du  point  G  rendu  fixe  que 
torps  tourne  actuellement.  Il  reste  alors,  comme  forces 
près  à  faire  mouvoir  le  solide,  les  forces  effectives, 
,  d'après  le  principe  de  d'Alembert,  peuvent  être 
iplacées  par  les  forces  motrices  données  P,  P',  P'^ . . . , 
sque  les  unes  comme  les  autres  font  à  chaque  instant 
lilibre  aux  forces  effectives  prises  en  sens  contraire, 
iuit  de  là  que  le  corps  tourne  autour  du  centre  de 
vite  comme  si  ce  point  était  fixe,  en  supposant  le  corps 
mis  dans  les  deux  cas  aux  mêmes  forces  motrices^ 
s  en  ajouter  de  nouvelles. 

178.    On   n'arriverait   pas    à   la  môme   conclusion  si 
1  considérait  le  mouvenirnt  jclalif  autour  d'un  poiç^t. 
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quelconque  C,  autre  que  le  centre  de  gravité,  f  étant 
alors  la  force  accélératrice  du  point  C ,  toutes  les  forces 
parallèles  et  de  sens  contraire,  telles  que  m 9,  qu'il 
faudrait  appliquer  aux  autres  points ,  pour  avoir  le 
mouvement  relatif  autour  du  point  C  supposé  fixe,  se 
composeront  en  une  seule  Mf  appliquée  au  point  G,  en 
sorte  qu'il  faudrait  joindre  cette  résultante  aux  forces 
motrices  données  pour  avoir  le  mouvement  relatif  autour 
du  point  C.  En  général  les  forces  X,  Y,  Z  dépendent  des 
coordonnées  x^  /,  z  ou  de  la  position  des  points  maté- 
riels, en  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et 
celui  des  parties  du  corps  autour  de  ce  centre  dépendent 
Tun  de  Tautre.  Mais  quand  les  forces  X,  Y,  Z,  comme  la 
pesanteur,  ne  dépendent  pas  de  la  position  du  mobile, 
on  peut  déterminer  séparément  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  et  celui  du  système. 

MOUVEMENT     D^N    ELLIPSOÏDE. 

679.  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  pesant.  Sup- 
posons que  ce  corps  reçoive  une  impulsion  dirigée  dans  le 
plan  d^une  de  ses  sections  principales  AGB.  Après  cette 
percussion  initiale  il  n'y  a  de  forces  motrices  que  les 
poids  des  molécules  qu'il  faut  transporter  parallèlement 
au  centre  de  gravité  pour  avoir  le  mouvement  de  ce 
point.  Il  se  meut  donc  comme  un  point  pesant  dans  I® 
vide  et  décrit  dans  l'espace  une  parabole. 

La  vitesse  initiale  v^  du  centre  de  gravité  a  une  direc- 
tion parallèle  à  celle  de  la  percussion,  et  quant  à  sa  gr^^' 
deur,  en  appelant  fxf^  la  quantité  de  mouvement  qui 
sure  la  percussion  et  M  la  masse  de  Tellipsoïde,  on  a 

Mp,  ^=a('     d*où     (',=  —• 

M 

680.  Déterminons  maintenant  le  mouvement  de 
tation  autour  du  centre  de  gravité.  Les  poids  des  mo  -^ 
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[es  du  corps  se  réduisant  à  une  force  unique  applî- 
ée  au  centre  de  gravité,  n'auront  aucune  influence  sur 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point,  qui  sera 

uniquement  à  la  percussion  initiale  et  sera  le  même 
e  si  le  centre  de  gravité  était  fixe.  Or  la  percussion 
issant  dans  le  plan  AGB  perpendiculaire  k  Taxe  GC 
i  est  un  des  trois  axes  d'inertie  principaux  relatifs  ai; 
int  G,  le  corps  devra  tourner  indéfiniment  autour  de 
xe  GC  comme  s'il  était  fixe  et  son  mouvement  sera 
iforme.  Si  Ton  appelle  od  la  vitesse  de  rotation  autour 

GC  et  y^la  distance  de  la  percussion  à  cet  axe,  on  aura 

mr^  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 
A,  En  appelant  2a,  26,  ic  les  axes  de  l'ellipsoïde. 


2  ''"•' = 


5 — ' 


w  : 


^11  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  [kv  par  Mi^i, 

û'  -+-  b^ 

Kiule  qui  fait  connaître  le  rapport  de  la  vitesse  angu- 
^  à  l£(  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité. 
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MOUVEMENT   d'uNE   CORDE  VIBRANTE. 

Équations  générales  du   raouvement.  —  Cas  des  petites  vibrations. 
Vibrations  transversales.  —  Vibrations  longitudinales. 


ÉQUATIONS    DU    MOUVEMENT. 

681 .  Soit  une  corde  homogène  parfaitement  flexible» 
élastique  et  un  peu  extensible,  d'une  épaisseur  conslanie 

Fig.  176.  et  très-petite,  ten- 

due suivant  sa  lon- 
gueur par  une  force 
équivalente  à  un 
poids  donné  o  et 
attachée  par  ses  ex- 
trémités aux  points 
fixes  A  et  B.  On  néglige  son  poids  par  rapport  à  a,  et 
par  conséquent  elle  forme  une  ligne  droite  ANB  dans 
son  état  d'équilibre.  Supposons  qu'on  Técarte  un  peu 
de  la  position  d'équilibre  ANB  et  qu'en  même  temps  on 
imprime  à  tous  ses  points  de  petites  vitesses.  Alors  elle 
vibrera  autour  de  la  droite  AB,  et  il  s'agit  de  déterminer 
la  position  et  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points  à  un 
instant  quelconque. 

Soit  AMBla  courbe  plane  ou  à  double  courbure  que 
forme  la  corde  à  une  époque  quelconque.  Prenons  trois 
axes  rectangulaires  A^,  Aj %  Az  :  nn  point  quelconque 
qui  se  trouve  d'abord  eu  N  sur  la  droite  AB  viendra,  au 
bout  du  temps  ^,  occuper  une  autre  position  M  voisine 
de  la  première.  Posons 

AN=rx,      AP=:.r4-.v,      PQ  — r,      MQ  =  :, 
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S  coordonuées  du  point  qui  est  eu  N  dans  la  positiou 
équilibre  sont  ar,  o,  o  et  dans  le  mouvement,  j:  -h  m, 
z.  Les  déplacements  des  points  de  la  corde  étant  très- 
tits,  M,  y^  z  ont  toujours  des  valeurs  très-petites  qui 
:it  fonctions  du  temps  t  et  de  x,  et  la  question  con- 
te à  trouver  leurs  expressions  en  fonction  de  ces  deux 
riables  indépendantes. 

Désignons  par  ds  la  longueur  de  la  portion  de  corde  in- 
timent petite  MM'  qui  correspond  à  l'élément  NN'=  /str 
ns  Fétat  de  repos.  On  établit  une  relation  très-simple 
tre  ds  et  ddc^  en  exprimant  que  JNN'  et  MM'  ont  la 
ème  masse.  Soit  e  le  produit  de  la  section  normale  de 
corde  par  sa  densité  au  point  M,  dans  la  position  AMB. 

Is  est  la  masse  de  MM'  et  celle  de  NN'  est  —,  dx.  en  dé- 

^ant  par  p  le  poids  de  la  corde  et  par  /  sa  longueur  pri- 


îtive  AB.  On  a  donc 


Appliquons  maintenant   le  principe  de  d'Alcmbert. 
2s  composantes  de  la  force  accélératrice  du  point  M  sont 

rf>(jr-f-«)        d^y       d^i  d'u       d'y        d'z 
dti~'      IF'      IF'      ""     IF'      IF'      IF' 

aisque  x  est  indépendante  du  temps  t.  Si  nous  appelons 
,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice  du  point 
[,  ou  de  la  force  motrice  rapportée  à  Tunité  de  masse, 
Jles  de  la  force  perdue  pour  l'élément  tds  sont 

^-■dF)"^'      (^-^)"^^'     {^-Hf}''- 

Ces  forces  devant  à  chaque  instant  se  faire  équilibre, 
i  a,  d'après  les  formules  qui  expriment  les  conditions 
(équilibre  d'un  fil  soumis  à  l'action  de  forces  quel- 
nqucs  (405)  et  en  appelant  T  la  tension  au  point  M 
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(c'est-à-dire  T action  des  deux  parties  AM  et  MB) 

Si  Ton  néglige  les  forces  X,  Y,  Z,  ainsi  que  la  pe- 
sauteur,  ces  équations  deviennent,  en  remplaçant  eds 

par  -^  dx  y 

w       1      <4)=f,^''". 


\     ds)        Si 


— -—  dx. 


CAS    DES    FETITES    VIBRATIONS. 

682.  Les  équations  (2)  sont  réductibles  à  la  forme  li' 
néaire  et  intégrables  quand  on  suppose  les  vibrations  très^ 
petites.  La  longueur  de  NN'  étant  dx  dans  la  position 
d'équilibre,  elle  est  devenue  ds  quand  cet  élément  occupa 
la  position  MM'  :  sa  tension  est  xs  dans  le  premier  cas  et 
T  dans  le  second.  Or  l'expérience  montre  que  rallonge- 
ment d'un  fil  homogène  et  d'une  épaisseur  constante  est 
proportionnel  à  l'accroissement  de  tension,  quand  cetac* 
croissement  est  faible,  et  à  sa  longueur  primitive.  Donc 
q  était  un  coefficient  constant  pour  la  même  corde,  on  a 

/  V  m  ^  —  dx 

Comme  la  corde  n'exécute  que  des  vibrations  très- 
peiiies  et  que  les  tangentes  à  la  courbe  AMB  font  des 
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S  très-petits  avec  la  droite  ÂB,  les  quantités  y-»    — 
h  peu  près  nulles,  et  Téquation 

e  alors 

ds  =^  dx  -^  du, 

»rmule  (i)  devient  donc 

du 

i  remarquera  d'ailleurs  que  rallongement  ds  —  dx 
^u  qu'a  éprouvé  la  partie  dx  du  fil  est  une  petite 

ion  de  dx^  de  sorte  que  le  rapport  —  est  toujours 

petit.  Donc  —  comme  — ^--j /  difière  très-peu  de 

té  et  dans  la  première  des  équations  (2)  du  n^  681 

i(j:-4-a)  .  i      /       •     »m        •  ,    du 

-^-^ peut  être  remplacé  par  aT,  puis  par  dq  —7 

se  de  Téquation  (  2  )^. 

tte  équation  devient  donc,  en  posant,  pour  abréger, 

antité  constante  s-±  =:  «•, 

P 


d^u  _  ^d^u 


î.  Pour  le  mieux  voir,  on  peut  écrire  la  première 
ion  (2]  du  n^  681  ainsi  : 

dx  '\-  du 
-^-duX       ^  ds  p  d^a 


dT  fdx'\- 
dx  \       ds 


}  dx  gl  dfi 

dx-^-  du 

— 1 diffère  très-peu  de  l'unité  et .  est 

ds  '^  dx 
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négligeable,  car  en  didéi  en  liant  Téquation 


ou  a 


dx  -^  du  dy  dz 

dx  -\-  du  ds  dy       ds        dz       ds 

■ j—  — —  •  — — —  — J-  — —  •  — —  zzzz.  0« 

ds  dx  ds      dx         ds      dx 

dx  -}-  du 
d       ' 
ds 
ce  qui  donne -r^ du  même  ordre  de  petitesse  que 


ds 


dy       dz 
ds        ds 


684.  Ou  transformera  d'une  manière  analogue  les  deux 
autres  équations  (2).  On  a 

dy dy   dx        dy 

ds        dx   ds        dx 

dx 
car  —  est  sensiblement  égal  à  l'unité.  Ainsi  on  peut  pren- 
dre T  -r-  au  lieu  deT-p-ou  |t3-|-^— -|  -r-,ou  enfin  0  -r 
dx  ds        \         ^  dx)  dx^  « 

,  ,.  du  dy  .  .  dv> 

en  négligeant  7-  y  ce  qui  est  permis,  parce  que  -r  " 

—  sont  petits.  On  a  donc 


dx 


A-t)-^i' 


et  la  seconde  équation  du  système  (2)  devient,  en  faisant» 
pour  abréger,  - —  =  a*, 

d'^y         ,  d^  u 

—  a  — —  • 

dr  dx^ 

La  troisième  équation  se  réduit  de  même,  en  sorie 
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a  les  trois  équations 


d^u 

d'il 

dt' 

^—~ 

7} 

dx^' 

d\r 
dt' 

a'' 

d'y 
ilx- 

d^z 

d'z 

di^ 

n» 

d:r^  ' 

léterminer  m,  j'  et  ^  en  foiiclion  de  x  el  de  t.  Les 
)les  u,  ^,  z  étant  séparées  dans  ces  équations,  on 
iclul  que  les  mouvements  des  points  de  la  corde  pa- 
ument aux  axes  seront  indépendants  et  coexisteront 
^influencer  mutuellement.  Pour  une  valeur  arbi- 
de  X  la  première  équation,  par  exemple,  donnant 
aleur  de  u  en  fonction  du  temps,  les  deux  autres 
atisfaitcs  en  supposant  y  el  z  nulles;  alors  chaque 
de  la  corde  a  un  mouvement  vibratoire  sur  l'axe 
mt  il  ne  s'écarte  pas. 

1.  Les  vibrations  qui  se  font  suivant  AB  sont  dites 
udinales  et  celles  qui  sont  parallèles  à  Ay  et  Az  sont 
3es  transversales.  Ces  dernières  seraient  les  mêmes 
élément  à  Ay  et  Az  si  les  valeurs  initiales  de  z  et 

kaient  les  mêmes  que  celles  dejr  et  de  --^«  D'ailleurs 

nations  (4)  étant  de  même  forme,  il  suffit  dMntégrer 
'elles. 

VIBRATIONS    TRANSVERSALES. 

I.   L'équation 

dy  dW 

dt^  dx' 

r  intégrale»  généra  le 

y  =  ff  {.V  -h  at)  -^  ^  {x  —  nt), 
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f  et  (p  étant  deux  fonctions  arbitraires  qu'il  s*agit  de  dé- 
terminer. Pour  cela  il  faut  connaître  à  l'origine  du  temps 
la  courbe  formée  par  la  corde  et  la  composante  de  la  vi- 
tesse de  chaque  point  parallèle  à  Taxe  àe  y. 
Soit  donc  pour  r  =  o, 

(3)  r=/{x),     ^  =/.(*). 

Introduisant  cette  hypothèse  dans  l'équation  précédente 
et  dans  sa  dérivée  par  rapport  à  t,  on  aura 

(4)  /(*)  =  ?{*) ++{*), 

(5)  /.(x)  =  «[ç'(;c)-f(x)]. 
De  cette  dernière  on  tire 

Intégrant  cette  équation  par  rapport  à  x  et  posant,  pour 
abréger, 

(6)  '-f/,{^)dx  =  JF(x), 
il  vient 

(7)  ç(*)  — >K*)  =  F(x)  +  C. 
Des  équations  (4)  et  (7)  on  déduit 

(  ,  (x)  =  i  [/(x)  +  F  (x)  -H  C], 

(8) 

4<(x)=if/(x)-F(x)_C]. 

Substituant  j:  +  af  à  x  dans  (f  (x)  et  x  —  at  dans  ^  (x)) 
puis  faisant  la  somme  des  deux  fonctions,  on  aura  la  va- 
leur de  y  y  où  C  n'entrera  pas. 

687.  Mais  il  faut  remarquer  que  par  les  deux  dernières 
équations  les  fonctions  q  et  ^  ne  sont  connues,  comme 
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x)  «t  V(x)j  que  pour  des  valeurs  de  la  variable  x 
mprises  entre  zéro  et  /;  or  on  a  besoin  de  les  con- 
itre  au  delà  de  ces  limites,  car  x  devant  être  remplacée 
r  x-h  at  et  X  —  at,  ces  nouvelles  variables  pourront 
passer  les  valeurs  zéro  et  /,  puisque  le  temps  t  peut 
^itre  indéfiniment.'  Pour  déterminer  les  fonctions  (f  et 
m  delà  de  ces  limites,  nous  allons  exprimer  que  les 
ints  Â  et  B  sont  immobiles. 
Pour  le  point  A  on  aura,  quel  que  soit  f, 

ff  (at)  -h  ^  ( — at)  =  o. 
sant  at  =  ^,  cette  condition  devient 

i^our  le  point  B  on  aura  aussi,  à  un  instant  quelconque, 

r)  ®^  ^  (?)  sont  connues  pour  les  valeurs  de  ^  comprises 

:re  zéro  et  /. 

La  dernière  condition  donne 

l  —  Ç)  est  connue  pour  les  valeurs  de  Ç  comprises  entre 
no  et  /,  puisque  /  —  ^  se  trouve  alors  comprise  entre  les 
^mes  limites.  Donc  cp  (^4-(^)  sera  aussi  connue  pour 
i  mêmes  valeurs  de  ^.  Par  conséquent,  si  Ton  pose 

[^^)  sera  connue  pour  les  valeurs  de  ^'  comprises  entre 
;t  ni.  Mais  cette  fonction  étant  déjà  connue  pour  les 
leurs  de  ^'  entre  zéro  et  /,.le  sera  donc  pour  toutes  celles 
mprises  entre  zéro  et  2  /. 

688.  Si  dans  la  condition  {9)  on  remplace  ^  par  /-h  ?, 
!e  devient 

II.   .  18 
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Mais  I41 

?(<)-^  +  (— 0  =  0»  I» 

donc  Isa 

Donc  la  fonction  cj>  (Ç)  est  périodique  et  a  pour  période    1 5 
n  A  et  comme  on  conuaît  celle  fonction  pour  toutes  les    pi- 
valeurs  de  la  variable  comprises  entre  zéro  et  2/,  elle 
sera  donc  connue  pour  toutes  les  valeurs  de  Ç  positives 
ou  négatives. 

689.  L'autre  fonction  ^  est  donnée  par  Téqualion 

elle  est  périodique,  comme  la  première,  et  sa  période  est 
aussi  2/.  En  effet,  Féquation  précédente  donne 

(p(2/-f-2;)  +  ^(  — 2/— î;)  =  o, 

d  où,  puisque  ç  (  2  /  -f-  Ç  )  =  cf  (Ç)  =  —  ({/  (Ç), 
En  posant  —  2  /  —  Ç  =  Ç',  on  a  donc 

690.  Il  résulte  de  celte  discussion  que,  lorsque  at  cro^^  ' 

2/ 
de  2  /  ou  ^  de  — >  l'ordonnée  j^  reprend  la  même  valeu^*i 

de  même  que  la  vitesse  — •  Il  en  est  de  même  dez  etd* 

-j-  Donc  la  corde  fait  une  suite  de  vibrations  toutes  égal^  ^ 
dt 

2  / 
et  isochrones  dont  la  durée  est  — • 

a 

691.  Dans  le  vide  et  en  supposant  les  points.  A  et  -B^ 
absolument  fixes,  la  corde  ferait  une  suite  indéfinie  d'o^" 
cillations  de  cette  espèce.  Mais  la  résistance  de  Tair  et  *  ^ 
communication  d'une  partie  du  mouvement  de  la  cord^  ^ 
ses  deux  points  extrêmes  A  et  B  diminuent  graduellemC^ 
ramplitude  des  vibrations  et  finissent  par  les  anéanti ^' 


CINQt'AAiTE-DEUXIEME    LBÇON.  276 

toutefois  altérer  sensiblement  leur  isochronisme.  Ce 
er  fait,  analogue  à  ce  qui  a  lieu  dans  le  pendule 
le,  peut  être  démontré  par  un  nouveau  calcul,  et 
érience  vient  le  confirmer. 

i.  Si  l'on  désigne  par  T  la  durée  d'une  vibration 
corde  et  par  n  le  nombre  des  vibrations  dans  T  unité 
tnps,  on  a 

il  I  a 

■~  "7  *         ""■  T  '^  2?* 


a^ 


Si 


ZJ 


corde,  dans  son  mouvement^  communique  ses  vi- 
)ns  à  l'air,  qui  en  fait  alors  le  même  nombre  dans  le 
;  temps.  Le  son  produit  a  pour  mesure  n  :  il  est 
int  plus  élevé  que  la  corde  fait  un  plus  grand  nom- 
e  vibrations  dans  un  temps  donné.  Ce  nombre  est 
endant  de  l'amplitude  des  vibrations  et  de  la  figure 
le  de  la  corde  ou  de  son  mode  d^ébranlement. 
ir  une  même  corde,  ce  nombre  est  proportionnel  à 
îine  carrée  de  la  tension  u  5  pour  des  cordes  d'une 

matière  et  d'une  même  épaisseur,  p  étant  propor- 
3I  à  Z,  les  nombres  de  vibrations  sont  en  raison 
\e  des  longueurs.  Enfin  pour  des  cordes  de  même 
eur  et  également  tendues,  n  est  en  raison  inverse 
cines  carrées  de  leurs  poids.  L'expérience  a  con- 
ces  lois. 

NOEUDS    DE    VIBRATION. 

i.  Il  y  a  des  cas  où  la  corde,  en  raison  de  son  état 
,  se  partage,   pour  ainsi  dire,  spontanément  en 

18. 
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un  certain  nombre  de  parties  égales  vibrant  à  Tunisson  ' 
et  dont  les  points  de  séparation,  appelés  nœudsj  restent 
immobiles  pendant  la  durée  du  mouvement.  Alors  le  son 
s'élève  proportionnellement  au  nombre  de  ces  parties. 
Nous  allons  en  donner  un  exemple.  Reprenons  Péquation 

Les  dimensions  et  la  tension  de  la  corde  étant  données, 
on  peut  disposer  de  sa  figure  et  de  la  vitesse  initiale  de   i 
cbacun  de  ses  points,  de  telle  sorte  que  son  mouvement 
soit  représenté  par  une  équation  de  la  forme  j^  =  6X,ô    j 
étant  une  fonction  de  £  et  X  une  fonction  de  x  seulemenU    ' 
En  effet,  pour  que  Téquation  (i)  soit  vérifiée,  il  faut  que 
Ton  ait 

^'^'  X  dx'  ""flve   d^'      . 

Comme  le  premier  membre  est  fonction  de  x  seulement 
et  le  second  de  f ,  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant 
que  les  deux  membres  se  réduisent  à  une  même,  constante 
—  li^.  On  aura  donc 

(3)-  •    ^  +  *'X  =  o. 

Comme   on   ne    veut   qu'une   intégrale    particulière, 
prenons 

(4)  .  X=sin/\r. 

La  fonction  d  se  déterminera  ensuite  par  l'équation 

</»9 

(5)  _  +  «u»e  =  o, 

d'où  l'on  tire 

G  =  C  ces  akt'\'  G  sin  aht 
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ir  suite, 

y  =  sin  kx  (C  cos  a  A/  -+-  C  sin  akt). 

lisant  I  =  o ,  nous  aurons  pour  la  figure  initiale  de 
rde 

j  =  C  sin  kx 

us  pouvons  faire  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  en 
>sant  nulle  la  constante  C.  Le  mouvement  de  la 
est  alors  représenté  par  Téquation 

/  =  C  sin  kx  cos  akt* 

aut  encore  exprimer  que  les  points  Â  et  B  restent  tou- 

fixes.  Or  pour  a:=o,  on  a  bien  j"  =  o,  quel  que 

;  mais  si  Ton  veut  que  y=.o^  quel  que  soit  t^  pour 

f,  il  faut  faire  kl  =  rmtj  m  étant  un  nombre  entier 

onque;  on  en  déduit  k  =  —  >  çt  le  mouvemeiift  de 

*de  est  représenté  par  l'équation 

_,  .    mitx        mant 
/  =  C  sm  — - —  cos  — ; — • 


isi  la  corde  ayant,  sans  vitesse  initiale,  la  forme 

courbe /  =  C  sin — -— >  si  on  l'abandonne   à  elle- 

U  elle  effectuera  une  suite  indéfinie  de  vibrations 
ones  dont  la  loi  est  donnée  par  Téquation  (8). 

L  On  sait  que  y  doit  être  une  fonction  périodique 
nps.  En  efTet,  ici,  j  reprend  la  même  valeur  quand  t 

de  —  •  — •  Ainsi  dans  cet  exemple  r  et  -~  sont  les 
ma  ^  '■     '^         dv 

m      a 
nbre  de  vibrations  effectuées  dans  Tunité  de  temps 

n  —  î  c'est-à-dire  m  fois  celui  qui  correspond  au 


I       2  / 

5s  quand  le  temps  augmente  de  la  période  —  •  —  »  et 
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son  le  plus  grave  de  la  corde,  déterminé  par  la  théorie 
générale. 

.  695.  Nous  allons  démontrer  que  dans  ce  cas  la  corde  ; 
se  partage  spontanément  en  m  parties  égales  qui  vibrent 
comme  si  elles  étaient  séparées,  de  sorte  qu'il  y  aura 
m  —  I  noeuds  de  vibrations.  En  effet,  on  obtiendra  tous 
les  points  qui  resteront  immobiles  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  en  posant 

,    mit X  /, 

sm =  0     ou        x=  —  l. 

l  m 


i  étant  un  nomibre  entier  quelconque  plus  petit  que  m 
On  en  conclut  que  y  est  nulle  pour  les  valeurs  de  x 

l        7.1  m  —  I  ,      , 

mm  m 

quel  que  soit  t. 

On  pourrait,  sans  considérer  un  exemple  partlculiert 
choisir  les  fonctions  f[oc)  et /i  [x)  telles  que  ç(f)  et 
<j/(Ç)  redeviennent  les  mêmes,  non-seulement  lorsque  { 
croît  de  2/,  mais  encore  lorsque  cette  variable  croît  d  un 

sous-multiple  quelconque  —  de  2  /.  On  on  conclurait 

comme  ci-dessus  l'existence  de  m  —  i  noeuds  de  vibra- 
tion. 

VIBRATIONS    LONGITUDINALES. 

quation 

^'^  'dF=''"d^ 

tout  à  fait  semblable  à  l'cquation 
/    X  d^r  d^Y 


•      I 
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U  en  résulte  que  si  ron  désigne  par  /i'  le  nombre  des 
vibrations  longitudinales  effectuées  dans  Tuniléde  temps, 
on  a 

(3)  /,'  =  ^     (692), 


-  4  M.  ;i  .;. 


et  comme  a  =  w  5-1 ,  il  vient 

(4)  «'=-\/^^ 

2\     pi 

^^  aura  donc 

n'        V   7 

^^  —  est  une  quantité  très-petite.  En  effet,  d'après  Té- 
n^a.iion 

1  ^8t  r accroissement  de  tension  qu'il  faudrait  donner  à 
^  corde  pour  doubler  sa  longueur  ou  la  longueur  de 
^^aque  élément,  puisqu' en  faisant  ds  =  ndx  on  aurait 
f  :=t3+4^.  La  constante  q  est  donc  beaucoup  plus  grande 


^Ue  CT,  d'où  il  suit  que  le  rapport  —  est  très^pelît  :  par 

conséquent  des  deux  sons  les  plus  graves  rendus  par  une 
même  corde,  celui  qui  correspond  aux  vibrations  longi- 
tudinales est  de  beaucoup  le  plus  aigu. 

697.  On  a  encore  la  formule 


n  A 

7  =  V7 


/  étant  la  longueur  de  la  corde  dont  la  tension  est  ex  et  X 
l'allongement  ou  l'augmentation  de  la  longueur  que  pro- 
duit un  accroissement  de  tension  égal  à  t?.  C'est  ce  que 
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ToD  dëdoit  de  l'équation  (6)  en  faisant  T  =  su  et  en 
ohfenrant  qne  les  allongements  X  et  ds  —  ilr  des  lon- 
gnenrs  /  et  dx  sont  proportionnels  à  ces  longaears.  On 
a  donc 

1  "    /' 

et  comme  /  est  très-petit  par  rapport  à  /,  on  voit  encore 
que  le  rapport  ~  est  aussi  très-petit. 
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[NQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

ÉQUaiBRB  d'une  MASSE  FLUIDE. 

*élini inaires.  -—  PreBsion  d*un  liquide  sur  une  paroi.  —  Égalité 
lion  en  tous  sens.  •—  Équilibre  d'un  fluide  incompressible.  — 
ns  générales  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide. 


NOTIONS    PRÉLIMINÀIBES. 

L'hydrostatique  a  pour  objet  les  lois  de  Véqui- 
is  fluides.  Un  fluide  doit  être  considéré  comme 
oblàge,  en  apparence  continu,  de  molécules  ma- 
qui  cèdent  au  moindre  effort  tendant  à  les  sépa- 
ines  des  autres. 

luides  que  la  nature  nous  présente  approchent 
moins  de  cet  état  de  fluidité  parfaite.  Il  existe 
*ement  entre  les  molécules  de  ces  substances  une 
I  adhérence  qu'on  appelle  viscosité.  L'hypothèse 
obilité  parfaite  pourrait  conduire  à  des  résultats 
iformes  à  l'expérience  dans  le  cas  d*un  fluide  en 
lent  :  mais  si  Ton  excepte  quelques  liquides  où  la 
\  est  considérable,  les  lois  de  l'équilibre  auxquelles 
rviendrons  en  supposant  les  molécules  parfaite- 
Lobiles  et  sans  aucune  cohésion,  s'appliqueront 
eur  sensible  aux  fluides  naturels. 

On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides 
z  ou  fluides  aériformes.  Les  liquides  ne  se  com- 


I 
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priment  que  sous  des  pressions  très-considérables  et  sont 
appelés  souvent  pour  cette  raison  fluides  incompressif 
blés.  Les  fluides  aérif ormes ^  qui  se  divisent  en  gaz  per- 
manents et  en  vapeurs,  sont  compressibles  et  doués,  dans 
certaines  limites,  d'une  grande  élasticité  :  c^est  pourquoi 
on  les  nomme  aussi  fluides  élastiques. 

PRESSION    d'un    liquide    SUR    UNE    PAROI. 

700.  Quand  un  fluide  contenu  dans  un  vase  ouvert 
OU  fermé  de  toutes  parts  est  eu  équilibre  sous  raction  de 
forces  quelconques,  il  exerce  une  pression  sur  chaque 
portion  des  parois  du  vase  qui  le  renferme.  Cette  pre$- 
sion  peut  varier  d'un  point  à  un  autre.  Pour  la  définir  et 
la  mesurer  avec  précision,  on  considère  un  point  M  de  h 
surface  du  vase  et  une  portion  infiniment  petite  w  de 
cette  surface  comprenant  ce  point.  Le  fluide  exerce  sur 
cette  petite  surfaQe  oi>  certaines  actions  dont  la  résultante 
peut  être  représentée  par /7  0e),  si  Ton  imagine  une  aire 
plane  égale  à  l'unité  de  surface  et  dont  tous  les  éléments 
égaux  à  tù  supportent  la  même  pression  que  w.  La  quan- 
tité p  est  ce  qu'on  nomme  la  pression  au  point  M.  En 
d'autres  termes,  la  pression  au  point  M  sera  la  limite 
du  rapport  de  la  pression  exercée  sur  l'élément  w  qui 
comprend  le  point  M  à  l'aire  a),  quand  cette  aire  w  ten- 
dra vers  zéro  en  comprenant  toujours  le  point  M. 

ÉGALITÉ    de    PRESSION    EN    TOUS  SENS. 

701.  On  admet  comme  un  résultat  de  l'expérience  ou 
Pig»  *77-  comme  une  conséquence  de  U 

distribution  uniforme  des  mole* 
lécules  des  fluides,  que  la  direc- 
tion de  la  pression  est  toujours 
perpendiculaire  à  l'élément  de 
surface  w  sur  lequel  elle  s'exerce.  Ce  fait  se  rattache  a 
cet  autre  plus  général  :  que  des  corps  en  contact  n'exercent 
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r  Fautre  que  des  actions  normales  quand  leurs 
s  n^ont  aucune  adhérence  ni  frottement. 
)  notion  s^applique  à  une  portion  intérieure  d'un 
car  Téquilibre  ne  serait  pas  troublé  si.Fon  suppo- 
3  portion  quelconque  du  fluide  solidifiée.  On  peut 
in  un  point  quelconque  de  l'intérieur^  supposer 
roi  plane  solide,  et  il  y  aura  sur  chaque  élément  de 
rface  une  pression  toujours  perpendiculaire  à  son 
1  y  a  égalité  de  pression  en  tous  sens  pour  un 
loint,  c'est-à^ire  que  si  Ton  considère  une  surface 
ent  petite  &)  passant  par  un  point  M  pris  à  volonté 
fluide,  la  pression  exercée  par  le  fluide  sur  chaque 
l'élément  o)  sera  toujours  la  même,  quelle  que 
position  que  Ton  donne  à  l'élément  o),  en  le  fai- 
irner  autour  du  point  M. 

démontrer  ce  principe,  faisons  passer  par  le 
[  deux  plans  quelconques  ^  prenons  sur  leur  inter- 
section une  longueur  MN  très- 
petite,  et  menons  dans  ces  plans 
perpendiculairement  à  leur  iii- 
tersection  les  quatre  droites  MI, 
NK,  MI',  NK'  égales  à  la  lon-^ 
gueur  MN.  Il  s'agît  de  démon-^ 
irer  l'égalité  des  pressions  p  et 
>ortées  à  l'unité  de  surface  que  le  fluide  exerce  sur 
aces  planes  égales  MIKN,  MFK'N. 
isse  fluide  contenue  dans  le  prisme  droit  MII'NKK' 
core  en  équilibre  si  on  la  suppose  solidifiée.  Lés 
is  que  le  fluide  extérieur  exerce  contre  les  cinq 
î  ce  prisme,  perpendiculairement  à  ces  faces,  font 
:e  aux  forces  (analogues  à  la  pesanteur)  qui  solli- 
ou  tes  les  molécules  intérieures.  Donc  la  somme 
i  composantes  parallèles  à  un  axe  quelconque  est 

m  s  par  le  point  M  un  axe  ML  parallèle  a  la  droite 
luide  exerce  sur  les  deux  surfaces  planes  MIKIV 
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etBlTK^N^que  nous  désignerons  par  0»  et  u^  et  qui  sont 
^ales,  des  pressions  ^o»  et  pul  dont  les  composantes  in- 
vant  Taxe  ML  sont  pKù  cos  a.  et  f/u'  cos  ol\%  et  ai'  dé- 
signant les  angles  que  les  normales  à  ces  deux  plans  on 
aux  droites  MI,  MI',  font  avec  ML.  Ces  angles  sont  sap- 
pléments  Tun  de  Feutre.  Les  pressions  normales  aoi 
autres  faces  Mil',  NKK'  et  IKK' F  ont  leurs  directions 
•perpendiculaires  à  ML  et  par  conséquent  ne  donnent  pas 
de  composantes  suivant  cette  droite.  Quant  aux  forces 
qui  agissent  sur  les  molécules  intérieures,  nous  désigne- 
rons par  X  la  somme  de  leurs  composantes  parallèles  à 
ML. 

La  somme  de  toutes  ces  composantes  devant  être  nulle, 
on  a 

pj»  cos  a  -+-/>  «'  COS  a'  -h  X  =  o 

ou 

X 

(l)  {p — y)cosaH =  0, 

à  cause  de 

tt  =  «',     cos  a  =  —  cos  a'. 

Si  la  longueur  MN  diminue  indéfiniment,  &>  décroit 
comme  le  carré  de  MN  et  X  décroît  à  très-peu  pr& 
comme  le  volume  du  prisme  ou  proportionnellement  au 

X 

cube  de  MN.  Donc  —  tend  vers  zéro:  d'ailleurs  cos  a  est 

constant.  Donc  p  et  p'  tendent  vers  Tégalité  quand  les 
surfaces  égales  g)  et  co'  tendent  vers  zéro.  D'ailleurs  cosflt 
est  constant',  les  valeurs  de  p  et  de  p'  tendent  vers  des 
limites  déterminées  qui,  d'après  Téquation,  doivent  être 
égales^  de  sorte  qu'on  dip'^=:^p\  quand  les  surfaces  égales 
w,  'J  deviennent  infiniment  petites. 

ÉQUILIBRE    d'un    FLUIDE    INCOMPRESSIBLB. 

702.  Supposons  un  liquide  incompressible  contenu 
dans  un  vase  polyédrique  ABCDE.  Plusieurs  parois  sont 
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ées  d'ouvertures  û,  û',  «",.•.,  sur  lesquelles  sont 
tés  de  petîls  cylindres  ayant  leurs  arêtes  perpendî- 

culaires  à  ces  parois.  Si  Ton 
imagine  des  pistons  qui 
peuvent  se  mouvoir  dans 
l'intérieur  de  ces  cylindres, 
les  forces  P,  P',  P",-.. 
nécessaires  pour  les  main- 
tenir, quand  il  y  a  équi- 
;,  sont  égales  aux  pressions  exercées  par  le  liquide 
re  leurs  bases.  Nous  nous  proposons  de  vérifier, 
1  cet  état  d'équilibre,  le  principe  des  vitesses  vir- 
les. 

Dncevons  que  Ton  fasse  mouvoir  simultanément  tous 
)istons^  soient  A,  A',  h"^,  • .,  les  espaces  qu'ils  par- 
ent, ces  espaces  étant  regardés  comme  positifs  ou 
itifs,  selon  que  les  pistons  entrent  dans  le  vase  ou  en 
?nt.  Le  liquide  étant  supposé  incompressible,  tous  ces 
acements  virtuels  sont  liés  entre  eux  par  l'équation 

ah  H-  a* h'  -H  a" //'-h.  • .  =  o. 

tiplions  cette  équation  par  la  pression  p  exercée 
tre  les  parois  et  rapportée  à  l'unité  de  surface:  en 
îrvanl  qu'on  a 

endra 

PA  H- P'/i' 4- P''A"  4- . . .  =  o,* 

jui  est  l'équation  des  vitesses  virtuelles'  dans  cet 
nple  particulier. 

>n  pourrait  étendre  ce  principe  au  cas  où  il  "y  aurait 
forces  motrices  agissant  sur  les  molécules  du  liquide, 
s  la  démonstration  est  compliquée  et  il  vaut  mieux 
xber  directement  les  équations  générales  de  l'équi- 
e  d(^s  fluides,  comme  nous  allons  le  faire. 
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ÉQUILIBRE    d'u^E    MASSE    FLUIDE. 

703.  Soient  Ox^  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires,  ce 
^^'  '^«  dernier    étant   vertical  et 

p  dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur. Nous  faisons  cette 
hypothèse,  parce  que  nous 
appliquerons  nos  formules 
principalement  aux  fluides 
pesants.  En  deux  points  infiniment  voisins  m  [x^jf^i] 
et  e  (x  ■+•  dx^  y  -f-  dy^  z  -f-  dt)  construisons  ud  parai* 
lélîpipède  en  menant  par  ces  deux  points  six  plans  paral- 
lèles deux  à  deux  aux  trois  plans  coordonnés.  Soient  p 
la  densité  du  fluide  au  point  m  et  P  la  force  motrice  rap- 
portée à  l'unité  de  masse,  qui  sollicite  chaque  molécnk 
de  ce  parallélipîpède  infiniment  petit.  Si  dm  est  la 
masse  de  celui-ci  et  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  P, 
H.  dm  ^  Y  dm  ^  Ta  dm  seront  les  composantes  de  la  force 
motrice.  Enfin  désignons  par  p  la  pression  rapportée  à 
l'unité  de  surface  qui  s'exerce  au  point  m  et  qui  est  h 
même  tout  autour  de  ce  point. 

Si  Ton  suppose  solidifié  le  fluide  contenu  dans  le  petit 
parallélipipède,  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé.  Il  faudra 
donc  que  les  composantes  des  forces  parallèles  aux  trois 
axes  se  détruisent  entre  elles.  Ces  Forces  se  composent  des 
forces  motrices  X  dm^  Y  dm^  Z  dm  et  des  pressions  exer- 
eées  par  le  fluide  environnant  sur  les  six  faces  du  paral- 
lélipipède. Considérons  d'abord  les  pressions  qui  s*exe^ 
cent  verticalement  sur  les  faces  mabg  et  cdef'^  elles  agis- 
sent en  sens  contraire.  La  première  est  égale  à  pdxdy,» 


secon 


deà  (p  •+•  •;f-dz\  dxdy  \  leur  résultante  parallèleà 


dz       ) 


O  z  est  égale  à dxdydz  ou  à ^  dm.  On  a  donc 

^  ciz         ^  ù  dz  . 


I  dp 

û  dz 


dm  -f-  Z  dm  =  o 
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*  —  «7 

.  aurait  deux  autres  équations  analogues  à  celle-là^  on 
onc 

dx       P     '      df       ^    '      dz       ^ 

Ainsi  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  p  sont  égales 
dX,  pY,  pZ.  La  diiïérentîelle  totale  de  la  pression  est 
ne 

)  4^  =  P  ["^dx  -^  Y dy  -{- Z dz). 

iUe  est  la  formule  qui  donne  T accroissement  de  pression 
rsqu'on  passe  du  point  [x^  Y^  ^)  ^^  point  infiniment 
isin  (x-hdx^  y-^  dy^  z-^dz).  Comme  p  doit  être 
le  fonction  de  x,  j^,  z^*  le  second  membre  de  Téquation 
écédente  doit  être  une  différentielle  exacte  et,  par  con- 
jaent,  s'il  y  a  équilibre,  on  a  nécessairement 

)    c/(pX)^rf(pY)^    d(pX)^d{p2)^    d(pY)^  d{pZ) 
tijr  dx  dz  dx  dz  dy 

expression  f\^dX'\'Xdy'\-Tjdz)  étant  alors  la  dif- 
emielle  exacte  d'une  certaine  fouctiony  (or,  j^,  -z),  on  a 

/'=/(^>r>2)-+-c, 

-tant  une  constante  qui  sera  déterminée  quand  on  con- 
Ura  la  pression  p^  en  un  point  particulier  (or^,  y^^  Zo). 
faudra  en  outre  que,  si  Ton  imagine  une  courbe  fermée 
ssant  par  un  point  m  (x,  j^,  «),  la  fonction^ (a:,  y,  z) 
prenne  la  même  valeur  lorsqu'on  reviendra  au  point  m, 
iisqu'on  doit  retrouver  la  même  pression. 

704.  S'il  n*y  a  pas  de  force  qui  sollicite  les  molécules 
térieures,  la  pression  sera  constante  dans  toute  la  masse 
i  £luide«  de  sorte  qu'une  pression  extérieure  exercée  sur 
le  partie  du  fluide  adjacente  à  une  paroi  du  vase  doit  se 
ansmettre  avec  la  même  intensité  sur  des  éléments  de 
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surface  équivalents  dans  toute  la  masse  et  sur  toutes  les 
parois. 

705.  On  appelle  surface  de  nii^eau  une  surface  dont  tbns 
les  points  éprouvent  la  même  pression  «  La  formule  (4  j 
montre  qu'elles  sont  toutes  comprises  dans  T équation 

.a  étant  une  constante.  Si  Ton  fait  varier  cette  quantité 
d'une  manière  continue,  on  obtient  une  infinité  de 
surfaces.  Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide 
comprise  entre  deux  surfaces  de  niveau.  L'équatiun 
f(x^y^  z)  z=z  a  montre  que  deux  surfaces  de  niveau  ne 
penvenl  pas  se  couper. 

706.  La  force  motrice  est  normale  à  la  surface  de  niveau 
en  chacun  de  ses  points.  En  eflTet,  soit  P  cette  force,  on 
.  a,  en  tout  point  de  cette  surface,  *" 

Xdx  +  Yû^r  -H  Z  rfz  =  o,  .  »i 

d'où,  en  divisant  par  T?ds^  ds  étant  un  petit  arc  tracé  p 
sur  la  surface, 

IL  dx       Y  df       Zdz 


F   ds    '    P   ds        P  ds       ^' 

équation  qui  montre  bien  que  la  force  P  est  perpendicu- 
laire à  tout  élément  de  courbe  tracé  sur  la  surface  et  pa*' 
sant  par  le  point  m, 

707.  Si  la  pression  est  nulle  ou  constante  en  tous  1^ 
points  de  la  surface  libre  d'un  fluide,  celle-ci  est  une  sa^' 
face  de  niveau.  Dans  un  liquide  il  peut  se  faire  qu'il  n  ^ 
ait  pas  de  pressions  extérieures.  Il  n'en  est  plus  de  mêi^^ 
dans  les  fluides  élastiques.  Ils  ne  peuvent  avoir  de  su^^ 
face  libre,  ou  sur  laquelle  la  pression  soit  nulle,  par^^ 
que  la  pression  est  liée  à  la  densité  par  l'équation  p=A"^  ^ 
k  étant  une  constante  dont  la  valeur  dépend  de  la  tenC^" 
pérature,  en  sorte  que  pour  qu'il  n'y  rut  pas  de  pressio*^ 
dans  une  partie  de  la  ruasse,  il  faudrait  qu'il  n'y  eûlp^^ 
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i  matière  en  cet  endroit  :  c'est  ce  qui  explique  la  néces* 
le  de  maintenir  les  gaz  dans  des  vases  fermés  de  toutes 
iru. 

706.  Reprenons  l'équation 

Supposons  que  ^dx-^Ydjr-j-Xriz  soit  la  différen- 
elle  exacte  d'une  fonction  ç(x,  y,  z),  ce  qui  arriverait, 
ir  exemple,  si  les  forces  motrices  provenaient  d'actions 
lUtuelles  entre  les  différents  points  de  la  masse  fluide  ou 

ces  forces  étaient  constamment  dirigées  vers  des  cen- 
"68  fixes.  On  a  dans  ce  cas 

))  dp:=z  p  d(f, 

résulte  de  là  que  p  est  une  fonction  de  (f  comme  on  Ta 
nda  ns  le  calcul  intégral  ;  il  en  est  de  même  de  p  et  par . 
mséquent  p  est  fonction  de  p.  Donc  en  tous  les  points 
une  surface  de  niveau  la  densité  est  constant^,  puisque 
pression  est  constante. 

709.  Dans  les  fluides  élastiques  on  peut  déterminer 
une  manière  générale  p  et  p  en  fonction  de  f .  On  a, 
ins  ce  cas^  p  z=Lhp\  le  coefficient  k  dépend  de  la  tem- 
irature  :  si  celle-ci  est  constante  dans  toute  Tétendue 
!  la  masse, /c  est  une  quantité  constante.  Alors,  à  cause 
'dp  =  pd(f  y  on  a 

—  =  7  ^f» 

p         A 

)ù,  en  intégrant, 


ensuite 


p=^Ce 


cl 


la  tem})érature  n*esl  pas  la  même  dans  toute  la  masse 

II.  .y 
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fluide,  l'équation  (6)  fait  voir  que  k  est  une  foDction  de^ 
ainsi  que  p,  et  par  conséquent  la  densité  et  fa  tempéra- 
ture doivent  être  constantes  pour  tous  les  points  d'une 
surface  de  niveau^  mais  variable  d'une  surface  à  Tautre. 
On  aura 


=  ^  =  S 


Considérons^  par  exemple,  l'atmosphère  qui  enveloppe 
la  terre  et  faisons  abstraction  du  mouvement  de  rotation 
de  celle^.  La  force  motrice  d'une  molécule  m  de  Fat- 
mospbère  est  une.  force  toujours  dirigée  vers  le  centre  de 
la  terre  et  la  même  à  égale  distance  du  centre.  On  condnt 
de  là  quMl  ne  peut  j  avoir  équilibre,  si  la  température 
n'est  pas  la  même  à  la  même  distance  du  centre^  et  que  les 
surfaces  de  niveau  doivent  être  d^  sphères  ayant,  leur 
centre  au  centre  de  la  terre,  puisqu'elles  doivent  être npr* 
mates  en  chaque  point  à  la  direction  de  la  force  motrice' 
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ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES  ET  DES  CORPS  PLONGÉS  DANS  LES  FLUIDES. 

Figure  permanente  d'un  fluide  tournant  autour  d'un  axe.  —  Pression  d'un 
liquide  sur  le  fond  d'un  Tase  qui  le  renferme.  —  Équilibre  de  plusieurs 
liquides  contenus  dans  le  même  vase.  —  Vases  communiquants.  — 
Principe  d'Arcbimède. 


FIGURE    PERMANENTE    d'uN  FLUIDE    TOURNANT    AUTOUR 

d'un  axe. 

710.  Supposons  un  fluide  pesant,  contenu  dans  un 
vase  de  forme  quelconque,  tournant  d'un  mouvement 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical  Oz.  Au  bout  d'un 
certain  temps  la  masse  fluide  prend  une  figure  perma- 
nente d'équilibre  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Soient  X, 
Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice  P  d'un 
point  quelconque  m.  La  molécule  m  décrit  une  circon- 
férence de  cercle  autour  de  l'axe  Oz,  et  sa  force  effective 
est  la  force  centripète  mrtù^y  a)  étant  la  vitesse  angulaire 
etr  le  rayon  du  cercle. D'après  le  principe  de  d'Alembert, 
il  y  aura  constamment  équilibre  entre  les  forces  motrices 
et  les  forces  centrifuges  de  toutes  les  molécules  du  fluide, 
2'est-à-dire  que  ces  forces  ne  troubleront  pas  le  mouve- 
cnent  commun  de  rotation  uniforme  en  déplaçant  les 
luolécules  les  unes  par  rapport  aux  autres.  Donc  en  ap- 
pliquant à  l'état  d'équilibre  actuel  Téquation  (2)  du 
u®  703  et  observant  que  les  composantes  de  la  force  cen- 
trifuge sont  mx<ù*^  mytù^  et  o,  on  a 

Or,  si  les  forces  motrices  se  réduisent  à  la  pesanteur,  ou  a 

'9 
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X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  —  g^et  il  vient 

dp=.  —  pg^z  -I-  pw'  (xdx  -j-  jrify  ), 

d'où,  en  intégrant  et  représentant  la  constante  par  g'joQ 

2 

1 
I 

En  donnant  à  p  des  valeurs  constantes,  on  aura  diffé-    ! 
rentes  surfaces  de  niveau.  Leur  équation  peut  s'écrire 

gp     ^g^      -"  '  j 

Elle  représente  un  paraboloïde  de  révolution  dont  la  pa-    ^ 
rabole  méridienne  a  pour  équation  dans  le  plan  des  zx 

z  =  C— -^  H x\ 

gp        ^g 

Cette  parabole  ne  cbange  pas  de  grandeur  avec  p^  mais  la 
posi  tionde  son  sommet  sur  l'axede  rotation  est  variableàvee 

p,  car  il  est  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  C • 

711 .  Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  toujours  des  para- 
boloïdcs,  quelle  que  soit  la  forme  du  vase,  et  celle  de  la  sur- 
face supérieure  qui  termine  le  fluide.  Dans  tous  les  cas 
on  déterminera  la  constante  G  en  exprimant  que  le  vo* 
lume  du  liquide  est  donné.  Supposons,  par  exemple,  que 
le  liquide  soit  contenu  dans  un  vase  cylindrique  ayant 
pour  base  sur  le  plan  xOj  le  cercle  dont  le  rayon  est  a 
et  que  b  sort  la  hauteur  de  la  partie  du  cylindre  occupée  par 
le  liquide  avant  le  mouvement.  Son  volume  est  tt  a' ft.  Sup- 
posons en  outre  que  la  surface  libre  supporte  simplement 
la  pression  atmosphérique  constante  représentée  par  tJ. 
Elle  sera  alors  une  surface  de  niveau.  Il  est  facile  d'éva- 
luer le  volume  correspondant  du  liquide  terminé  par  celte 
surface  de  niveau  en  le  décomposant  en  tranches  cylin- 
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ayant  l'axe  dos  z  pour  axe.  On  aura  donc 


Jça 
o 


ziiir\ 


•laçant  z  par  sa  valeur  déduite  de  (2), 


z  =  C h 


CT         w'r' 


une  équation  qui  fera  connaître  C.  On  trouve 


C=^H 


tù  w'/i' 


)N  d'un   liquide  sur  j-e  fond  du  vase  qui  le 

IIENFERI^E. 

Considérons    maintenant  un   liquide  pesant  et 
essible,  soumis  seulement  à  l'action  de  la  pe-^ 
En  preni^nt  1rs  mêmes  axes  que  dans  le  cas  %é^ 
n  a 

dp  =  5fp//s, 


^P 


DP, 


ine  constante.  On  voit  que  la  pression  varie  seu- 
ivec  !^  et  qu'elle  croit  proportionnellement  à  la 
;ur.  Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  plans 
aux.  Si  Ton  fait  z  =:  o,  on  a  ^  =  cr  :  donc  cette 
e  représente  U  prçssîon  qui  s'exerce  sur  la  sur-  ' 
e,  c'est-à-dire  ordinairement  la  pression  atmos^ 
ï.  En  joignant  à  celle-ci  gpz^  on  a  la  valeur  de  la 

à  la  profondeur  z  :  mais,  pour  simplifier,  nous 
is  la  pression  atmosphérique,  qu'il  faudra  réta- 

fin  du  calcul  pour  donner  aux  résultats  toute 
rtîtude.  Ainsi  nous  poserons  simplement 


^P 
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On  conclut  de  cette  formule  que  si  b  est  Taire  de  la 
base  supposée  horizontale  et  h  la  hauteur  du  liquide,  la 
pression  totale  P  que  supporte  cette  base  est 

i 

On  voit  qu'elle  est  égale,  quelle  que  soit  la  forme  du  vase, 
au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  dont  la  base  est  6  et  la 
hauteur  A,  en  sorte  qu'elle  peut  être  plus  grande  ou  plus 
petite^que  le  poids  total  du  liquide. 

713.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  deux  liquides 
contenus  dans  le  même  vase  et  quHls  ne  se  mélangent 
pas. 

Lei^r  surface  de  séparation  sera  nécessairement  un  plan 
horizontal.  En  effet,  on  sait  queUes  surfaces  de  niveau 
doivent  être  des  plans  horizontaux  et  que  dans  toute  leur 
étendue  la  densité  doit  être  la  même,  ce  qui  n'aurait  pas 
lieu  si  un  même  plan  horizontal  pouvait  rencontrer  les 
deux  liquides.  Soient  b  la  base,  h  la  hauteur  et  p  la 
densité  de  la  première  couche  reposant  sur  le  ibnd  du 
vase  ;  i',  h\  p'  les  quantités  analogues  relatives  à  la  se- 
conde couche.  La  pression  sur  l'unité  de  surface  de  i'esl 
gp'hf.  Cette  pression  se  transmet  à  travers  la  seconde 
couche  de  liquide  et  s'ajoute  à  la  pression  gph  que  cette 
couche  exerce  sur  chaque  unité  de  surface  de  sa  base. 
Donc  la   pression    exercée  sur  le    fond  du    vase  sera 
g(p^h^  -h  ph)b,  c'est-à-dire  égale  au  poids  d^une  colonne 
cylindrique,  dont  la  base  serait  b^  qui  contiendrait  une 
hauteur  h  du  liquide  inférieur  et  une  hauteur  h'  du 
liquide  supérieur. 

On  aurait  un  théorème  analogue  pour  un  nombre  quel- 
conque de  liquides  contenus  dans  un  même  vase  et  même 
pour  un  liquide  dont  la  densité  varierait  d'une  manière 
continue  avec  la  hauteur  z*^  cela  résulte  d'ailleurs  de  la 
formule  dp  ==  gpdz^  intégrée  entre  des  limites  conve- 
nables. 
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VASES    COMMUNIQUANTS. 

714.  Considérons  d'abord  un  seul  liquide  contenu  dans 

deux  vases  communiquants.  Menons  à  la  surface  du  tuyau 

de  communication  T  deux  plans  tangents  horizontaux; 

Fig.  i8i.  au-dessous  du  plan  inférieur 

rr'  le  liquide  de  chaque  vase 
sera  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  si  ce  vase  existait 
seul.  La  pression  sera  la 
même  sur  chaque  plan  hori- 
zontal compris  entre  le  plan  r/*'  et  le  plan  tangent  supé- 
rieur ss\  mais  elle  variera  d'un  plan  à  l'autre .  Au-dessus 
du  plan  ss\  le  liquide  devra  s'élever  au  même  niveau  A6, 
CD  dans  les  deux  vases  :  car  s'il  s'élevait  dans  l'un  d'eux 
à  une  hauteur  différente  en  aë,  l'équilibre  devrait  subsis- 
ter en  appliquant  sur  CD  une  paroi  fixe  qui  n'éprouverait 
aucune  pression  (abstraction  faite  de  la  pression  atmo- 
sphérique). Mais  le  liquide  contenu  dans  la  colonne 
ABaS  exercerait  sur  AB,  à  cause  de  sa  pesanteur,  une 
certaine  pression,  qui  se  transmettrait  jusqu'à  CD 
de  sorte  que  cette  paroi  (indépendamment  de  la  pression 
atmosphérique)  éprouverait  une  certaine  pression,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse. 

Concevons  maintenant  que  l'on  verse  sur  AB  et  CD, 
qui  sont  dans  un  même  plan  horizontal,  deux  liquides 
différents  qui  s'élèvent  jusqu'à  A'B'etC'D'.  Il  faudra 
pour  l'équilibre  qu'ils  exercent  des  pressions  égales  sur 
Puni  té  de  surface  de  AB  et  de  CD,  de  sorte  que  si  p,  et  p' 
sont  les  densités  de  ces  deux  liquides  et  h^  et  /l' leurs  hau- 
teurs, on  aura 

ou 

c'est-à-dire  qucles  hauteurs  auxquelles  ces  deux  liquides 
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s'élèvent  dans  les  deux  vas(fs  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  densités. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  si  Ton  ajoutait  un 
nombre  quelconque  de  liquides  dans  les  deux  vases,  il 
faudrait  que  la  somme  des  produits  de  leurs  densités  par 
les  hauteurs  de  leurs  tranches  fût  là  même  de  part  el 
d'autre. 

PRESSION    d'un    liquide    SUR     UNE    PAROI    PLANE. 

715.  Soient  AB  une  paroi  plane,  placée  comme  on  vou- 
pj^  ,j^.^  dra  dans  le  liquide,  (ù  Taire 

i^ jjiy  d'un  élément  de  la  surface  AB 

et  z  la  distance  de  (ù  au  ni- 


veau supérieur  NN'.  La  prei- 
sian  que  ■  supporte  ta  est 
gpziù^  en  faisant  abstraction 
de  la  pression  atmosphérique.  Les  pressions  exercées  par 
le  fluide  sur  tous  les  éléments  co  étant  normales  au 
même  plan  AB^  ont  une  résultante  égale  a  leur  somme 

g^jD^'zw  et  normale  au  plan  AB.  En  désignant  par  h   ■ 

l'aire  de  la  paroi  AB  et  par  ^i  la  distance  de  son  centre  de 

gravité  au  plan  NN',  on  a  ^  2«  =  bz^ .  Donc  la  pression 

totale  sur  la  paroi  AB  est  égale  à  gpbz^ ,  c'est-à-dire  égale 
au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  qui  aurait  une  base 
égale  à  la  surface  de  la  paroi  et  une  hauteur  égale  à  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  cette  paroi  au  niveau 
supérieur  du  liquide. 

Le  point  d^application  de  la  résultante  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  AB  est  appelé  centre  dépression- 
Il  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  si  le  plan  AB  est 
horizontal;  il  est  au-dessous  du  centre  de  gravité  quand 
le  plan  est  incliné,  parce  que  les  pressions  exercées  sur 
\(*%  éléments  m  aiipniontcnt  tti  întonsîtr  aver  la  profondeur 
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ces  éléments..  Un  exemple  va  montrer  comment  on 
ut  déterminer  le  centre  de  pression. 

716.  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la  forme 

lin  trapèze  dont  les  côtés  parallèles  AB,  CD  soient  ho- 

p.     ^^3  rizontaux.  Le  centre  de  pression 

0  doit  évidemment  se  trouver  sur 

la  droite  GH  qui  joint  les  mi- 
lieux de  ces  deux  côtés.  Décom- 
posons ce  trapèze  en  une  infinité 
d'éléments  tels  que  EFE'F'  par 
des  droites  parallèles  à  AB.  Dési- 
tons  EF  par  i^  et  par  u  la  perpendiculaire  MN  abaissée 
point  M  sur  AB.  On  a  EFF'E'  =  vdu  et  la  pression 
pportée  par  cet  élément  est  gpzvdu.  En  nommant  ii| 
distance  du  centre  de  pression  I  k  AB  et  h  la  hauteur 
trapèze,  on  déterminera  Uy  par  Téquation 

gpzvdu  =  I     gpzifudu 
Jo 

lli    f       Zifdu  z=:  I       zvudu. 

1  faut  maintens^nt  exprimer  ^  et  v  en  fonction  de  li. 

si  Ton  désigne  par  a  Tangle  que  le  plan  du  trapèze 
1  avec  un  plan  horizontal  et  par  c  la  distance  du  côté 

à  la  surface  du  liquide,  prise  pour  plan  des  x^,  on  a, 
projetant  MM  sur  la  verticale  élevée  par  le  point  M, 

z  r=  c  -f-  w  sin  et,, 

bailleurs,  menons  BK  parallèle  à  AC  et  prolongeons 
et  CD  jusqu'en  L  et  en  K  ;  les  triangles  semblables 
K^  BFL  donnent,  en  posant  AB  =  a,  CD  =  i, 


n  —  h   _  h 
a  —  V        u 
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(3)  .=:a4--^r-«. 


Substituant  les  valeurs  précédentes  de  z  et  de  (^  dans 
Féquation  (i)  et  intégrant,  on  en  tire 

7^hc[a  -h  2^)  4-^*(a  "h  3fl^)sintt 

(4j  K,  —     g^^^^  6)  4-2A(flH-  26)  sina 

717.  Si  le  côté  AB  est  à  fleur  d'eau,  on  a  c  =  0  ei 

hia-^-Zb) 

2(fl-j-  2^) 

Quand  le  trapèze  est  horizontal,  on  a 

hia-^^b) 
sina  =  o,     «i=-^7 — n:T^ 

et  le  centre  de  pression  coïncide  avec  le  centre  de  gravité. 

718.  Quand  la  surfaceplongéedansle  liquide  est  courbe, 
la  pression  totale  qu'elle  supporte  n'est  pas  la  somme  des 
pressions  exercées  sur  ses  éléments,  parce  que  celles-ci  ne 
sont  pas  parallèles.  En  général  ces  pressions  n'ont  pas  de 
résultante  unique  et  se  réduisent  à  deux  forces  non  situées 
dans  le  même  plan  ou  à  une  force  et  un  couple. 

PRINCIPE   d'arCHIMÈDE. 

719.  Quand  un  corps  pesant  est  plongé  dans  un  U- 
quidey  les  pressions  exercées  sur  sa  surface  ont  une  ré- 
sultante unique,  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  et 
appliquée  au  centre  de  grav^ité  de  cette  partie  dujluide, 
supposée  solidifiée n 

Supposons  d'abord  que  le  corps  soit  entièrement  plongé 
dans  le  fluide  et  considérons  un  élément  quelconque  (^ 
de  sa  surface.  Soit  p  la  pression,  rapportée  à  runîtéde 
surface,  exercée  en  ce  point  :  pM  est  la  pression  supporte^ 
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élément  to.  Désignons  par  X,  //,  y  les  angles  que  la 
¥ig.  184.  normale  fait  avec  trois  axes 

rectangulaires.    Les   compo* 

" s^  santés  de  pto  suivant  ces  axes 

\  sont    pcdcosX,     pcocosfx, 

J  ptùcosy,  ou  pa,  pb,  pc,  en 

— -™x**'         appelant  a,  &,  c  les  projec- 
tions de  Télément  to  sur  les 
plans  coordonnés. 

toutes  les  composantes  telles  que  pa  se  détruisent 
à  deux.  En  effet,  le  petit  cylindre  (ù  a  prolongé  dé- 
;  sur  le  côté  opposé  de  la  surface  un'  petit  élément 
nt  la  projection  sur  le  plan  j^O^  est  égale  à  a.  La 
ion  sur  co',  rapportée  à  Tunité  de  surface,  est  p^  parce 
>  et  co'  sont  à  la  même  profondeur.  Donc  la  compo- 
de  la  pression  totale  p  J  exercée  sur  a)'  et  parallèle 
r  est  égale  à  pa^  et  comme  elle  agit  en  sens  con- 
;  de  celle  qui  s'exerce  sur  o),  elle  la  détruit.  On 
it  de  même  que  toutes  les  composantes  parallèles  à 
e  toutes  les  pressions  se  détruisent  deux  à  deux.  Il 
ste  donc  plus  à  considérer  que  les  composantes  ver- 

!S. 

petit  cylindre  vertical  dont  la  base  est  b)  découpe 
i  partie  supérieure  de  la  surface  un  autre  élément  ot>i 
la  projection  sur  le  plan  xOy  est  c.  Donc  si  p^  est 
ession  en  ot)|,  ra|>portée  à  l'unité  de  surface,  le  petit 
dre  co  ot)i  est  soumis  à  une  pression  verticale  s'exer- 
de  bas  en  haut  et  égale  à  [p  — Pi)  c^  et  comme 
g^p  js  +  tar,  tar  étant  une  constante,  on  aura 

(P  —  Pi)c  =  gpc{i'^z^)c=gpel, 

^pelant  p  la  densité  du  fluide  supposée  constante,  z^ 

de  Télément  ot>i,  /la  longueur  du  petit  filet  cy- 

ique  compris  entre  co  et  cdi.  Cette  pression  équivaut 

au  poids  du  fluide  dont  ce  petit  filet  tient  la  place. 

écomposant  le  corps  en  filets  verticaux  infiniment 
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minces,  chaque  iilet  est  pressé  de  bas  en  haut  par  une 
semblable  force,  et  Ton  conclut  de  là  que  toutea  les  pres- 
sions exercées  sur  le  corps  se  composent  en  une  seule  force 
verticale  agissant  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  égale 
au  poids  du  fluide  dont  le  corps  tient  la  place  e^  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  cette  masse  fluide.  La  ré- 
sultante de  toutes  ces  pressions  se  nomme  la  poussée  do 
fluide. 

720.  Le  principe  d'Ârchimède  subsiste  quand  le  corps 
p'est  plongéqu'en  partie  dans  le  fluide.  On  verrait  d^abord, 

comme  précédemment,  que  les 
pressions  horizontales  se  dé- 
truisent*, puis,  si  le  cylindre 
vertical  co'co'i  a  une  partie  en 
dehors  du  fluide,  les  compo- 
santes verticales  des  pressions 
exercées  en  co'  et  Ui\  seront 
p^=(g:ja2H-t3)cetcyc,  de  sorte  qu'en  prenant  leur  diffé- 
rence, la  partie  commune  disparaîtra  et  la  pression  sera 
égale  au  poids  d'un  volume  de  liquide  égal  à  la  partie  du 
cylindre  plongée  dans  le  liquide. 

721.  Le  théorème  d'Archimède  a  encore  lieu  quand  b 
densité  p  n'est  pas  la  même  à  toutes  les  profondeurs,  car 
les  pressions  horizontales  se  détruisant,  la  pression  verti- 
cale supportée  par  le  cylindre  w  &)j  serait 


(;>—/?,)  c  =  c    /     '^pr/ç, 


en  observant  qu'on  a  toujours. 


-L 


^P 


dz 


rj, 


a  étant  la  valeur  de  z  pour  laquelle  on  a  ;?  =  u.  Or 
I       g  p  cdz  est  le  poids  du  fluide  déplacé. 
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722.  Le  principe  d'Archimède  peut  encore  se  démontrer 
de  la  manière  suivante  :  Séparons  par  la  pensée,  dans  un 
fluide  en  équilibre,  une  partie  quelconque  de  sa  masse. 
Elle  est  en  équilibre  et  le  sera  encore  si  nous  la  suppo- 
sons solidifiée.  Mais  alors  toutes  les  pressions  exercées 
contre  sa  surface  par  le  fluide  environnant  doivent  se 
réduire  à  une  seule  égale,  et  directement  contraire  à  son 
poids.  Il  est  clair  que  ces  pressions  auront  encore  la 
même  résultante,  si  l'on  substitue  à  cette  masse  de  fluide 
solidifiée  un  corps  solide  quelconque  de  même  forme  :  ce 
quidémontre  le  principe  énoncé. 

723.  Quand  le  poids  d^un  corps  est  égal  au  poids  d'un 
égal  volume  du  fluide  dans  lequel  il  plonge,  ce  corps 
reste  en  équilibre  à  toutes  les  profondeurs,  pourvu  que  son 
centre  degravitéet  celui  du  volume  du  fluide  déplacé  soient 
^ur  la  même  verticale.  Le  corps  descend  au  fond  du  vase 
Ou  remonte  à  la  surface  selon  que  son  poids  est  supérieur 
Ou  inférieur  à  celui  du  fluide  déplacé.  Dans  ce  dernier 
oas,  le  corps  doit  être  en  partie  au-dessus  du  niveau  su- 
périeur, et  l'équilibre  ne  s^établit  que  lorsque  le  poids 
<}u  liquide  déplacé  est  égal  au  poids  du  corps. 

724.  Quand  on  pèse  un  corps  dans  un  fluide,  on  n'ob- 
tient pas  son  véritable  poids ,  mais  seulement  l'excès  de  ce 
poids  sur  celui  du  fluide  déplacé.  Si  P  est  le  poids  du 
corps  et  P  celui  d'un  égal  volume  de  liquide,  D  et  p  les 
densités  correspondantes,  on  a 

P      _  D 

l*  —  P'  ~^  p  ' 

d'où 

DP' 


P  = 


D~p 

725.  Le  principe  d'Archimède  subsiste  et  sa  démons- 
tration est  la  même  dans  le  cas  où  Ton  considère  un  fluide 
contenu  dans  un  vase  :  on  en  conclut  que  la  résultante  des 
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pressions  d'un  fluide  sur  les  parois  du  vase  qui  le  con- 
tient est  égale  au  poids  du  fluide.  Il  faut  bien  distinguer 
cette  pression  de  celle  que  supporte  la  paroi  horizontale 
inférieure,  qui  peut  être  plus  grande  ou  plus  petite  que 
le  poids  du  fluide.  Si  Ton  fait  une  ouverture  à  l'une  do 
parois  latérales,  la  pression  n'ayant  plus  lieu  sur  la  por- 
tion de  la  paroi  qu'on  a  enlevée,  celle  qui  s^exerce  snr  h 
paroi  opposée  ne  sera  plus  détruite,  et  le  vase  sera  mis 
en  mouvement  en  sens  contraire  de  l'écoulement  do  li- 
quide. C'est  là  le  principe  des  différentes  machines  è'tes 
à  réaction. 


\\] 


ht 
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CORPS  FLOTTANTS.  — •   MESURE  DES  HAUTEURS  PAR  LE   RAROMÈTRE. 


équilibre  des  corps  flottants.  ^  Stabilité  des  eorps  flottants.  —  Méta- 
eeatre.  —  M esnre  des  bautenrs  par  robserration  du  baromètre. 


Fig.   186 


ÉQUILIBRE   DES    CORPS   FLOTTAITTS. 

7S6.  Déterminer  la  position  d'équilibre  d'un  corps  so- 
ide  plongé  en  partie  dans  un  liquide,  revient  à  ^;ouper 
-c  corps  par  un  plan  en  deux  segments,  dans  un  rapport 
^terminé,  de  telle  sorte  que  lecenire  de  gravité  du  corps 
^  celui  d'un  des  deux  segments  soient  sur  une  même 
^t^pendiculaire  au  plan  sécant.  Nous  allons  résoudre  ce 
■^blème  pour  un  prisme  triangulaire  droit  dont  nous 
apposerons  les  arêtes  horizontales. 
XJne  section  ABC  perpendiculaire  aux   arêtes  étant 

faite  dans  le  prisme,  le  niveau 
du  liquide  devra  partager  le 
triangle  par  une  droite  DE  en 
deux  segments  CDE,  ÂDE6  tels, 
que  l'on  ait 

CDE_ 
ABC  ""  '^' 

r  étant  le  rapport  de  la  densité 
U  prisme  à  eelle  du  liquide.  II  faudra  en  outre  que  les 
entres  de  gravité  G  et  H  de  ces  deux  triangles  soient 
Ur  une  même  perpendiculaire  à  DE.  Soient 

CA  =  fl,  CB  =  ft,  AB=c,  CK  =  /i,  CD  =  x,     E=r, 
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X  eiy  sont  les  deux  inconnues  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Or  on  a 

surfCAB  =  -absinC,     surfCDE=  -  jrjsinC, 

d'où 

(i)  xyzsirah. 

D'un  autre  côté,  GH  est  perpendiculaire  à  DE  ainsi  qne 
FK  qui  lui  est  parallèle,  et  comme  DF  =  FE,  il  s^ensoit 
qu'on  a  KD  =  KE.  Réciproquement,  si  KD  =  KE,la 
droite  KF  et  par  suite  GH  sera  perpendiculaire  à  DE. 
Or  si  Ton. nomme  a  et  6  les  angles  ACK  et  BCK,  on  a 

KD  =niJ-f-A»  — aAarcosa,  KE  =:j'H-^^  — 2A7COS6; 
donc ,  puisque  KD  =  KE , 

(2)  x^  —  2^a:jcosa  r=j^^— *-2/ij^COs6. 

En  éliminant  j^  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  trouve 

(3)  ar*  —  2Acosa.a:*  -|-  irhab  cosê.^  —  r'/i*^'=:0. 

Celte  équation,  dont  le  dernier  terme  est  négatif, 
a  au  moins  deux  racines  réelles,  Tune  positive,  l'autre 
négative.  Cette  dernière  doit  être  rejelée,  puisque  la  ligne 
DE  doit  être  comprise  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC. 
D'après  la  règle  de  Descartes,  si  les  angles  a  et  6  sont  ai- 
gus et  si  Téquation  (3)  a  toutes  ses  racines  réelles,  elle 
*  aura  trois  racines  positives  et  une  racine  négative.  Celle- 
ci  est  inadmissible,  et  l'on  rejettera  de  même  corame 
étrangère  à  la  question  une  racine  qui  surpasserait  a  ou 
qui  donnerait  pourj^  une  valeur  plus  grande  que  b.  Il  y 
a  donc  au  plus  trois  positions  d'équilibre  pour  lesquelles 
le  sommet  seul  est  plongé  dans  le  liquide. 

727.  Le  problème  précédent  revient  à  mener  par  un 
point  donné  R  une  normale  à  une  hyperbole  ayant  pour 
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asymptotes  CA  et  CB.  En  effet,  si  l'on  mène  dans  Fangle 
ACB  différentes  droites,  telles  que  DE,  formant  des 
triangles  DCE  équivalents  entre  eux,  le  milieu  de  chaque 
droite  DE  se  trouve  sur  une  hyperbole  ayant  GA  et  CB 
pour  asymptotes,  et  cette  courbe  est  tangente  à  DE.  La 
droite  KF  étant  perpendiculaire  à  DE^  la  question  re- 
vient à  mener  par  le  point  K  une  normale  à  cette  hyper- 
bole. On  sait  qu'on  peut  en  général  en  mener  quatre, 
dont  Tune  aboutit  à  la  branche  située  dans  l'angle  opposé 
a  l'aigle  ACB. 

728.  Quand  le  triangle  ABC  est  isocèle,  on  a 

a  =  bf      a  =  6,      A  ces  a  = — 9      A*  =  a*  — -7-1 

a  4 


ti'où 


4  fl»  —  c« 

h  CO8  a  =  - — 7 • 

4« 


Les  équations  (i)  et  (a)  deviennent 

On  y  satisfait  d'abord  en  faisant 

valeur  admissible  à  cause  de  r<[  i.  On  obtient  une  autre 
solution  en  résolvant  les  équations 

qui  donnent,  si  Ton  supposer  ]>J^, 


4« 


10  ra* 


4û2__çl__    ^(4a2_cJ)l_,6 

II.  20 
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Comme  x  doit  être -moindre  que  a^  on  doit  avoir 


du 

d'où  l'on  lire 

Il  faut  en,  outre  que  a:  et  j^  soient  réelles  et  par  consé- 
quent que  l'on  ait 

ou 


c  <^  2fl  V  I  —  y  r? 

■ 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  la  solution  précé- 
dente sera  admissible. 

729.  Le  cas  où  deux  sommets  A  et  B  du  triangle  sont 
immergés,  se  ramène  ail  c^s  où  un  seul  plonge  dans  le 
liquide.  En  effet,  si  l'on  a  (fig^  i86,  p.  3o3) 

■ 

ABDE 


r, 


ABC 

on  aura 

CDE 
ABC 

et  si  les  centres  de  gravité  du  quadrilatère  ABDE  et  du 
triangle  ABC  sont  sur  une  même  verticale,  il  en  sera  de 
même  de  ceux  de  ABC  et  de  CDE.  Il  suffit  donc,  en  con- 
servant les  mêmes  notations,  de  changer  r  en  i  — r.  Les. 
deux  inconnues  CD  =  x,  CE  =  y'  se  déterminent  au 
moyen  des  équations 

xy  =  [i  —  r)  ab, 
x'  —  2  hx  cos  a  =  /'  —  2  hjr  ces  6. 
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STABILITÉ    d'um    CORPS    FLOTTANT. 

Un  corps  solide  étant  plongé  dans  un  liquide,  le 
e  gravité  G  de  ce  corps  et  celui  H  de  la  partie 

immergée  doivent  ôlre  sur  une 
même  verticale  perpendiculaire 
au  plan  de  flottaison  ABGD. 
Supposons  que  Ton  écarte  un 
peu  le  corps  de  sa  position  d'é- 
({uilibre  et  que  tous  ses  points 
reçoivent  de  petites  vitesses.  Soit 
A' H' CD'  la  section  faite  dans 
par  le  nouveau  plan  de  flottaison  ^  le  premier 
nu  en  ABGD. 

)  centre  de  gravité  I  de  la  acction  ABGD  menons 
Aiy'Giy,  parallèle  au  plan  horizontal  A' IV G' D' 
>upe  ABGD  suivant  la  droite  AIG.  Désignons  par 
des  deux  plans  ABGD,  AB^'GD",  et  par  Ç  la  dis- 
1  point  1  au  plan  A'B'C'D')  cette  distance  étant 
ou  négative  suivant  que  le  point  I  est  situé  au* 
ou  au-dessus  du  niveau  du  Ifquide. 
résoudre  la  question  de  stabilité,  nous  ferons 
i  principe  des  forces  vives.  Un  élément  de  masse 
3rps  flottant  est  sollicité  par  son  poids  gdm^  force 
.  La  partie  du  corps  plongée  dans  le  liquide  est 
en  outre,  à  la  poussée,  qui  équivaut  au  poids 
de  déplacé,  et  qui  agit  verticalement  au  centre 
lé  du  liquide  dont  le  corps  occupe  la  place,  en 
traire  de  la  pesanteur.  La  poussée  du  liquide  peut 
e  remplacée  par  de  petites  forces  verticales,  en 
ut  à  chaque  élément  de  masse  dm  situé  au-des- 
niveau  une  force  égale  et  contraire  au  poids  du 
d'eau  dont  cet  élément  de  masse  tient  la  place, 
'nière  force  est  gpd\*^  en  appelant  dv^  le  volume 
►ar  l'élément  dm  et  p  la  densité  du  fluide.  La  ré- 

20. 
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sultante  de  toules  ces  petites  forces  est  la  même  que  celle 
des  iffessions  exercées  par  le  fluide  sur  la  surface  im- 
mergée du  corps  flottant.  Ainsi,  pour  cliaque  point  maté- 
riel dm  de  ce  corps,  les  composantes  X.  T,  Z  de  la  fiHte 
motrice  sont 

X  =  o,     Y  =  o,     Z=zgdm     on     gdm^gzAj 

selon  que  la  molécule  dm  est  au-dessus  ou  au-dessous  do 

nirean  du  fluide.  Donc  on  a,  —z  étant  la  somme  des 

•  a  • 

quantités  de  traTail  des  forces  motrices  dans  le  temps 
écoulé  ty 

?  =  =»   /  ^^S^  ~^  j  "^^^^"^^^ 


ou 


la  première  somme  \*  zdm  comprenant  toute  la  masse 

du  corps  et  la  seconde  seulement  la  partie  plongée.  On  a 
donc,  diaprés  le  principe  des  forces  riTes  et  u  désignant 
la  vitesse  de  la  molécule  <//n.. 

Or  \*  zdm  =1  Mti  ,  M  étant  la  masse  du  corps  et  £i  k« 

de  son  centre  de  grarité  G.  D*aillears  M  =  Vp,  V  étant 
le  volume  de  la  partie  immergée,  quand  le  corps  est  en 
équilibre.  On  a  donc 


Il  faut  maintenant  calculer  \*  zd%^.  Partageons  cette 
somme  en  deux  pardes,^rune  relative  à  la  partie  ABCDL 
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lu  volume  V  limitée  à  la  section  ABCD  et  l'autre  à  la 
partie  comprise  entre  ABCD  et  A'B'C'D'.  La  première 
est  égale  à  V-z',  z'  étant  le  z  du  centre  de  gravité  H  de 
la  masse  totale  du  fluide.  En  désignant  par  k  la  se- 
conde, on  a 

<4)  ^u^dm  =  C  4-  2^Vp(«,  —  z')  —  ^gpk. 

Or  soit  GH  =  a.  Si  l'on  projette  cette  droite  sur  la  ver- 
ticale du  point  G,  on  voit  que  Zi  —  ^'  =  zp  a  cos  0,  sui- 
vant que  H  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  G.  Il  faut 
maintenant  calculer  h. 

Considérons,  à  cet  effet,  un  élément  de  surface  dX,  en 
n.  point  m,  sur  la  section  ABCD  et  projetons-le,  par  un 
eût  cylindre  vertical  mm\  sur  le  plan  de  flottaison 
if  B'C'D'.  Sa  projection  est  dï,  cos  9,  Pour  calculer  dk  ou 

^  partie  de  'V  zdi^  relative  à  ce  petit  cylindre,  décompo- 

ous-le  en  une  infinité  d'éléments  par  des  plans  horizon- 
^Ut.  On  aura  pour  l'un  d'entre  eux 

dv  =:  dz  d\  ces  9 ,     zdv  =  zdz  d\  cos  9. 

^onc,  en  posant  mm!  =zy^ 


=x 


dh-=i    I      zdzdl  cos 6  =  ^  c?).  cosÔ. 


On  peut  exprimer^  en  fonction  de  p  et  de  6,  En  effet, 

baissons  m/t  =  / perpendiculaire  sur  Ac,  Si  Ton  projette 

nn  sur  mm',  on  a  mm'  ou  j^  =  ^-f- ^wr=^Ç.-f-/sin6, 

étant  positive  ou  négative  suivant  que  mn  est  au-des- 

ous  ou  au-dessus  de  AC.  Donc 


r/X  =  -  (Ç  -f-  /  sin  ô)»  d\  cos 9 

2  ^ 


U 


i/X^  =  -  Ç'  cosÔÉ^X  -h  Çsin9cosô.WX-f--sin'9cos0./^£/>. 
2  a 
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On  aura  donc 

X  =  -  i;»co5  ô  y^d'k  -h  Csin0cos B  ^Idl  +i sin'O  cosô^)^'^^» 

expressions  où  toutes  les  sommes  s'étendent  à  tous  les 
éléments  de  la  section  ABCD.  Soient  b  l'aîre  ABCDetfi 
le  moment  d'inertie  de  cette  section  par  rapport  à  AIC. 
On  a 

y^d\z=b,     \ld\=:o,     y/»^=f£. 

Donc 

^  =  -  t  Ç2  c^jg  0  _|_  _  „  sinJ  Q  cos  ô. 

Substituant  dans  l'équation  (4),  on  a 

j  ^aV/w  =  Cip:2g'Vp«  cosÔ  —  gpb^'^cosB 
(  — g-pwsin'ôcosO -H  8. 

Nous  ajoutons  e,  parce  que  dans  le  calcul  de  A  nous 
avons  pris,  au  lieu  du  volume  ABCD A'B'C'D',  celui  d'un 
cylindre  vertical  ayant  pour  base  ABCD  et  limité  au 
plan  A'B'C'D'  :  de  sorte  que  e  est  un  infiniment  pelitdu 
troisième  ordre  au  moins. 

Maintenant  0  et  pétant  des  quantités  très-petites,  on 

peut  négliger  6'  et  ^*,  et  remplacer  cos  6  par  i 9  sin9 

par  9,  En  désignant  par  c  la  constante  C  qp  2g\p(ij 
l'équation  (5)  devient 

(6)  ^u^dm  =  c-^gph^'^gp(ii^zVa)  Ô'  -f-  e. 

On  détermine  c  d'après  l'état  du  corps  flottant  à  rori- 
gine  du  mouvement.  On  suppose  connues  les  valeurs  ini- 
tiales de  Ç  et  de  0,  ainsi  que  les  vitesses  initiales  de  tous 
les  points  du  corps.  Comme  toutes  ces  quantités  peuvent 
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être  prises  aussi  petites  que  Ton  veut,  il  en  résulte  que 
la  constante  c  peut  être  supposée  aussi  petite  qu*on 
voudra. 

731.  Pour  déduire  de  Téquation  (a)  les  conditions  de 
stabilité  de  l'équilibre  du  corps  flottant ,  il  faut  distinguer 
deux  cas. 

En  premier  lieu,  si  le  centre  de  gravité  G  du  corps  est 
au-dessous  de  celui  du  fluide  déplacé  H,  Véquilibre  est 
toujours  stable.  En  efiet,  Téquation  (a)  est  alors 

V  u^dm  =  c  — .  gphli^  —  gp{yL  -h  Va)  ô'  H-  i. 

La  valeur  de  c  qu^on  détermine  d'après  les  valeurs 
initiales  de  jui*  ^,  d,  qu'on  suppose  très-petites,  est  positive 
et  très-petite.  Les  quantités  ^  et  9  ne  peuvent  pas  croître 
assez  pour  que  la  somme  gpb^-hgp  (fji-f-V«)0*  devienne 
plus  grande  que  2ç;  car  si  cette  somme  devenait  égale  à 
2c,  la  quantité  e  étant  au  moins  du  troisième  ordre,  le 
^cond  membre  de  l'équation  précédente  serait  négatif  et 

:>n  aurait  y  u*  dm  <C!o,  ce  qui  est  absurde.  Il  en  résulte 

]ue  dans  le  mouvement  du  système  on  a  toujours 


'<\/i'  'W; 


7,C 


On  pourrait  démontrer  de  la  même  manière  qu'on  a 


• 
l'étant  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  l'unité. 

Donc,  comme  c  est  une  quantité  positive  très-petite  et 
aussi  petite  que  l'on  veut,  les  valeurs  des  variables  ^  et  ô 
resteront  toujours  très-petites  et  par  conséquent  le  corps 
s'éloignera  fort  peu  de  sa  position  d'équilibre». 
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732.  Quant  le  point  G  est  au-dessous  du  point  H,  Vè- 
quation  (2");  est 

La  valeur  de  c  reste  positive  si  Ton  a  /x]>>  V  a,  àrori- 
gine  du  temps.  Si  jx  ou  le  moment  d'inertie  de  Taire  A6CD 
par  rapport  à  la  droite  AIC  reste  plus  grand  que  Va  à 
toute  époque,  on  verra  comme  précédemment  que  6  et  J 
resteront  toujours  extrêmement  petites  et  l'équilibre  sera 
stable.  Il  faudra  dans  ce  cas  que  le  moment  d'inertie  de 
la  section  ABCD,  par  rapport  à  une  droite  quelconque 
passant  par  son  centre  de  gravité,  I  soit  plus  grand  que  Va, 
parce  que  dans  le  déplacement  infiniment  petit  du  corps 
l'intersection  des  plans  ABCD  et  AB"CD^  peut  prendre 
toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  I.  Donc  il 
faut  et  il  suffit  que  Va  soit  moindre  que  le  plus  petit 
moment  d'inertie  delà  section  ABCD,  par  rapport  à  toutes 
îes  droites  qu*^on  peut  y  mener  par  le  point  I.  La  ligne 
qui  correspond  à  ce  moment  d'inertie  minimum  est  ordi- 
nairement connue.  Par  exemple,  dans  un  vaisseau,  c'est 
la  droite  qui  va  de  la  proue  à  la  poupe.  C'est  par  rapport 
à  cette  ligne  qu'il  faut  calculer  le  moment  d'inertie  de  la 
section,  et  s'il  est  plus  grand  que  Va,  l'équilibre  sera 
stable.  Si  ft  devenait  moindre  que  Va,  l'équation  (a) 
ne  ferait  rien  connaître  relativement  à  la  stabilité  de  l'é- 
quilibre, parce  que  le  second  membre  n'étant  pas  néces- 
sairement négatif  à  une  époque  quelconque,  on  ne  tombe 
pas  sur  la  conséquence  absurde  que  la  somme  des  forces 
vives  devienne  négative,  en  supposant  que  p  et  6  croissent 
indéfiniment. 

DtJ    MÉTACENTRE. 

733.  Soit  s  un  corps  solide  flottant.  Lorsqu'il  est  en 
équilibre,  on  sait  que  son  centre  de  gravita  G  et  celui  H 


ClNQVAMTE-Cll^QUIÈME    LEÇON.  3l3 

e  de  liquide  déplacé  sont  sur  une  même  perpen- 
au  plan  de  flottaison  ABCD.  Supposons  que  ce 
%•  i88.  corps  soit  symétrique  par  rap- 

port à  un  plan  vertical  BLD, 
lequel  contient  alors  la  droite 
KGH.  Imaginons  qu'on  dé- 
range un  peu  ce  solide  de  sa 
position  d'équilibre,  tout  en 
maintenant   vertical  le  plan 
BDG.     Ce    plan    contiendra 
ours  le  centre  de  gravité  de  la  masse  fluide  de- 
nt à  un  instant  quelconque  A'B'  C  D' la  section 
11.    Le   centre   de    gravité    du   fluide   déplacé 
'  L  est  un  certain  point  H'  et  le  corps  peut  être 
>mme  se  mouvant  par  l'action  de  deux  forces  : 
;  P  appliqué  à  son  centre  de  gravité  G  et  la 
u fluide  qui  s'eiterce  en  sens  inverse  suivant  H'M. 
M  où  la  verticale  H'M  rencontre  la  droite  KGH 
on  appelle  le  métacentre.  Pour  avoir  le  raouve- 
centre  de  gravité,  il  faut  (600)  supposer  toute 
lu  corps  réunie  en  ce  point  et  y  supposer  appli- 
deux  forces  verticales  dont  nous  venons  de 
lies  se  réduiront  à  une  seule  égale  à  leur  diffé- 
le  volume  de  liquide  déplacé  est  toujours  égal  à 
î  le  corps  déplace  dans  sa  position  d'équilibre, 
forces  sont  égales  et  contraires,  et  alors  le  point 
rester  immobile,  pourvu  que  le  corps  n'ait  pas 
k^itesse  initiale.  On  aura  ensuite  le  mouvement 
>n  autour  du  centre  de  gravité  en  le  supposant 
[ui  détruira  le  poids  du  corps,  et  la  poussée  du 
pliquée  en  M  le  fera  tourner  autour  d'un  axe 
il  passant  par  G  et  perpendiculaire  au  plan  de 
BLD.  Mais  ici  il  faut  distinguer  plusieurs  cas. 
is  ce  mouvement  le  métacentre  reste  toujours 
\  du  point  G,  sur  la  droite  HGK,  la  poussée  dû 
idra  constamment  à  ramener  cette  droite  dans 
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la  position  verticale  qui  répond  à  Téquilibre  da  corps. 
Donc  cet  équilibre  est  stable. 

Si,  au  contraire,  le  métacenlre  est  constamment  aa- 
dessous  du  centre  de  gravité,  la  poussée  du  fluide  tendra 
à  éloigner  la  droite  KGH  de  la  verticale,  et  Véquillbre 
du  cQrps  $era  instable. 

Enfin,  si  le  métacentre  peut  être,  tantôt  au-dessus, 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  la  considération 
seule  du  métacentre  ne  fait  plus  rien  connaître  relative- 
ment k  la  stabilité  de  Féquilibre  du  corps  flottant. 

DE    Ll    MESUKE    DES    HAUTEURS    PAR  LE   BAROMÈTR!. 

734.  La  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  dap$  le  ba- 
romètre indique  la  pression  exercée  par  l'air  atmosphé- 
rique dans  le  lieu  où  Ton  observe.  Cette  pression  dimi" 
nue  quand  on  s'élève  verticalement.  Il  faut  cbercher  li 
loi  de  sa  variation  en  fonction  de  la  hauteur  verticale  i 
laquelle  on  s'élève. 

La  pression  ou  force  élastique  de  Tair  dépend  iB  sa 
depsité  et  de  sa  température,  en  vertu  de  la  loi  de  Ma- 
riptte  et  de  celle  de  Gay-Lussac.  Si  l'air  et  différents  gaz, 
soumis  à  une  pression  constante  et  la  mènie  pour  toasj 
sont  placés  dans  une  enceinte  dont  la  température  varie, 
l'observation  prouve  que  tous  ces  fluides  se  dilatent  égalfr 
ment  pour  des  augmentations  égales  de  température,  in- 
diquées par  les  degrés  du  thermomètre  à  mercure,  la 
dilatation  de  l'air  qui  correspond  à  chaque  degré  du 
thermomètre  centigrade  est  de  o,oo366.  Elle  est  à  peu 
près  la  même  pour  tous  les  gaz,  ainsi  que  pour  les  va- 
peurs. 

Soient  ^  )a  force  élastique  de  l'air  et  D  sa  densité  à  la 
température  zéro  :  la  pression  restant  la  même,  soit  D'Ia 
densité  de  l'air  à  la  température  de  Q  degrés.  La  masse  d'air 
à  la  température  zéro  contenue  dans  l'unité  de  volume, 
étant  portée  à  la  température  0,  occupera  un  volume  égal 
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h  I  -H  ûf0,  en  désignant  par  a  le  coefficient  de  dilatation 
o,oo36$  pour  chaque  degré  d'accroissement  de  la  tempé- 
rature. Les  densités  étant  en  raison  inverse  des  volumes 
qu'occupe  la  même  masse,  on  aura 

(.) 


Supposons  ensuite  qu'on  fasse  varier  la  pression  sans 
changer  la  température  9.  En  désignant  par  p  la  nouvelle 
pression  et  par  p  la  densité  correspondante,  on  aura,  d'a- 
près la  loi  de  Mariotte, 

En  remplaçant  D'  par  sa  valeur  et  faisant  --  =  /c,  on 
aura  la  formule 

(3)  /?  =  /p(i-f-aO). 

On  pourrait  déterminer  k  en  substituant  dans  cette  for- 
mule les  valeurs  de  p,  p  ol  6  obtenues  par  l'expérience 
directe;  mais  il  vaut  mieux  laisser  k  indéterminé  dan& 
las  calculs  qui  suivent. 

Nous  avons  dit  que  le  coefficient  de  a,  dans  la  valeur  de 
p,  est  à  peu  près  0,003665  maïs  comme  la  quantité  de 
vapeur  contenue  dans  l'air  augmente  avec  la  température 
et  que  la  vapeur  a  une  densité  moindre  que  l'air  sous  une 
même  pression,  la  densité  de  l'air  mélangé  de  vapeur, 
quand  la  température  s'élève,  la  pression  m  restant  la 
même,  doit  diminuer  un  peu  plus  que  ne  l'indiquerait  la 
formule  précédente.  Pour  avoir  égard  à  cette  circonstance, 
on  augmente  le  coefficient  a,  et  l'on  prend  ûç  =  0,004 • 

735.  Cela  posé,  nous  pouvons  établir  l'équation  d'équi- 
libredela  masse  atmosphérique  qui  s'étend  au-dessus  de  la 
surface  de  la  terre.  En  désignant  par  z  la  hauteur  d'un 
point  quelconque  de  l'atmosphère  au-dessus  de  la  surface 
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terrestre,  par  p  la  pression,  par  p  la  densité  deTairet 
par  g'  r intensité  de  la  pesanteur  en  ce  point,  on  aura 
inéquation 

(4)  dp  =  -^g'pdz, 

déduite  de  Téquation 

dp  =  f{Xdx-bYdx-hZdz)  (703). 

On  a  égard  dans  cette  formule  à  la  variation  de  la  pe- 
santeur; mais  on  néglige  comme  insensibles  l'action  de 
la  force  centrifuge  qu  il  faudrait  combiner  avec  Fatlrac- 
tion  de  la  terre,  ainsi  que  l'attraction  de  la  masse  d'air 
ou  de  terre  comprise  entre  la  portion  plane  et  horizon- 
tale de  la  terre  qu'on  prend  pour  plan  des  xy  et  la  sur- 
face de  niveau  passant  par  le  point  que  Ton  considère  à 
la  hauteur  z.  On  a  alors 

g  étant  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre 
où  2  =  o,  et  r  le  rayon  terrestre. 

En  mettant  les  valeurs  de  £;'  et  de  p  = :  dam 

Féqualion  (4),  elle  devient 

(6)  ^^-  ^'^       ■      ^' 


p  ^(i  +  aô)    (r-^zy 

Comme  on  ne  connaît  pas  6  en  fonction  de  5,  on  est  oblige 
de  donner  à  9  une  valeur  constante  égale  à  la  moyenne 
ou  demi-somme  des  températures  de  l'air  aux  deux  sta- 
tions extrêmes  où  l'on  se  place  à  des  hauteurs  différentes. 
On  trouve  alors,  en  intégrant, 

(7)  1/^  = — î hC. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  soit  cr  la  pression  a  la 
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on  inférieure  où  l'on  a  z  =  o.  On  aura 

/-(i-Haô)    r' 


^  CT  _         ^r  z       _  g^ 


/?        X-(l4-a9)    r  +  3        *(i-Haô)  z 

r 

ogarithme  indiqué  est  pris  dans  le  système  népérien, 
r  passer  aux  logarithmes  ordinaires,  on  multiplie  par 
lodule  M  =  0,434^94^9  et  Ton  a 


r 


tn 


36.  Le  rapport  -  peut  s'exprimer  au  moyen  deshau- 

's  du  mercure  dans  le  baromètre,  correspondant  aux 
ssions  rsetp.  Soit  h  la  hauteur  de  la  colonne  baromé- 
ue  pour  la  station  dont  la  hauteur  verticale  est  Zj  et 
T  la  température  du  mercure,  qui  peut  être  différente 
)elle  de  l'air  ambiant.  Soient  ho  et  Tq  la  hauteur  et 
empérature  du  mercure  à  la  station  inférieure.  En 
gnant  par  m  et  nio  la  densité  du  mercure  aux  tempéra- 
is T  et  To,  on  a 

p  =  g'mh,      wrsg'/WoAo, 

t 
1 


3n  a 


£=t±il'=(,  +  ! 


mercure  se  dilatant  de  -77=77-  de  son  volume  à  o  degré 

555o  ^ 

ir  chaque  degré  d'accroissement  de  sa  température, 

•  T  T 

'îent  I  -+-  ^^F-  à  la  température  T  et  i  -}-  fff-  à  la 
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température  Tq.  Les  densités  correspondantes  étant  en 
raison  inverse  de  ces  volumes,  ou  aura 

T  T 

Wo  555o  555o 


m  Tq  t         Tq— t 

^"^555^      ^"^5550"^   555o 

ou,  à  très- peu  près. 


On  aura  donc 


OU 


19)  ^=('+7)  -H' 

en  posant,  pour  abréger, 

H  est  dite  la  hauteur  corrigée^  c'est  celle  qu'aurait  la 
colonne  barométrique  si  la  température  du  mercure  à  la 
station  supérieure  était  la  même  qu'à  la  station  înfé- 
lieure. 


CI 


737.  En   remplaçant  -  par  cette  valeur  dans  la  for- 


mule (8),  elle  devient 


M^ 


r 


=  iog-g-4-  2iog  y-^lj 


et  l'on  en  tire 


('•^^     ^--=i^('+=''')('+7)['«4*"^^'"K-^^)j 
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Qtensité  g  de  la  pesanteur  à  la  station  inférieure  varie 
!C  la  latitude.  Si  Ton  désigne  par  X  la  latitude  de  la 
lion,  et  par  G  la  pesanteur  à  Paris,  dont  la  latitude  est 
48*»5o'i4^ona 

G  =  9,80896 

G  (  I  —  o ,  002588  CCS  2  X  ) 
^~  1  —  0,002588  CCS  2(48"5o' 14")' 

La  formule  (10)  devient 

fl(i-ho,oo4&)     /        z\ 

I  —  o,oo2588  ces  2  X  \       r) 

posant 

fl=—  [1  — o,oo2588cos2(48°5o'i4'')]. 

On  pourrait  calculer  le  nombre  a  d'après  les  valeurs 
Qûues  de  A^,  m  et  G^  mais  il  vaut  mieux  le  regarder 
mme  inconnu  et  le  déterminer  par  Téquation  même  où 
>Q  substituerait  à  la  place  de  z  une  ou  plusieurs  hau- 
1rs  mesurées  par  les  procédés  trigonométriques.  On  a 

)uvé  ainsi 

ii=i8336. 

738.  On  peut  calculer  z  par  la  formule  qui  précède,  en 

g;ligeant  d'abord  dans  le  second  membre  la  quantité  -9 

i  est  très-petite.  On  a  ainsi  une  première  valeur  appro- 
5e  de  -Z  : 

•_       ^(^-H  0,0040)       I    ,  ^ 

'         I  —  0,002588  COS2X      ^11 

aura  une  seconde  valeur  plus  rapprochée  Zj,  en  sub- 
uant  cette  première  valeur  Zi  à  la  place  de  z  dans  le 
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second  membre.  On  pourrait  continuer  ainsi  ces  approxh 
mations  successives  ^  mais  on  s^arrête  ordinairement  à  la 
seconde  valeur. 

Lorsque  z  n'est  pas  très-grande,  on  néglige  entièrement 

-  dans  la  formule^  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nom- 
bre a.  M.  Ramond  a  conclu  d'un  grand  nombre  d'obser* 
vations  faites  dans  le  midi  de  la  France,  a  =  iSSpS^  et  il 
a  adopté  pour  les  latitudes  peu  différentes  de  45*^  la  for* 
mule  très-simple 

«=  18393(1  +  0,0040)  log~- 


.1  ' 


•  ^■^^^:^.^::. 
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CINQUANTE-SIXIÈME  LEÇON. 


MOUVEMENT  DES   FLUIDES. 


Équations  générales  du  mouvement  des  fluides.  —  Mouvement  dans  une 
hypothèse  particulière.  ~  Mouvement  permanent  d'un  fluide. 


ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT. 

739.  Les  équations  d^ équilibre  des  fluides  sont  fondées 
sur  la  propriété  quMls  ont  de  transmettre  également  en 
tous  sens  les  pressions  appliquées  à  leur  surface,  et  sur 
celle  d'exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour  d'un 
point  quelconque  de  leur  masse,  en  vertu  des  actions 
moléculaires,  une  pression  égale  eu  tous  sens  et  normale 
à  l'élément  de  surface  qui  le  supporte.  Certains  faits 
semblent  indiquer  que  celle  dernière  propriété  n'a  pas 
toujours  lieu  quand  le  fluide  est  en  mouvement,  c'est- 
à-dire  que  la  pression  peut  n'être  pas  normale  à  l'élé- 
ment sur  lequel  elle  s^exerce,  ni  être  la  même  dans  toutes 
les  directions  autour  d'un  même  point.  Cependant  on 
peut  admettre  que  cette  propriété  des  fluides  a  encore 
lieu,  quand  le  mouvement  n'est  pas  très-rapide,  les  expé- 
riences s'accordant  assez  bien  avec  les  résultats  qu'on  dé- 
duit de  cette  hypothèse. 

Quand  on  veut  déterminer  le  mouvement  d'un  système 
de  points  dans  l'espace,  on  se  propose  ordinairement  de 
trouver  des  équations  qui  servent  à  exprimer  les  coor- 
données de  chaque  point  en  fonction  du  temps.  Mais,  au 
lieu  de  suivre  dans  son  mouvement  une  seule  et  même 
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molécule,  il  est  plus  avantageux  de  déterminer  la  vitesse 
de  la  molécule  fluide  qui,  au  bout  d'un  temps  quelconque, 
passe  par  un  point  pris  à  volonté  dans  Fespace  occupé 
par  le  fluide,  ainsi  que  la  pression  et  la  densité  du  fluide 
en  ce  même  point,  qui  reste  fixe.  Soient  jr,  y^  z  les  coor- 
données d'un  point  m;  fx  la  masse  de  la  molécule  fluide 
qui  se  trouve  au  point  m  après  le  temps  t.  Désignons  par 
X,  Y,  Z  les  composantes,  rapportées  à  Tunité  de  masse, 
de  la  force  qui  agit  sur  la  molécule  jx.  Les  composantes  de 
la  force  motrice  seront  X/x,  T|x,  Z|x.  H  faudra  cinq  éqiu- 
lions  pour  déterminer  les  composantes  u,  (^,  tv  de  la  vi- 
tesse du  point,  sa  pression  p  et  sa  densité  p. 

740.  Le  principe  de  d'Alembert  fournit  d'abord  trois 
équations.  Soient  ii! dt^  v' dt,  w'dt  les  accroissements  de 
II,  1^,  w,  lorsque  le  temps  t  augmente  de  dt,  I..es  compo- 
santes de  la  force  perdue  sont  (X  —  «'O/^i  0^  —  •^'If*' 

(Z — ^v')/x,  et  celles  de  la  force  effective  ;^f*>  -^  p,  ^p 

Donc,  d'après  les  équations  d'équilibre  des  fluides,  on  aura 

I 

^  =  (2 —')/>. 

Pour  obtenir  u\  y'^  iv',  on  doit  différentier  u,  v^  w, 
en  regardant  x,  fj  z  comme  des  fonctions  de  t,  dont 
les  accroissements  sont  udt^  vdt^  wdt,  en  sorte  que 
dx  =  udt,  etc.  On  aura  donc 

, du  du  du  du 

dt  dx  dy  dz 

/    V                      ,     ,        dv            dv            dç            dv 
(2)  {     (f    =  _- -|_  14  -{^  p  ^  ^ , 


dt  dx  dy  dz 

dw  dw  dw  dw 

«»'=_  -1-  «__  -h  t'-T-  H- «'-7-, 
dt  dx  dy  dz 
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et,  par  conséquent, 

\  dp        __        du  du  du  du 

—  =r  X u  —  —  V  —  —  w  —  9 

^  dx  dt  dr  dy  dz 

,o\  I    ^  dp        ^,        dv  dv  dv  d(* 

(ô)  {   - -f.  =  y u- r «'  -r- > 

p  dy  de  dx  dy  dz 

i  dp  dw  dw  dw  dw 

p  dz  dt  dx  dy  dz 

m,  11  reste  encore  à  trouver  deux  équations  d'équi- 
libre ou  une  seule  si  p  est  constante.  Nous  trouverons 
cette  équation  en  exprimant  que  le  fluide  est  continu. 

Concevons  dans  l'espace  occupé  par  le  fluide  un  petit 
parallélipipède  me  [fig-  180,  p.  a86).  A  chaque  instant 
une  partie  du  fluide  sort  de  ce  volume,  et  une  aulre  y 
entre.  La  masse  du  fluide  contenue  dans  ce  parallélipi- 
pède, pdxilydzj  au  temps  f,  devient  (p  "♦"  "/  ^^)  dxdydz 
au  temps  t-hdt.  L'accroissement  de  masse  est  donc 
--^  dt.dxdydz.  En  vertu  du  mouvement  il  passe  par  la 
face  dydz  une  tranche  fluide  pudtdydz.  Il  passe  par 
la  face  opposée  une  masse  ipu-\ — ^—-jdt.djrdz.  L'ex- 
cès de  la  quantité  qui  entre  sur  celle  qui  sort  est  donc 
^—dxdjdzdt^  en  supposant  pu  constant  dans  toute 

l'étendue  de  la  face  mabg  et  de  sa  parallèle.  Or  cette  sup- 
position est  permise,  car  si  l'on  considère  deux  points  h 
et  h  pris  sur  les  faces  md  et  ac^  la  différence  des  valeurs 
de  /9ii  en  ces  deux  points  surpasse  la  différence  des  valeurs 
de  /9ii  aux  points  m  et  a  d'une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  elle-même.  On  obtiendrait  des  expressions 
analogues  pour  les  quantités  de  fluide  acquises  par  les 
autres  faces.  En  exprimant  que  l'accroissement  total  de  la 

masse  est  égal  à  -y  dxdydz  et  divisant  par  dxdydzdl^  on 


3^4 
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aura  donc 

• 

•4) 

do      '  d.ùu        d.pp        d.ùw 

4-             -♦-            •+-      '      = 
di          dx           djr            dz 

=  o. 


Celte  équation  est  connue  sous  le  nom  diéquation  de 
continuité. 

742.  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  ce  qui  arrife 
pour  les  liquides  homogènes  et  incompressibles,  l 'équa- 
tion précédente  devient 

du        d»f        dw 
dx     •  dy        dz 

Elle  suffit  avec  les  équations  (3)  pour  déterminer  toutes 
les  inconnues  en  fonction  de  x^y^  z,  t, 

743.  Si  le  fluide  est  incompressible,  mais  non  homogène, 
la  densité  de  chaque  molécule  est  invariable  dans  le  cours 
de  son  mouvement  ^  mais  elle  varie  à  chaque  instant  a? ec 
le  temps  dans  un  point  déterminé  et  fixe  m.  La  densité  f 
au  point  m  sera  donc  ime  fonction  des  coordonnées  de 
ce  point  et  du  temps  \  mais  ou  peut  considérer  momenta- 
nément x^  y^  z  comme  représentant  les  coordonnées 
d-une  même  molécule  dans  son  mouvement.  Ces  coor- 
données deviennent  fonction  de  t^  et  leurs  dérivées  par 
rapport  à  cette  dernière  variable  sont  respectivement  u.^ 
y,  w.  En  diflérentiant  la  valeur  de  p  sous  ce  point  de  vue, 
on  aura  donc 

En  vertu  de  cette  relation,  Féquation  (4)  revient  aux 
deux  suivantes  : 

,    »  du        dv         dw 


ClffQUANTE-SIXIÈME    LEÇOKT.  SsS 

qni,  jointes  aux  équations  (3),  serviront  à  déterminer  les 
cinq  inconnues  //,  u,  iv,  p^  p  en  fonction  de  Xy  y^  z,  t. 

744.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique  et  compressible , 
comme  Tair^  on  aura  (encore  cinq  équations  en  joignant 
aux  équations  (3)  et  (4)  la  relation  p  =  hp  qui  existé 
entre  la  pression  et  la  densité,  le  coefficient  k  ne  dépen- 
dant que  de  la  température  de  la  masse  gazeuse. 

745.  Ces  équations  suffisent  pour  déterminer  le  mou- 
vement si  le  fluide  est  indéfini  et  si  Ton  connaît  son  état 
initial,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  w,  i^,  iv,  p^  p  en  fonction 
de  x,  /,  z  et  pour  ^  =  o.  Mais  si  le  fluide  est  terminé,  il 
faut  y  joindre  des  conditions  particulières.  On  suppose 
que  les  molécules  en  contact  avec  une  paroi  fixe  ou  mo- 
bile y  restent  indéfiniment  et  que  les  molécules  qui  ap- 
partiennent à  la  surface  libre  ne  cessent  jamais  d'en  faire 
partie.  Soit  /(t^  x,  y,  z)  =  o  Téquation  d'une  surface 
sur  laquelle  un  point  du  fluide  doit  toujours  demeurer. 
On  a 

équation  qui  exprime  que  la  molécule  sera  encore  sur 
cette  surface  au  bout  du  temps  t  -f-  dt^  et  qui  donne 

df        à£        df         df_ 
dt  dx  dy  dz 

Si  la  paroi  est  fixe,  ^  disparait  ^  et  Téquation  se  rédui- 

sant  à. 

d/         df        df 
dx  dy  fiz 

montre  que  la  vitesse  du  point  est  à  chaque  instant  diri- 
gée suivant  une  tangente  à  la  surface. 

11  reste  à  consi'dérer  la  surface  libre  du  liquide,  ordi- 
nairement soumise  à  une  pression  u  qui  est  la  même  pour 
tous  les  points,  mais  qui  peut  varier  avec  le  temps.  On 
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aura  pour  celle  surface  p  —  17  =  o,  d'où 

du  dp  dp  dp        dm 

-f -+-^3^  H-*'--  4-fv-f  =  — -, 
de  dx  dy  dz         dt 

équation  qui  délermine  ci. 

746.  On  a  considéré  jusqu'ici  x^  j^  z  comme  étant  les 
coordonnées  d'un  point  déterminé  pris  à  volonté  dans  l'es- 
pace occupé  par  la  masse  fluide.  Si  l'on  veut  obienirle 
mouvement  d'une  molécule  particulière,  ses  coordonnées 
a:,  y^  z  cesseront  d'être  des  variables  indépendantes. 
Elles  dépendent  du  temps,  et  pour  les  connaître  il  faudra 
intégrer  les  équations  simultanées, 


dx  dy  dz 

ITt"^'''     Tt^""'      de 


après  y  avoir  remplacé  u,  (^,  w  par  leurs  valeurs  générales 
en  fonction  de  x,  y,  z  obtenues  comme  on  l'a  dit  précé- 
demment. Les  valeurs  de  x^  y  y  z  renfermeront  comme 
constantes  arbitraires  les  coordonnées  initiales  de  la  mo- 
lécule. 

747 .  Lorsque  m,  v^^  tv  sont  telles,  que  l'on  ait 

udx  H-  vdy  -f-  wdz  =z  dj^ 
Hidx-^  Ydy-^  Zdz  =  dV, 
on  a  (740) 

I  dp        dy         d^(f         d(f  d^ff        d<f    d^  <f         dff  d^nf 
p  dx        dx        dx  de        dx  dx*        dy  dx  dy        dz  dx  dz 

I  dp        dy         d^  t^         d(f    d^(f  d(f>d*  ff        dff   d*(f 

p  dy        dy        dyde        dx  dx  dy        dy  dy^         dz  dy  dz 

1  dp dy        d^ff         d<f    d^<f  dff    d^tf         dtfd^tf 

p  dz         dz        dz  de        dx  dzdx        dy  dy  dz        dz  dz^ 

d'où,  en  multipliant  par  dx^  dj^  dz  et  ajoutant,  on  a 

dp 


p 


=--4-;4(S)'-fê)'-(^r)'] 
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Les  difTérentielles  sont  prises  par  rapport  à  x,  y^  z  sans 
faire  varier  U 

Si  le  fluide  est  homogène,  ou  a 

et,  eu  intégrant  Téquation  précédente, 
II  faut  y  joindre  Téquation 

.,  A't)  A't)  ^('â) 

fit  dx  dy  dz 

t]ui  devient,  pour  un  fluide  incompressible, 

rf,r'         r/j»  dz" 


MOUVEMENT    d'uM     FLUIDE    DANS     UNE    HYPOTHÈSE 

PARTICULIERE. 

748.  Quand  un  liquide  homogène  est  renfermé  dans 
un  vase  et  s'écoule  par  un  orifice  horizontal  pratiqué  au 
fond  du  vase,  F  expérience  montre  que  les  molécules  si- 
tuées dans  uue  même  tranche  horizontale  à  un  certain 
instant,  y  restent  constamment  tant  qu'elles  ne  sont  pas 
irès-voisines  de  Torifice  :  en  d'autres  termes,  les  tranches 
horizontales  infiniment  minces  se  remplacent  successive- 
ment en  demeurant  parallèles  à  elles-mêmes.  On  peut 
négliger  les  vitesses  horizontales,  lorsque  les  sections  va- 
rient peu  dans  toute  l'étendue  du  vase  et  que  leurs  di- 
mensions sont  très-petites  par  rapport  à  la  hauteur.  Il  n'y 
a  plus  alors  que  deux  inconnues,  la  vitesse  verticale  d'une 
tranche  et  la  pression,  à  déterminer  en  fonction  de  la 
distance  de  la  tranche  à  un  plan  horizontal  et  du  tempsv 
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second  membre.  On  pourrait  continuer  ainsi  ces  approxk 
mations  successives^  mais  on  s'arrête  ordinairement  àk; 
seconde  valeur. 

Lorsque  z  n'est  pas  très-grande,  on  néglige  entièremi 

-  dans  la  formule^  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nom- 
bre a.  M.  Ramond  a  conclu  d  un  grand  nombre  d'oWj 
vations  faites  dans  le  midi  de  la  France,  a  =  iSSpS,  etil 
a  adopté  pour  les  latitudes  peu  différentes  de  45®lafo^ 
mule  très-simple 


«=  18393(1  +  0,0040)  log^- 
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MOUVEMENT  DES   FLUIDES. 


i^^Uons  générales  du  mouyement  des  fluides.  —  Mouvement  dans  une 
'ypothèse  particulière.  —  Mouvement  permanent  d'un  fluide. 


ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT. 

'39.  Les  équations  d'équilibre  des  fluides  sont  fondées 
^  la  propriété  qu^ils  ont  de  transmettre  également  en 
M  sens  les  pressions  appliquées  à  leur  surface,  et  sur 
le  d'exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour  d'un 
'ut  quelconque  de  leur  masse,  en  vertu  des  actions 
^lëculaires,  une  pression  égale  en  tous  sens  et  normale 
«élément  de  surface  qui  le  supporte.  Certains  faits 
iiblent  indiquer  que  celle  dernière  propriété  n'a  pas 
4Jours  lieu  quand  le  fluide  est  en  mouvement,  c' est- 
dire  que  la  pression  peut  n'être  pas  normale  à  Télé- 
Sût  sur  lequel  elle  s^exerce,  ni  être  la  même  dans  toutes 
i  directions  autour  d'un  même  point.  Cependant  on 
!Ut  admettre  que  cette  propriété  des  fluides  a  encore 
îu,  quand  le  mouvement  n'est  pas  très-rapide,  les  expé- 
mces  s'accordant  assez  bien  avec  les  résultats  qu'on  dé- 
it  de  cette  hypothèse. 

Quand  on  veut  déterminer  le  mouvement  d'un  système 
points  dans  l'espace,  on  se  propose  ordinairement  de 
mver  des  équations  qui  servent  à  exprimer  les  coor- 
nnées  de  chaque  point  en  fonction  du  temps.  Mais,  au 
u  de  suivre  dans  son  mouvement  une  seule  et  même 
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En  int^ant  l'équation  (7),  on  a 


_  ma     I   /^-haU\ 

""  77   7  \jt  — auj 


Si  Ton  suppose  les  vitesses  nulles  pour  t  =  o,  on  aura 
c  =  ij  et  l'équation  résolue  par  rapport  à  U  devient 


k(tt 

k     i—e    ^û 
U  =  —  • 7 — / 


U   étant   déterminée^   on    connaîtra   u  par    l'équation 


u  =  —  et  p  par  Téquation  (5). 


750.  La  valeur  de  U  montre  qu'après  un  certain  hdusfi, 
d'autant  plus  court  que  îl est  plus  petit,  cette  quantitésen 


sensiblement  constante  et  égale  à  -  ou  à 

a 


V -^' 


U  et  p  convergent  vers  des  limites  correspondantes. 

Si  Ton  néglige  le  carré  àe  jrj  la  limite  de  la  vitesse 

sera  ^ 2 g  (l  +  â)  on  sj^gl  quand  d  sera  nul,  c'est-à-dire 
si  la  pression  extérieure  est  la  même  à  l'orifice  et  au  ni- 
veau du  liquide.  Cette  vitesse  est  donc  la  même  que  celle 
qu'acquerrait  un  corps  pesant  en  tombant  dans  le  vide 
d'une  hauteur  égale  à  celle  du  liquide  dans  le  vase.  Ce 
résultat  constitue  ce  qu'on  appelle  le  principe  de  Tord" 
celli. 

751 .  Quand  la  vitesse  U  est  devenue  constante,  on  a 
et  l'équation  (5)  se  réduit  à 
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r,  dans  Tétat  d'équilibre,  la  pression  serait  égale  à 
*  -^  gp[x —  h)  :  elle  est  donc  moindre,  dans  l'étal  de 
louvement,  pour  les  sections  telles  que  l'on  ait  «  <^  O, 
'esi-à-dire  pour  celles  dont  l'aiie  est  moindre  que  la  sur- 
ace  libre  du  liquide.  Elle  est  au  contraire  plus  grande 
»our  les  sections  dont  les  aires  sont  plus  grandes  que  O. 

752.  Le  volume  V  du  liquide  qui  est  sorti  du  vase  au 
N)ut  du  temps  t  s'obtient  en  intégrant  ^Vdt  entre  les 
imites  o  et  t.  On  aura 

kut  koLt 


V  = 1  — — — — — 

II  2 


Q?        G 


s 


4u  bout  d'un  certain  temps,  on  pourra  négliger  la  se- 
conde exponentielle,  et  Ton  aura  sensiblement,  en  met- 

ant  pour  h  sa  valeur  ^^2  g'  (/  +  ^), 


V=a .  t • 


(6  premier  terme  du  second  membre  est  le  volume  qui 
srait  sorti  si  la  vitesse  avait  été  dès  l'origine  égale  à  sa 
mite. 

NIVEAU    VARIABLE. 

7S3.  Dans  ce  cas  m  et  O  sont  des  fonctions  connues 
e  h  par  l'équation 

h  -h  /zrûf, 

désignant  la  distance  constante  de  l'orifice  à  l'origine 
es  X.  Il  faudra  exprimer  que  la  quantité  de  liquide 
c^oulée  dans  un  intervalle  de  temps  dt  est  égale  au  vo- 
ime  compris  entre  les  deux  niveaux  correspondants  au 
ommencement  et  à  la  fin  de  cet  intervalle.  On  a  ainsi 
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Inéquation 

dt~^  O  ' 
L'équation  (6)  devient,  en  remplaçant  /  par  a  —  A, 

g(a  +  S-/,)  =  ma—  +  -aV'i^---y       ■ 

En  éliminant  dt  entre  ces  deux  équations  et  posant 
U'  =  agz,  on  aura 

équation  linéaire  qu'on  sarit  intégrer.  Lorsque  z  sera 
connu  en  fonction  de  A,  on  connaîtra  U  et  par  suite  U  La 
quantité  de  liquide  écoulée  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase  compris*  entre  le  niveau  initial  et  le 
niveau  variable. 

754.  Si  l'orifice  îl  est  très-petit,  Téquation  (6)  se  ré- 
duit à 

ce  qui  donne  pour  U  la  vitesse  limite  que  nous  avons 
trouvée  pour  f  =  oo  .  La  vitesse  que  donne  l'expérience 
est  moindre  que  celle  calculée  par  cette  formule,  dans  le 
rapport  de  0,62  à  i,  rapport  à  peu  près  constant. 

MOUVEMENT    PERMANENT    d'uN    LIQUIDE. 

755,  Il  peut  arriver  qu'un  liquide  soit  animé  d'un 
mouvement  permanent,  c'est-à-dire  tel,  qu'en  un  point 
quelconque  la  pression  soit  toujours  la  même  et  que  la 
vitesse  de  cliaque  molécule  qui  passe  par  ce  point  soit 
aussi  constante  en  grandeur  et  en  direction  ;  d'où  il  suit 
que  des  molécules  qui  à.  des  époques  différentes  oc- 
cupent une  même  position  parcourent  la  même  trajec- 
toire d'une  manière  identique. 
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Le  principe  de  d'AIembert  fournit  les  trois  équations 


'    dp  /__        d^Y\ 


■'       ';i='(-^o- 


dp 
dz 


-(-^^) 


[ui  expriment  que  les  forces  perdues  se  font  équilibre 
Uns  la  masse  fluide;  p  désigne  la  pression  en  un 
K)int  quelconque  m,  dont  les  coordonnées  x,  y^  z  sont 
considérées  comme  d^s  variables  indépendantes.  La 
nolécule  fluide  /x  qui  passe  par  ce  point  m,  au  bout  du 
:emps  /,  a  aussi  pour  coordonnées  x^  j^  z  a  cette  épo- 
]ue;  et  si  Ton  suit  cette  molécule  dans  son  mouve- 
3ient,  ses  coordonnées  deviennent  des  fonctions  du  temps 
H  prennent  après  le  temps  clt  qui  succède  au  temps  t  des 
iccroissements  qu'on  désigne  par  dx^  dy^  dz.  Les  com- 

fit  '  jc    d^  Y    d^  z 

K)8antes  de  la  force  effective  sont  —rri  — rr'  — tt»  x.  r,  z 

dt^      dt^     dt^       '  ^' 

tant,  comme  nous  le  disons,  fonctions  de  t  pour  la  mo- 

kîule  mobile  que  Von  considère,  ce  que  nous  suppose* 

>ns  toujours  dans  ce  qui  va  suivre. 

En  multipliant  les  trois  équations  (i)  respectivement 

ar  dxy  dj^  dzy  on  obtient 

/^  .         ,r  ,         r,  ,  X           (dxd^X'hdrd^y'i'dzdH) 
9  =:  p{%da:  -{-Ydr  -hZdz)  —  p  ^ ".^  ^      ^ 


)  dpz=p  {Xdx  -h  Xdy  +  Zdz)  ^£-d.  v\ 

est  la  vitesse  de  la  molécule  /x  à  Tépoque  t  où  elle  passe 
1  point  rriy  et  dp  est  Paccroissement  de  la  pression  quand 
1  passe  du  point  m  au  point  où  arrive  celte  molécule 
>rès  le  temps  dt^  la  pression  en  un  même  point  étant 
>ujours  indépendante  du  temps. 
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756.  Cette  équation  peut  s'appliquer  à  un  liquide  pe- 
sant, dont  le  niveau  est  entretenu  à  une  hauteur  constante 
et  qui  s'écoule  hors  du  vase  qui  le  contient  par  un  orifice 
pratiqué  à  sa  partie  inférieure.  On  a  pour  le  mouvement  , 
d'une  molécule  quelconque,  en  prenant  Taxe  des  z  verti- 
cal et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

(3)  dp  =  gpdz pd.if^. 

En  intégrant  entre  deux  points  quelconques  de  la  trajec- 
toire dont  les  distances  au  plan  des  xy  soient  z^  et  z,  il 
vient 

(4)  p  —  Po=  gp  (2  —  ^0  —  -  pi^'—Oy 

Pu  et  (^0  étant  la  pression  et  la  vitesse  au  premier  point, 
p  et  1^  au  second. 

757.  Supposons  que  la  surface  supérieure  du  liquide  soit 
plane  et  soumise  en  tous  ses  points  à  une  pression  égale 
et  constante  Pq.  Si  nous  faisons  dans  l'équation  (3) 
Zo  =  o,  po  =  Pqî  '®  premier  des  deux  points  que  l'on  con- 
sidère sera  pris  à  la  surface  supérieure  du  liquide,  et  l'on 
aura 

p  —  P,  =  gpz^-p{i^-ul). 

Si  le  vase  est  percé  d'un  petit  orifice  à  la  partie  inférieure 
à  une  distance  h  au-dessous  du  niveau  supérieur,  on  pent 
admettre  que  tous  les  points  qui  passent  par  cet  orifice 
ont  la  même  vitesse  p»,  en  sorte  que  pour  x  =  h  il  nj 
ait  qu'une  valeur  de  p».  En  désignant  par  P  la  pression 
extérieure  qui  s'exerce  à  l'orifice,  on  aura 

P-P,  =  gph^^p(u^^ç\) 

ou 
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en  posant  P^ — V  =z  gpk^  h  devant  être  positive  ou  né- 
gative suivant  que  P  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  P^. 

On  voit  que  la  vitesse  i^^  doit  être  la  même  pour  toutes 
les  molécules  situées  à  la  surface  supérieure  du  liquide. 

Soit  (ù  Taire  de  Torifice  et  II  Taire  de  la  section  du 
Tase  par  le  plan  du  niveau  supérieur  :  on  a 

car  la  quantité  de  liquide  qui  sort  du  vase  par  Torifice  o) 
pendant  le  temps  dt  et  qui  a  pour  expression  (ùwdt^  la 
direction  de  la  vitesse  i^  étant  sensiblement  verticale,  est 
égale  à  une  tranche  de  liquide  située  à  la  partie  supé- 
rieure ayant  pour  base  Taire  A  et  pour  hauteur  i^^  dt^  la 
vitesse  i^^  étant  aussi  verticale. 


On  a  donc 


a 


et 


''(i-j-;)=^^{^+^)» 


d'où 


V  -s 


758.  Si  le  rapport  -  est  très-petit,  on  a  à  très*peu  près 


et  si  la  pression  est  sensiblement  la  même  à  la  partie  su- 
périeure du  liquide  et  à  Torifice,  on  a 


en  négligeant  k. 
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CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

VIBRATIONS    DES    GAZ    DANS   XES    TUYAUX    CYLINDRIQUES. 

Équation  du  mouvement.  —  Cas  du  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens.  — 
Tuyau  fermé  à  une  extrémité  et  indéfini  dans  un  sens.  —  Tuyaa  indé- 
lini  dans  un  sens  et  ouveri  dans  un  milieu  gazeux  de  densité  constante. 
—  Tuyau  limité  ouvert  à  ses  deux  extrémités. 


ÉQUATION    DU    MOUVEMENT. 

759.  Dans  l'état  naturel  d'équilibre  d'un  gaz,  sa  force 
élastique  zs  est  égale  à  gmk^  g  étant  la  pesanteur^  m 
la  densité  du  mercure  et  h  la  hauteur  de  la  colonne  de 
mercure  qui  fait  équilibre  à  la  pression  de  ce  gaz. 

Nous  supposons  que  les  molécules  du  fluide  en  repos 
qui  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  aux  arêtes 
du  tuyau,  se  déplacent  d'un  mouvement  commun  paral- 
lèlement aux  arêtes. 

Soient  X  et  x~\-  dx  les  distances  à  un  point  fixe  de 
deux  plans  infiniment  voisins,  M,  M'  perpendiculaires 

Fig.  189,  2itix  arêtes,  qui  com- 

—    prennent   entre  eux 
une  tranche  dont  la 


% 


0  MM' 


m 


N'  ^  masse  est  padx^  cm 
désignant  par  p  la  densUé  du  gaz  en  repos  et  par  a  la 
section  transversale  du  tuyau.  Après  le  temps  f,  cette 
tranche  s'est  transportée  en  NN';  nous  désignerons  par 
u  le  déplacement  MN  des  molécules  qui  étaient  d'abord 
dans  le  plan  M  ;  u  sera  une  fonction  des  deux  variables 
X  el  t  qu'il  faudra  déterminer.  L'épaisseur  de  la  tranche 
MM'  est  dx^  et  celle  de  la  tranche  NN'  est  dx  -f-  du  ou 

^x  I  I  H I  :  et  comme  ces   tranches  contiennent  la 
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même  masse  de  gaz,  les  forces  élastiques  du  gaz  en  M  et 
en  N  doivent,  diaprés  la  loi  de  Mariotte,  être  en  raison 
inverse  des  volumes  des  deux  tranches,  et  par  consé- 
quent de  leurs  épaisseurs,  ce  qui  donne,  en  appelant  p  la 
force  élastique  ou  la  pression  du  gaz  en  N  rapportée  à 
l'unité  de  surface, 

p  dx  î 

xs        dx  •\'  du  du 

d.T 


ou 


ou  a 


en  négligeant  le  carré  de  la  dilatation  —  qui  est  très- 

petite. 

La  pression  sur  la  face  N  de  la  tranche  NN^.  étant  OLp 

tj  f  I  —  ^  )'  ^^  ^^^^  '^  pression  ap'  sur  l'autre  face 

en  changeant  x  en  x-^dx  dans  l'expression  de  ap^  ce 

qui  donne 

/        du       d'a.\ 

aLp=iaLxa  II ; ; —  dx  I» 

\         dx        ax'        / 

La  différence  de  ces  deux  pressions  oixs*^r-^dx  est  la 

force  motrice  de  la  masse  de  gaz  comprise  dans  la  tranche 
NN^  masse  égale  à  padx.  En  divisant  la  force  motrice 
par  la  masse,  on  aura  pour  l'expression  de  la  force  accé- 
lératrice 

ts   d*  u 

•«.  •  •__— ^  • 

fi     dx} 

Si  la  tranche  n'était  pas  considérée  comme  solide, 
cette  force  accélératrice  serait  celle  du  centre  de  gravité 
de  cette  tranche  NN',  en  y  supposant  toute  la  masse  réu- 
nie. Or  on  peut  dire  que  ce  centre  se  meut  comme  la 
base  N  dont  il  est  infiniment  voisin. 

IL  11 
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il  faut  que  x  —  at  soit  comprise  entre  o  et  /,  ou  qndo 
ait  x^at  et  xK^at-i-l^  c'est-à-dire  qu'au  bout  dtt 
temps  ^  il  u'y  a  de  mouvement  au  delà  de  OL  que  dans 
une  portion  CD  du  tuyau  d'une  longueur  égale  à  /.  Cette 
portion,  qu'on  appelle  onde,  est  constituée  d'une  ma- 
nière invariable  qui  ne  dépend  que  de  la  fonction  ^.  Elle 
s'éloigne  indéfiniment  de  OL  avec  une  vitesse  constante 
a;  il  ne  faut  pas  confondre  ce  déplacement  de  l'onde 
avec  le  mouvement  d^une  molécule  qui  ne  dure  que  pen- 
dant le  temps  -;  car  il  résulte  de  jc  — ^  af  >  o  et  <^/ 
qu'une  même  molécule  ne  commence  à  se  mouvoir  qu'a<* 
près  un  temps  égal  à et  ne  revient  au  repos  qu'a- 


près un  temps  égal  à  -• 

Pour  une  tranche  quelconque  de  cette  onde,  il  y  a  un 
rapport  constant  a  entre  la  vitesse  et  la  dilatation,  car  on 

a  la  relation 

du  du 

--  =  —  «-— 
dt  dx 

762.  Pour  les  points  à  gauche  de  l'origine  O,  x  étant 
négative,  on  a 

ij/'  (  x  —  ai)  =  o 

et 

du         ,  .  .du  ,  .  . 

—  =  ,p'  (x  4-  fl/) ,      —  =  flf  (x  -h  aty, 

« 

d'ailleurs  ç'  [x  ■+-  ai)  est  nulle  quand  x  n*est  pas  com- 
prise entre  —  at  et  —  at  -\-  L 

Le  mouvement  se  propage  donc  aussi  vers  les  x  néga- 
tives par  une  onde  C^D^  dont  la  nature  dépend  de  la 
fonction  cp'  et  qui  se  transporte  à  gauche  du  point  O  avec 
une  vitesse  uniforme  égale  à  a. 

Une  même  molécule  est  en  mouvement  pendant  un 

intervalle  de  temps  égal  à    -»    depuis   t^ — —  jusqu'à 
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i  <^ .  Dans  chaque  tranche  on  a  la  relation 

ftu  du 

~di  dx 

763.  Quant  aux  points  situés  entre  O  et  L,  —  et  —  dé- 
pendent d^abord  des  deux  fonctions  9'  (x  -f-  at)  et 
ip'(x — at).  Ces  deux  fonctions  s^annulent  dès  que   t 

surpasse  -9  de  sorte  qu'après  ce  temps* là  toute  la  partie 

OL  reste  en  repos^  et  il  y  a  deux  ondes  qui  s'en  éloignent 
à  droite  et  à  gauche,  comme  nous  l'avons  dit. 

Le  mouvement  se  propagerait  par  une  seule  de  ces 
deux  ondes,  si  Tébranlement  initial  était  tel,  qu'on  eût, 
dans  la  partie  OL,  cj>'(j:)  =  o  ou  ïp'(j!:)  =  o,  ce  qui, 
d'après  les  formules  (4))  revient  à  supposer  la  relation 

du  du  du  du 

—r  =  —  a  -r-     ou     — -  =  ^---     pour  r  =  o. 

dt  dx  dt  dx      ^ 

76i.  Si  l'ébranlement  initial  avait  lieu  dans  plusieurs 
pai^ties  du  tuyau  séparées  par  des  intervalles  en  repos,  il 
Suffirait  de  supposer  les  fonctions  (S('  [x)  et  ^'  [x)  nulles 
dans  ces  intervalles  pour  rentrer  dans  le  cas  qui  précède 
l'un  ébranlement  limité;  chaque  partie  ébranlée  doit 
donner  naissance  à  deux  ondes  qui  s'en  vont  à  droite  et 
à  gauche  avec  la  vitesse  uniforme  a. 

TUVAU    FERMÉ    A    UNE    EXTRÉMITÉ     ET    IUDÉFINI    DANS 

UN    SENS. 

76S.  En  prenant  pour  origine  des  x  l'extrémité  fer- 
mée, on  aura  la  condi- 

Fig.  191. 

€lU 


V  K'  0  L  K       tion  — =  opourx=o, 

quel  que  soit  t»  Les  fonctions  9  [x)  et  ^  (x)   ne  sont 
données  que  pour  les  valeurs  de  x  positives. 
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La  condilion  —  =  o  pour  a;  =  o  donnera ,  quel  que 

soit  t  (positif  ou  négatif  si  Ton  veut  que  les  états  anté- 
rieurs à  l'origine  du  temps  soient  représentés  aussi  bien 
que  ceux  qui  suivent  ), 

ou,  en  désignant  par  z  une  variable  quelconque,  positive 
ou  négative, 

(5)  v'(^)  =  f(-2). 

Cette  équation  détermine  les  fonctions  cy'  et  ^'  pour  les 
valeurs  négatives  de  la  variable,  ces  fonctions  étant  don- 
nées pour  les  valeurs  positives. 

Les  valeurs  (3)  de  —  et  de  —  ainsi  déterminées  pour 

des  valeurs  quelconques  de  j?  et  de  t  sont  les  mêmes  que 
si  le  tuyau,  n'étant  pas  fermé  en  O,  s'étendait  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens,  l'état  initial  étant  choisi  du  côté 
où  l'on  prolonge  le  tuyau  de  la  manière  qui  vient  d'être 
indiquée. 

Dans  cette  hypothèse,  en  changeant  a?  en  —  x  dans  les 
formules  (4),.  on  aura,  pour  la  dilatation  et  la  vitesse  de 
la  tranche  qui  répond  à  l'abscisse  — x,  en  ayant  égard  à 
la  relation  (  5  ) , 

^      =  ^'  {-X  ^  at)  +  ^y  {--  X  ^  at) 

=  '^'(x^  ai)  H-  (p'  (.r  +  at)  =  \^\  , 

Ainsi  dans  deux  sections  à  égales  distances  de  l'origine 
O,  la  dilatation  est  la  même  et  les  vitesses  sont  égales  et 
de  signes  contraires. 
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Il  suffit  que  cette  propriété  ait  lieu  à  l'origiue  du 
temps  pour  qu'elle  ait  lieu  à  une  époque  quelconque; 
car  pour  qu'elle  ail  lieu  quand  f  =  o,  on  retrouve  la 
condition 

f' M  =  ¥{-»)' 

766.  Si  Tébranlement  initial  est  renfermé  dans  un 
espace  limité  KL  entre  les  abscisses  k  et  ^-h  /,  il  don- 
nera naissance  à  deux  ondes  animées  des  vitesses  a  et 

•  * 

—  û,  et  d'après  ce  qui  précède,  il  y  aura  deux  ondes 
symétriques  de  celles-ci,  s'écàrtant  à  droite  et  à  gauche 
de  l'intervalle  K'  L'  symétrique  de  KL. 

Celles  qui  s'éloignent  de  l'origine  O  n'éprouveront  au- 
cune altération.  Quant  aux  deux  autres,  elles  arriveront 
en  même  temps  en  O,  et,  continuant  leur  route,  elles  se 
composeront  en  se  pénétrant,  de   sorte  que  les  valeurs 

de  -7^  et  —  en  un  mênie  point  commun  aux  deux  ondes 

ux  ut 

seront  les  sommes  des  valeurs  qu'elles  ont  dans  chaque 
onde^  puis  ces  deux  ondes,  après  s'être  traversées  et  sépa- 
rées, continueront  leur  marche  sans  altération. 
,  On  voit,  d'après  leur  symétrie,  que  l'effet  produit  dans 
%•  tuyau  réel  est  le  même  que  si  les  diverses  tranches  de 
l'onde,' qui  s'approche  du  plan  fixe  O,  se  repliaient  sur 
elles-mêmes  en  conservant  la  même  densité  et  prenant 
une  vitesse  égale  en  sens  contraire.  Après  que  toutes  ces 
tranches  seront  arrivées  en  O,  on  aura  une  onde  se  diri- 
geant du  côté  des  x  positives,  et  qui  ne  sera  autre  chose 
que  la  première  renversée,  comme  on  vient  de  le  dire. 
C'est  en  cela  qtie  consiste  la  réflexion  du  mouvement  sur 
un  plan  fixe. 

TUYAO  IWDÉFIKI  DANS  UN  SENS  ET  OUVERT   t)ANS  UN   MILIEU 

GAZEUX    DE    DENSITÉ    CONSTANTE. 

767.  On  admet  que  la  force  élastique  du  gaz  à  T.ou- 
verture  O  du  tuyau  est  la  même  que  celle  du  gaz  extérieur 
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en  repos,  et  par  conséquent  la  dilatation  -p  est  nulle 

pour  j?  =  o,  à  cause  de^=:car[i  —  ;t-)" 

Il  en  résulte,  quel  que  soit  t, 

(p'(a/)4->|i'(  — û/)=o 
ou 

(6)  /(z)-+.f  (-.z)  =  o. 

En  supposant  le  luyau  et  le  fluide  prolongés  indéfini- 
ment à  gauche  de  O,  on  aura,  d* après  les  formules  (5)  et 
(6),  pour  la  tranclie  dont  Tabscisse  est  —  x. 

Ainsi,  dans  deux  sections  également  distantes  de  Tori* 
gine,  les  vitesses  sont  égales  et  de  même  signe,  et  les  dila- 
tations ^ales  et  de  signes  contraires. 

II  suit  de  là  que  si  l'ébranlement  initial  n'a  lieu  que 
dans  une  étendue  limitée,  il  y  aura  dans  le  tuyau  réel 
une  onde  s'éloignant  indéfiniment  de  l'origine,  et  dans 
le  tuyau  prolongé  indéfiniment,  deux  autres  ondes  mar- 
chant vers  Forigine,  se  pénétrant  et  se  traversant  sans 
s'altérer,  de  sorte  que  dans  le  tuyau  réel  à  un  instant 
quelconque  se  trouvera  Tonde  qui  se  dirigeait  d'abord 
vers  Torigine  et  qui  s'y  réfléchit  ensuite  de  manière  à 
former  une  nouvelle  onde  dirigée  en  sens  contraire^  les 
vitesses  dans  les  difierentes  sections  sont  les  mêmes  et  de 
même  sens  que  quand  Tonde  s'approchait  de  Torigine, 
tandis  que  la  dilatation  change  de  signe. 
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C'est  eu  cela  que  consiste  la  réflexion  du  mouvement 
r  un  milieu  de  densité  constante. 

TUYAU    FERMÉ    A    SES    DEUX    EXTRÉMITÉS. 

768.  L'état  du  fluide  dans  ce  tuyau  fermé  est  toujours 
>résenté  par  les  formules  (3)  en  supposant  le  tuyau  et 
Buide  prolongés  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  Mais 
il  faut  déterminer,  pour  les  valeurs  quelconques  de  la 
riable  or,  les  deux  fonctions  <f  {x)  et  ^  (x),  qui  ne  sont 
mues  que  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  /, 
tant  la  longueur  du  tuyau  fermé. 

Il  faut  exprimer  que  la  vitesse  —  est  nulle  pour  x  =  o 

pour  x^:^l,  quel  que  soit  t,  ce  qui  donne,  en  faisant 

On  connaît  ^' (l — z)^  z  étant  entre  o  et  I\  donc  on 

inaît  aussi  9'(/+'^)-  Ainsi  <^'(^z)  est  connue  pour  les 

leurs  de  z  plus  petites  que  2/. 

En  changeant  z  Qnl+  z  dans  la  seconde  équation,  elle 

ane 

comme  on  a  aussi 


>'ensuit 


f(z)  =  y'(2/-H*). 


La  fonction  f'(^)  reprend  donc  la  même  valeur,  quand 
variable  z  augmente  de  2/.  Il  en  est  de  même  de 
\ — ^),  caria  formule 

f'(*)=f(-«) 

nne 
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Il  suit  de  la  périodicité  des  fonctions  ^  et  ({/  queladila* 
tation  et  la  vitesse  redeviennent  les  mêmes  en  un  même 
point  du  tuyau  à  des  époques  distantes  les  unes  des  autres 

d'un  intervalle  T  =  — • 

a 

769.  On  peut  encore  établir  ce  fait  en  considérant  que 
Tébranlement  initial  donne  naissance  à  deux  ondes  qui 
marchent  en  sens  inverse  et  vont  successivement  se  réflé- 
chir aux  deux  extrémités  suivant  les  lois  qui  ont  été  expli- 
quées précédemment. 

Après  avoir  subi  deux  réflexions  et  parcouru  des  che- 
mins égaux  à  deux  fois  la  longueur  du  tuyau,  elles  vien- 

nent,  au  bout  d'un  intervalle  de  temps  égal  à  — «  repro- 
duire, en  se  composant,  l'état  initial  ;  et  cet  effet  se  répé- 
tera de  nouveau  indéfiniment. 


TUYAU    LIMITÉ    OUVERT    A    SES  DEUX   EXTRÉMITÉS. 

770.  On  doit  avoir,  quel  que  soit  f,  —  =  o  pour  j:=o 
et  X  =  /,  ce  qui  donne,  quel  que  soit  z, 

?'(/-+-«)  -hf  (/— 2)  =  o. 

^'(2)  et  ^|/(^)  sont  données  pour  les  valeurs  de  ,2  com- 
prises entre  o  et  /.  Donc  (^'(l-\-z)  est  connue  pour  ces 
mêmes  valeurs,  d'après  la  deuxième  équation.  Et  par 
conséquent  y' (s)  est  connue  depuis  z  =  ©jusqu'à  z  =  2l. 
En  changeant  z  en  z  -{-  /,  cette  deuxième  équation  donne 

(p'(2/-h2)-+-^^'(—  Z)=0, 

■ 

et  comme  on  a  aussi 

/(z)4-^'(-s)  =0, 
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il  en  résulte 

^'(3)=f{2/-|-^); 
et  de  même 

L'état  du  tuyau  est  donc  encore  périodique  et  redevient 

le  même  après  chaque  intervalle  de  temps   égal  à  — 9 

conclusion  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  réflexion  des 
ondes. 

TUYAU    LIMITÉ    OUVERT    ▲    UNE    EXTRÉMITÉ    ET    FERMÉ 

A     l'autre. 

771 .  On  doit  avoir,  quel  que  soit  ^,  —  =  o  pour  x  =  o^ 


et  —  =  o  pour  a:  =  /  ;  ce  qui  d<9nne 


?'(2)+f  (— *)  =  o» 

quel  que  soit  z. 

Ces  équations  déterminent  les  fonctions  <f'(z)  el^'(z) 
pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  z,  quand 
on  les  connaît  pour  les  valeurs  positives  plus  petites  que  /. 

La  seconde  équation  donne 

/(2/4-*)=f  (-2) 

et  la  première 
Donc 

de  sorte  que  la  fonction  (f' (z)  change  de  signe  quand  la 
variable  augmente  de  2  /  :  par  conséquent  si  z  augmente 
de  4'»  la  fonction  reprendra  sa  première  valeur;  car  on 
aura 

ep'(4/-4-z)  =  — y'(2/-4-3)=r(p'(z). 
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La  fonction  ^  (z)  aura  la  même  période  4  ^)  puisque 

?'(2)4-f  (  — 5^)  =  o. 


un 


Ainsi  l'état  du  tuyau  ne  redevient  le  même  qu^après 

intervalle  de  temps  égal  à  -^  • 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  considérant  le 
mouvement  des  deux  ondes  qui  proviennent  de  l'ébranle- 
ment initial,  leurs  réflexions  successives  aux  deux  extré- 
mités du  tuyau  et  leur  retour  aux  parties  primitivement 
ébranlées,  après  avoir  parcouru  des  chemins  éçaux  à  1(1 

dans  im  temp$.  égal  à  — ^ 
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NOTES. 


NOTE  h 

MiMOIRB  (*)  StR  QUËLQUBS  PROPOSITIONS  DE  MÉGAïaQUR  RATIONNELLE* 

Le  théorème  de  Carnot  sur  la  perte  de  force  vive  qui  a 
lieu  dans   un  système  dont  certaines   parties  dénuées 
d'élasticité  changent  brusquement  de  vitesse  en  se  cho- 
quant,  a  été  étendu  par  quelques  auteurs  à  tous  les  chan- 
gements brusques  de  vitesse  produits  par  des  causes  quel- 
conques. La  démonstration  de  Carnot  n'étant  pas  fondée 
sur  la  considération  des  actions  mutuelles  développées 
entre  les  molécules  dans  le  choc,  semblait  se  prêter  à 
cette  extension  de  son  principe.  Mais,  après  un  examen 
plus  approfondi,  plusieurs  géomètres  ont  été  conduits  à 
juger  cette  démonstration  de  Carnot  insuffisante,  et  à  res- 
treindre considérablement  la  généralité  de  son  théorème. 
On  savait  déjà  qu'il  n'avait  pas  lieu  dans  le  choc  des  corps 
élastiques  :  on  a  cru  devoir  le  borner  au  cas  des  change- 
ments brusques  de  vitesse  dus  au  choc  proprement  dit 
entre  des  corps  dépourvus  d'élasticité,  en  observant  que 
pour  ce  cas  même  il  ne  donne  qu'une  partie  de  la  perte 
de  force  vive  div  système,  quand  il  y  a  frottement  entre 
les  corps  en  contact  :  qu'il  faut  d'ailleurs  que  les  vitesses 
des  points  en  contact  dans  le  sens  de  la  normale  commune 
aux  surfaces  des  deux  corps  qui  se  touchent  soient  les 


(*)  On  n'a  pas  trouvé  de  rédaction  suivie  de  ce  Mémoire  dans  les 
papiers  de  M.  Sturm,  mais  seulement  des  parties  détachées,  couvertes  de 
ratures.  Ou  a  réuni  ici  tous  ces  fragments,  en  s'aidant,  pour  les  coor- 
donner et  les  compléter,  de  l'analyse  du  Mémoire  donnée  par  l'auteur 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences^  t.  XIII,  p.  1046. 
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mêmes  à  la  fin  du  choc,  et  qu'enfin  les  conditions  ou 
liaisons  géométriques  auxquelles  les  points  du  système 
sont  assujettis  ne  doivent  pas  changer  de  nature  avec  le 
temps.  M.  Poisson  a  remarqué  qu'une  explosion  ou  une 
production  subite  de  forces  qui  séparerait  brusquemenl 
des  corps  d'abord  en  contact,  doit  toujours  donner  lieu  à 
une  augmentation  de  forces  vives  dont  l'expression  est 
analogue  à  celle  de  la  perte  dans  le  théorème  de  Camot. 

S'il  est  certain  que  ce  théorème  ne  peut  pas  s'appliqua 
à  tous  les  changements  très-rapides  de  vitesse,  qnello 
qu'en  soient  les  causes,  il  ne  doit  pas  cependant  être 
limité  exclusivement  au  cas  du  choc  des  corps  non  élasti- 
ques. Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  principal  de  faire 
voir  qu'il  a  lieu  dans  d'autres  circonstances  qu'il  estudle 
de  connaître. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  en  moave- 
ment,  sollicités  par  des  forces  quelconques  et  assujettis  a 
des  liaisons  exprimées  par  des  équations  entre  leurs  coor- 
données, qui  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement. 
Soient  m,  m',  Tn'\. .  • ,  les  masses  de  ces  points^  x,  y^  z^ 
les  coordonnés  du  point  m  au  bout  du  temps  t  \  x\  y',  «', 
celles  du  point  /n',  etc.  :  ces  coordonnées  se  rapportant  à 
trois  axes  rectangulaires  fixes  dans  l'espace.  Désignons 
par  V  la  vitesse  du  point  m  au  bout  du  temps  f,  et  par 
a,  J,  c  les  composantes  de  cette  vitesse  parallèles  aux  axes 
fixes  des  x^y^z\  soient  de  même  v*  la  vitesse  du  point  wl 
et  a! ^  b'^  c'  ses  composantes,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  soient 

L  =  o,     JVl=:o,      N  =  o,..., 

les  équations  qui  ont  lieu  à  chaque  instant,  pendant  le 
temps  i,  entre  les  coordonnées  a:,  y,  ^,  x', .  •  •  î  des  points 
du  système,  sans  contenir  le  temps  explicitement.. 

Imaginons  maintenant  qu'à  un  instant  donné,  au  bout 
d'un  temps  f,  on  établisse  entre  les  points  du  système  de 
nouvelles  liaisons  exprimées  par  les  équations 

L,  =  o,     M,  =  o,     Ni==o,..., 
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el  parmi  •  lesquelles  pourraient  se  trouver  comprises  les 

liaisons 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,..., 

qui  avaient  lieu  précédemment  ou  seulement  quelques- 
unes  d'entre  elles. 

.  A  l'instant  où  l'on  assujettit  le  système  à  ces  nouvelles 
conditions,  la  vitesse  de  chaque  point  du  système  chan- 
gera brusquement  soit  en  grandeur,  soit  en  direction. 
Désignons  par  v^i  la  nouvelle  vitesse  que  prendra  le  point  m 
qui  avait,  auparavant  la  vitesse  (^,  et  par  ai,  &i,  Ci  les 
composantes  de  (^i.  Il  résulte  du  principe  de  d'Alembert 
qu'à  l'instant  où  commence  le  nouvel  état  du  système^ 
les  quantités  de  mouvement  telles  que  rm^i  que  prennent 
led  diâerents  points  étant  considérées  comme  des  forces 
et  prises  en  sens  contrai re^  doivent  faire  équilibre  aux 
quantités  de  mouvement  mv>  que  ces  points  possédaient 
auparavant  :  de  sorte  qu'on  a  l'équation 

(h)    ^m[{a  -^  a,)?  r  -h  (b  --  b,)  Sx  -^  {c  --^  Ci)Sz]  =  o, 

en  désignant  par  âx^  âjr^  dz^âx\. ,  .^  les  projections 
sur  les  axes  des  déplacements  virtuels  des  points  m,  m',..., 
compatibles  avec  les  liaisons  nouvelles 

L,  ==  o,     M,  =  o, . . ., 

Ainsi  Ton  peut  donner  à  3x^  ^J^>«  •  •  toutes  les  valeurs 
qui  satisfont  aux  équations  simultanées 

d.T  dy  flz  dx 

(i)       <   rfM,  ^  dm,  ^  dM,  ^  dM,  ^   , 

j    dv  dy  dz  dx 


En  diiïërentiant  les  mêmes  équations  L,= o,  M,  =  o, . . . 

dx    dy    dz 

dt      dt     dt 


,  dx    dy    dz 

par  rapport  au  temps  t^  puis  remplaçant  — »  —">  -j-f 
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par  leurs  valeurs  actuelles  Aj,  &i,  C|, . . . ,  on  a^^*a 


/  dLt 
1  dx 

Û.+ 

</L, 

dr 

*. 

-h 

dU 

dz 

^iH- 

dh, 
dx' 

< 

^^^^    • 

..=0, 

(*) 

\  dMt 
1    dx 

1          •   •    • 

•  •  •  • 

dn, 

dx 

•     *     •     • 

•     • 

•  • 

dMt 

dz 

•    •    •   • 

•    •    •    • 

dM, 
da/ 

•    •    •    • 

m      • 

-h. 

•  •   •  ' 

•  .  =  Oy 

Au  moyen  des  équations  (i)  on  éliminera  de  Téqua* 
tion  (h)  une  partie  des  variations  ix^  <^J^9*  •  «9  P^  on 
égalera  à  zéro  les  quantités  multipliées  par  chacnne 
des  variations  restantes.  Les  équations  qu^on  obtiendra, 
jointes  aux  équations  connues  (A),  fourniront  la  valeur 
des  3n  inconnues  a^^  if,  Ci,  etc.,  qui  n'y  entrent  qae 
sous  forme  linéaire.  On  peut  aussi  combiner  Téqua* 
tion  [h)  avec  les  équations  (i)  par  les  équations 


dont  le  nombre  est  triple  du  nombre  n  des  points  m, 
m', . . . .  Ces  équations  et  celles  qui  précèdent  {h)  donne- 
ront les  valeurs  des  3  n  inconnues  a^^  b^^  C|,. . .,  et  en 
outre  celles  des  facteurs  X,  fx, . . .  qui  font  connaître  les 
percussions  que  les  liens  du  système  éprouvent  par  le 
changement  brusque  des  vitesses. 
Les  équations  de  condition 

L,  =  o,     M,=  o,     N,  =  o,..* 

étant  par  hypothèse  indépendantes  du  temps,  oli  voit  que 
le  mouvement  effectif  du  système  pendant  l'instant  à 
qui  succède  au  temps  t  est  Tun  des  mouvements  virtadi 
que  les  liaisons  données  lui  permettent  de  prendre.  En 
effet,  les  équations  (i')  sont  vérifiées  si  Ton  prend  (îx, 
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3y^  dz,. ,  .  proportionnelles  aux  composantes  a^,  ij,  c,, 
a j , . . .  des  vitesses  réelles.  On  peut  donc  remplacer  dans 
Péquation  générale  àx^  dy^  dz^, . .  par  «i,  ii,  Cj,. . . . 
On  a  ainsi  l'équation 

^/w[(fl  —  «,)«,-+- (^--  ^i)  6t  H-  (c  —  c,)c,]=  o, 
qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

et  comme  a  —  ai,  b  —  Aj,  c  —  c^  sont  les  composantes 
de  la  vitesse  perdue  par  le  point  m,  quand  on  décompose 
sa  vitesse  i^  en  i^i  et  Wi,  cette  formule  devient 


2 '"^'=2 '""'"*"  2 


mu\. 


Elle  signifie  que  5//e5  liaisons  d'un  système  de  points  en 
moui^ement  sont  changées  à  un  instant  donné ,  la  somme 
des  forces  vii^es  acquises  auant  cet  instant  surpasse  celle 
qui  a  lieu  immédiatement  après  y  dUine  quantité  égale  à 
la  somme  des  forces  "viues  correspondant  aux  vitesses 
perdues  dans  le  passage  du  premier  état  du  système  au 
second  [*), 

Quoique  la  formule  précédente  soit  sicmblâble  à  celle 
du  théorème  de  Carnot  sur  la  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  des  corps  dénués  d'élasticité,  les  deux  propositions 
reposent  sur  des  considérations  assez  différentes  pour  être 


(^)  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Duhamel  dans  une  Note  pré- 
sentée à  rAcadémie  des  Sciences  en  i832  et  imprimée  en  iS'^Sdaus  le 
^ome  XV  diji  Journal  de  f  École  Polytechnique. 

..*,  ■  D'autrei.4iémon8trations  ont  été  données  en  i843  par  M.  Combes  dans 
là  lithographie  de  ses  Leçons  de  Mécanique  faites  à  PÉcoIe  des  Mines, 
et  par  M.  Bertrand,  dans  les  Comptes  rendus  de  Tannée  i856  (t.  XLIII, 
p.  ito8). 
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disdn^iiées  roue  de  1  aalre.  Les  conséqu^ices  suivanlâ 

fienmt  mieux  ressortir  celte  différence. 

Rien  n'empêche  de  supposer  qu'à  l'instant  même  oi 
Ton  établît  les  liaisons  L^  =  o,  Mt  =  o, .  •  • ,  le  système 
soit  mis  en  mourement  par  des  percussions,  c'est-à-dire 
par  des  forces  d*une  très^rande  intensité  agissant  pen- 
dant un  temps  inappréciable  sur  les  différents  points  m, 
m'y. . .  y  et  capables  de  leur  imprimer,  s^ils  étaient  libres^ 
les  Titesses  i^,  v', . . . ,  qui  se  changent  en  i^i ,  i^'^ , . . .  par 
Teffiet  des  liaisons  Lt  =  o,  Mi  =  o, . . . .  Chaque  vitesse  v 
se  déccgnposant  en  t^^^  et  u^^  on  aura  toujours 


2— -=2'-': +2 


mu: 


Considérons  de  nouveau  un  système  de  points  en  mou- 
Tement^  m^  m\  —  y  assujettis  à  des  liaisons  L=:0) 
M  ^  o^ . . .  indépendantes  du  temps  ;  supposons  qu'à  un  in^ 
stant  donné  pour  lequel  ces  points  ont  les  vitessesi^yv- 
on  établisse  de  nouvelles  liaisons  exprimées  par  les  éqna* 
tions  L|  =  o ,  Ml  =  o , . . . ,  et  parmi  lesquelles  se  trouvent 
comprises  toutes  les  anciennes  liaisons.  Appelons  Vi  la  vi- 
tesse que  prendra  le  point  m,  qui  avait  auparavant  la  vi- 
tesse i'.  Eln  décomposant  cette  vitesse  i^  en  u^  et  iii,  on  a 
trouvé 

ou 

Supposons  qu'on  établisse  encore  un  nouveau  syslème 
de  liaisons  Lj  =  o,  Mj  =  o, . . . ,  qui  comprennent  aussi 
les  précédentes  L^  =  o,  Mj  =  o, . . . ,  et  par  conséquoit 

aussi  les  premières  L  =  o,  M=:o, Chaque  point 

ayant  sa  vitesse  acquise  ^^y  désignons  par  i^,  la  vitesse  que 
prendra  dans  ce  nouvel  état  du  système  le  point  qui  avait 


i^rti^L.^ 
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la  vitesse  »^,  et  appelons  ^29  ^s»  <^\  l^s  coiDposaules  de  i^«. 
Désignons  de  même  par  i^s  («3,  ^3,  c^)  la  vitesse  du  point 
m  ()ans  un  nouvel  état  assujetti  à  de  nouvelles  liaisons 
Lg  =  o,  Ms  =  o, . .  .  comprenant  toutes  les  liaisons  pré- 
cédentes, et  ainsi  de  suite. 
On  aura      , 

et,  en  ajoutant  toutes  les  équations  qui  précèdent, 

et,  en  outre,  celte  formule  a  lieu  quel  que  soit  Tordre  des 
liaisons  successives. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qui 
n'est  pas  une  conséquence  aussi  immédiate  de  la  première 
qu'elle  le  paraît  au  premier  abord  :  Des  points  matériels 
en  mouif entent  et  soumis  à  des  liaisons  ayant  certaines 
"Vitesses  acquises  à  un  instant  donné,  si  Ton  conçoit  qu'à 
cet  instant  on  ajoute  successivement  aux  liaisons  données 
un,  deux,  trois  systèmes  de  nouvelles  liaisons,  et  que  Ton 
considère  la  série  des  vitesses  que  prendra  chaque  point 
dans  les  états  successifs  du  système,  F  excès  de  la  somme 
des  forces  vives  de  ce  système  dans  son  état  primitif  sur 
la  somme  des  forces  vives  qu'il  possédera  dans  le  dernier 
état  pour  lequel  le  nombre  des  liaisons  est  le  plus  grand, 
sera  égal  soit  à  la  somme  des  forces  vives  correspondances 
aux  vitesses  perdues  dans  le  passage  immédiat  du  premier 
état  au  dernier,  soit  encore  à  la  somme  des  forces  vives 
correspondantes  aux  vitesses  peixiues,  en  supposant  que  le 
système  passe  successivement  de  son  premier  état  au  se- 

23. 
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cond,  puis  du  second  au  troisième,  et  ainsi  de  suile  jus- 
qu'au dernier. 

On  déduil  immédiatement  des  propositions  qui  pré« 
cèdent  quelques  propriétés  du  mouvement  déjà  connues, 
qu'où  avait  démontrées  par  des  calculs  plus  ou  moins  sim^ 
pies.  Par  exemple,  si  l'on  considère  un  corps  solide  en 
mouvement  autour  d'un  point  fixe,  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  de  ce  corps  à  une  époque  quel- 
conque de  son  mouvement  est  toujours  plus  grande  que 
celle  qu'on  obtiendrait  si,  en  conservant  à  chaque  molé- 
cule sa  vitesse  actuelle,  on  fixait  un  point  quelconque  de 
ce  corps  situé  hors  de  cet  axe  instantané  ou,  en  d'autres 
termes,  si  l'on  forçait  le  corps  à  tourner  autour  d'un  axe 
différent  de  son  axe  instantané.  Il  en  est  de  même  pour 
un  mouvement  initial.  Si  un  corps  solide  retenu  par  un 
point  fixe  est  mis  eu  mouvement  par  des  percussions, 
l'axe  instantané  autour  duquel  il  commencera  à  tourner 
sera,  parmi  tous  les  a\es  passant  par  le  point  fixe  qu'on 
peut  imaginer  dans  le  corps,  celui  pour  lequel  la  somme 
des  forces  vives  initiales  est  un  maximum,  c'est-à-dire 
que  cette  somme  sera  plus  grande  que  celle  que  produi- 
raient les  mêmes  percussions,    si  l'on   assujettissait  le 
corps  à  tourner  autour  d'un  axe  différent  de  Vaxe  spon- 
tané. Euler  et  Lagrange  avaient  dit  que  la  somme  des 
forces  vives  du  corps  tournant  autour  de  son  axe  spon- 
tané, devait  être  un  maximum  ou  un  minimum»  M.  De- 
launay  a  prouvé,  par  l'application  de  la  méttiode  générale 
des  maxima  et  minima,  que  cette  force  vive  est  toujours 
un  maximum.  Au  reste,  on  obtient  aisément  cette  propo- 
sition et  une  autre  encore  plus  précise  par  la  considération 
de  la  surface  que  M.  Poinsot  a  nommée  V ellipsoïde  centraL 

Le  principe  général  donne  de  même,  sans  aucun  calcul, 
cet  autre  théorème  dû  à  M.  Coriolis. 

La  somme  des  forces  vives  d'un  système  de  points  ma- 
tériels à  une  époque  quelconque  de  son  mouvement  est 
égale  à  la  somme  des  forces  vives  que  prendraient  ces 
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points,  si,  étant  animés  de  leurs  vitesses  actueUes,  ils 
venaient  à  former  à  cet  instant  un  système  de  figure  inva- 
riable assujetti  aux  mêmes  conditions  qu'auparavant, 
plus  la  somme  des  forces  vives  qu'auraient  ces  points  en 
vertu  des  seules  vitesses  relatives  par  lesquelles  ils  s'écar-* 
lent  des  positions  qu'ils  occuperaient  dans  le  système  so- 
lidifié. 

La  somme  des  forces  vives  dans  le  mouvement  que 
prendrait  le  système  s'il  venait  à  être  solidifié  dans  Tétat 
où  il  se  trouve  à  un  instant  quelconque,  et  que  M.  Coriolîs 
appelle  son  mouvement  moyen  pour  cet  instant,  peut  elle- 
même  se  décomposer  en  deux  parties  dont  l'une  est  la 
force  vive  qu'aurait  la  masse  totale  du  système  animée 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  dont  l'autre  est  la 
somme  des  forces  vives  qu'auraient  les  molécules  dans. le 
mouvement  relatif  ou  apparent  du  système  solidifié  au- 
tour du  centre  de  gravité  considéré  comme  fixe. 

Soit  un  système  de  points  matériels  en  mouvement 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques  qui  peuvent  ici  conr» 
tenir  le  temps  explicitement  (*).  Considérons  ce  système 
à  un  instant  donné  et  supposons  qu'à  cet  instant  et  pour 
cette  même  position  du  système,  on  lui  donne  un  autre 
mouvement  quelconque  différent  du  mouvement  réel, 
mais  toutefois  compatible  avec  les  liaisons  données.  Cet 
autre  mouvement  sera,  si  l'on  veut,  purement  fictif.  On 
pourra  décomposer  la  vitesse  p*  de  chaque  point  m  dans 


(*)  Dans  un  système  do  liaisons  L  =  o,  M=ro,  N  =  o,...,  fonctions  dil 
temps,  on  peut  toujours  supposer  qu'une  seule  renferme  t  explicitement, 
«n  éliminant  t  entre  elle  et  les  autres.  Mais  l'équation  des  forces  vives 
devient 

{X  n'est  pas  le  même  que  si  l'on  conservait  toutes  les  liaisons  fonctions  du 
temps.)  {Note  de  M.  Sturm.) 
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le  premier  mouvement  en  deux  vitesses,  doni  1  une  Vtsoin 
la  vitesse  de  ce  point  dans  le  second  mouTement.  Taiilif 
composante  ot>  sera  la  vitessepere/iieon  relative  arec  laquelle 
le  point  devrait  s'écarter  de  la  position  qa*il  occnpenît 
dans  le  mouvement  fictif  (après  linstant  di)  pourainTcr 
à  celle  qu'il  occupe  dans  le  mouvement  réel  :  le  produit 
tùdt  de  cette  vitesse  perdue  ou  relative  par  rélément  du 
temps  peut  être  appelé  le  déplacement  relatif  du  poiat  m, 
i^dtélSLiit  ledéplacement  réel,  et  i^i  dt  le  déplacement  fictif. 

Cela  posé,  la  demi-somme  des  forces  vives  —  \*  m  «'cor- 
respondantes aux  vitesses  relatives o),  prendra  dans  chaqne 
instant  dt  un  accroissement  égal  à  la  somme  des  quantités 
de  travail  élémentaire  Ped/i£cos(P,Gi>),  dues  aux  forces 
extérieures  P  qui  agissent  sur  les  points  du  système  et  à 
leurs  déplacements  relatifs,  plus  les  quantités  de  travail 
Qc«)J/cos(Q,w)  qu'on  obtient  en  considérant  lesforcesQ 
égales   et  contraires  à  celles  qui  donneraient  à  chaque 
point  supposé  libre  et  d'abord  animé  de  la  vitesse  fic- 
tive i'i,  le  mouvement  fictif  qu'on  a  supposé,  et  multi- 
pliant ces  nouvelles  forces  Q  par  les  mêmes  déplacements 
relatifs  fùdt  projetés  sur   les  directions  des  forces  :  en 
sorte  qu'on  a,  pour  un  temps  quelconque, 

\^/?îû)' V/W«J=2    /    y  PcOSfcx/f  C0S(P,ft>) 


H-  2  /  'VQw^/cos(Q,g*), 


cdo  étant  la  valeur  initiale  de  ot)  à  l'origine  du  temps. 

Pour  démontrer  ce  théorème  (*),  nommons  a,  6,  y  les 
composantes  de   la  vitesse   w  et  X,  Y,   Z  celles  de  U 


(*  )  Ce  théorème  a  été  aussi  démontré  par  M.  Combes  {Cours  de  Méca- 
nique professé  a  l'École  des  Mines).  Dans  l'exemplaire  qu'il  possédail. 
M.  Sturm  avait  ajouté  en  marge  sa  démonstration,  que  nous  reproduisorM" 
ici. 
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force  motrice  P.  En  conservant  les  notations  déjà  em* 
ployées,  on  a 

ou,  à  cause  de  a  =  tij  4-  a,  ft  =  Jj  -h  6, . . , , 


^  ^    ^     fdb,  .  d^ 


-ff-z:)*^-Ci-s)-]=- 


Mais  l'équation  de  condition  L  =  o  donne 

dt        dx  dy  dz  da/ 

dx  dy        1 

puisque  —  =  a,  —  =  o, . . . ,  et 

dh       dh  dh  ^        dh  dh    , 

'   i 

puisque  les  vitesses  a^,  &j,. . .,  sont  compatibles  avec  les 
liaisons  du  système  à  l'époque  t. 

Donc,  en  retranchant  les  deux  équations  précédentes^ 
on  aura 

---(fl— «,)+--T-(A—  6,)-H...  =0, 
dx^  '        dy  ^ 

OU 

cf  L         £/L  ^  . 

-T- a4--r-6  +  . ..  =0.  • 

dx  dy 

Donc  on  peut  prendre  pour  vitesses  virtuelles  ondt^ 
%dty, .  .^  c'est-à-dire  faire 

^x  =i  acf^,     5  j  =  6  dt^ ...  9 
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et  Féqi&adoa  (  /)  derient 


Le  second  membre  est  égal  k  -  d^mai^  et  les  composâmes 

de  la  force  Q  étant  —  Q"^»  —  Q~7"'*  —  QtT*^  ^*^' 
mole  précédente  revient  à 

«/.y*  m«»=:  a^P»rffcos(P,<fc))  -h  2  VQa»<£f  cos(Q,«i), 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

On  peut  encore  supposer  dans  cette  formule  que  les 
forces  Q  soient  des  forces  égales  et  contraires  à  celks  qui 
seraient  capables  de  produire  le  mouvement  fictif  à  Taide 
des  liaisons  données;  car  on  aurait  d'après  le  principe  de 
d'Âlembeifi 

2-(y-*=+^'')'"=-2«"*~(«-i' 


sans  avoir 


liai 
m  —-  ==Qcos(Q,x). .  • 


Autrement,  On  a  les  deux  équations 


2[(x.-.$).x-.(y.-«^^).^H-(z.-«$)*.]=0. 
en  appelant  Xi,  Tt,  Z,  les  composantes  des  forces — Q  qui 
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donneraient  aux  points  le  mouvement  fictif.  De  là 
2[{X-X.H*-..(^-:5)^x-H...]=o, 


OU 


^[(X  — X.  —  W^^^X  +...!=:  O. 

Mais    on  peut  prendre    âx  z=  adt^    ^ y=  Sdty. . . . 
Donc. . .  (*).  • 

Cette  proposition  comprend  le  beau  théorème  que 
M.  Coriolis  a  donné  pour  l'extension  du  principe  des 
forces  vives  ou  de  la  transmission  du  travail  aux  mouve- 
ments relatifs  en  vertu  desquels  les  points  d'un  système 
animés  de  leurs  vitesses  acquises  à  chaque  instant  s'écar- 
teraient des  positions  infiniment  voisines  qu'ils  pren- 
draient dans  le  système  solidifié.  M.  Coriolis  a  fait  des 
applications  importantes  de  son  théorème  :  il  en  a  donné 
un  autre  analogue  pour  estimer  la  force  vive  dans  le  mou- 
vement fictif,  et  qui  peut  aussi  être  généralisé,  comme 
l'exprime  la  formule  suivante  : 

qui  suppose,  toutefois,  les  liaisons  indépendantes  du  temps. 
Dans  cette  hypothèse,  en  ajoutant  les  valeurs  précédentes 

de  d*^^m(ù*  et  de  d^^rru^] ,  on  retrouve  l'équation  or- 
dinaire des  forces  vives. 

Dans  la  démonstration  de  ces  formules ,  on  observe 
qu'en  décomposant  le  mouvement  réel  de  chaque  point  en 
un  mouvement  fictif  quelconque  satisfaisant  à  toutes  les 
conditions  du  système,  et  en  un  mouvement  relatif,  ce 
dernier  peut  toujours  être  pris  pour  un  mouvement  vir- 


(*)  Application,  —  Prendre  le  mouvement  d'une  planète  pour  le  mou- 
Tement  réel  et  le  mouvement  elliptique  pour  le  mouvement  fictif. 

{Note  de  M.  Sturm.) 
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tuel  quelconque  compatible  avec  toutes  les  liaisons  don- 
nées, quand  bien  même  elles  dépendraient  du  temps 
explicitement.  Cette  remarque  suffit  pour  déduire  delà 
formule  générale  de  dynamique  toutes  les  équations  du 
mouvement  relatif  du  système,  en  supposant  connu  le 
mouvement  fictif  à  chaque  instant. 

Note  sur  le  théorème  de  la  page  353.  — La  vitesse  du 
point  m  ne  peut  varier  d^une  manière  continue  depuis (> 
jusqu*à  i^i  pendant  le  temps  Q  si  les  nouvelles  liaisons  L=0) 
M  =  o, . . .  sont  indépendantes  du  temps  ;  car  pour  t  =  o 
on  a 

(i)  \  ^     ^^^/.^       > 


puisque  les  vitesses  (^  sont  incompatibles  avec  les  liaisons 
L  =  o,  M  =  o, . . . ,  ou  dh  =  o,  dM  =  o, . . . . 

Mais  dans  Tinstant  suivant  f',  la  vitesse  devient  (^'et 
doit  être  compatible  avec  L  ==  o,  M  =  o,. . . ,  puisque 
ces  liaisons  doivent  par  liypolbèse  subsister  depuis  f  =  o 
jusqu'à  t  =  0  et  au  delà.  On  a  donc  pour  t=  t' 

Mais,  dans  les  formules  (i)  et  (2),  — >  —  ?  •  •  •  ont  sen- 

siblemcnt  les  mêmes  valeurs,  puisque  les  points  ne 
sont  pas  sensiblement  déplacés.  D'ailleurs  la  vitesse  va- 
riant d'une  manière  continue,  f^'  diffère  infiniment  peu 

de  1^,  a'  de  a,  i'  de  b  et  c'  de  c.  Donc  -r-  a  +  —-  i  -h. . . 

ax  dy 

diffère  infiniment  peu  de  -r-  a'H — 7-  i'-f-...,  c'est-à-dire 

^  dx  dy 

de  zéro,  ce  qui  est  faux,  puisque  les  vitesses  initiales  a,  6,  c 

1  .       .  ,  dh  dh  • 

sont  arbitraires,  et  que  par  conséquent  -7-^ -h  -7-  e?  -f-  •  •  • 
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peut  avoir  une  valeur  quelconque  différente  de  zéro.  Mais 
il  n'y  a  plus  aucune  absurdité  si  Ton  suppose  que  les  liai- 
spns  L  =  o,  M  =  O) . . .  contiennent  le  temps  pendant 
le  temps  0  et  deviennent  .ensuite  indépendantes  du 
temps  ;  car  la  liaison  L  =  o  peut  être  exprimée  par 
(p  (.r,  j^,  z,  x'y, . .)  =zt  ou  ^  (t)^  4'  (0  ^^^^^  très-petit 
pendant  le  temps  0  et  nul  après  ce  temps,  tandis  que 
^'  (t)  a  une  valeur  finie  qui  s'évanouît  après  9. 
En  supposant,  par  exemple, 

/* 

L=x»-|- j«-hz' — ^'r4-  af— -— 0  =  0, 

B 

on  aura  pour  un  temps  quelconque  (depuis  zéro  jus- 
qu'à 6) 


dh        dh    dx        dh    dy 

-h           •         4-          •         -h. 
dt         dx     dt         dy     dt 

.  •  =  0, 

d  OÙ,  pour  t       o, 

dh       dh          dh 

dt     ^    dx^   '    dy 

=  o. 

T  .   dh  it  dh  • 

Ici  -—-  =  2 r-9  et  pour  f  =  o  on  a  -r-  =  2.  Les  va- 

dt  Ô  '^  ^^        . 

leurs  de  x^y^  z  et  celles  de  —  >  —  ?  •  •  •  ne  varient  pas 

sensiblement  pendant  l'intervalle  de  temps  0.  Mais  --p- 

décroit  depuis  2  jusqu'à  zéro  et  au  delà  de  6  reste  nul, 
puisque  L  ne  contient  plus  f. 
Pour  f  ^  9,  on  a 


dh 

dt 

•    •    • 

• 

On 

a  pour 

un 

temps  { 

l  quelconque 

dx 

dy 

— 

0, 

dVL 

bx 

dx 

dU  ^ 
dy 

•  t   1 

0, 

k    ■    • 
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et  comme  -r-?  -;— >  •  •  •  restent  sensiblement  constants, 
dx      dy 

âx^  ây^  àz   sont  constants  pendapt  le  temps  d  et  les 

mêmes  qu'à  la  fin  du  temps  0.  On  peut  donc  prendre 

dx  =  ax dt,  âY=  bxdt^, ,  ,^  puisqu'on  a  ainsi 

dïu  dL  , 

dx  dy 

à  cause  de  —  =  o,  c'est-à-dire  prendre  pour  déplace- 
ment virtuel  pendant  tout  le  temps  9  le  déplacement  réel 
qui  a  lieu  à  la  fin  de  ce  temps  quand  L  est  devenu  in- 
dépendant du  temps.  Or  on  a,  en  faisant  abstraction  des 
forces  extérieures, 

Intégrant,  en  supposant  ^jt,  dj^, ...  constants  depuis 
f  =  o  jusqu'à  f  =  ô, 

ou 

\^  m  [(«,  —  fl)^a:  4-.  .  .]  =  o. 

Il  est  permis  de  prendre  àx  =  axdl^  $y  =  bx  dt^.,,]  alors 

2»ï[(û|—  û)ai4-.  .  .]=:o(*). 
f^érification ,    méthode    im^erse.   —   Appliquons   au 


(*)  Cette  équation  est  la  première  de  la  page  353.  On  en  déduit 
comme  plus  haut  le  théorème  énoncé.  La  démonstration  précédente  avait 
été  indiquée  par  M.  Sturm  à  M.  Tabbé  Julien.  Voir  Problèmes  de  méca- 
nique rationnelle,  Paris,  i855,  t.  II,  p.  255. 
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point  m,  supposé  libre  et  animé  de  la  vitesse  initiale  vf 

pour  f  =  o ,  les  forces  A  -r-  >  A  -7-  >  •  •  •  »  /x  --— , . . . .  On  a 
*  dx        dy  dx 

d^x       ,  rfj;  û?W 

Supposons  que  pour  un  temps  /,  entre  zéro  et  0,  .t:,y,  z 

,  .  fi^L    dfA 

restent   a  peu  près  constants,  ainsi  que  —  >  -v-ï*  ••? 

quoique  L  contienne  t.  En  intégrant  l'équation  précé- 
dente, on  aura 

Supposons  y-  cîx  -h  —  (ïy  -f-. . .  =  o  :  Jx,  cîj^, ...  reste- 
ront constants.  On  aura 

m  [{oi  —  a)  $x  -\- .  . .] 

=  \d7'''-^d^^^-^'")i  ^^'-^''  =  -^ 

m  (oi  —  fl)  «1  +.  .  .  =  0. 
Autrement  et  plus  brièvement  on  a 

Intégrant,  on  a,  puisque  âxy  dy^  âz^,  , .  ne  varient  pas 
avec  le  temps, 

et  entre  les  limites  zéro  et  6 

y  I  /w  (fl,  —  fl)^a:-h. . .     =0. 
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M 


NOTE  II. 

SUR    LE    MOUVEMENT    DU    PENDULE    SIMPLE,     EN   AYANT    ÉGARD  AC 

MOUVEMENT  DE  LA  TERRE. 

(Leçon  faite  par  M.  Starm  à  la  Facnlté  des  Sciences,  en  Juin  1851.)  (*) 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées,  rapportées  à  trois  axes 
Fig-  192»  rectangulaires  fixes ,  de  Tex- 

trémilé  M  du  pendule  :  le 
point  M  est  sollicité  par  deax 
forces  dont  l'une  est  la  re- 
^  sul tante  des  attractions  des  . 
_  diverses  parties  de  la  terre, 
tandis  que  l'autre  provient 
de  l'attraction  du  soleil  et  des 
autres  corps  célestes.  Nommons  g  et  f  ces  deux  forces 
rapportées  à  l'unité  de  masse  et  désignons  par  g^^-i  g„,  gi» 
y  ,y,Xïcurs  composantes  parallèles  aux  axes.  Eu  appe- 
lant d'X,  (î Y,  d  Z  les  variations  des  coordonnées  X,  Y,  Z 
qui  résultent  d'un  déplacement  virtuel  quelconque  du 
point  M,  on  aura  l'équation 


0 


^-s-x-^Hx 


d'Y 


( 


dt 

d'Z 


r-^Y-AKY 


-g,-A]sz=zo. 


z 


Appelons  a,  |3j  y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
G  de  la  terre  et  x^  y,  z  celles  du  point  M  par  rapport  à 
trois  axes  parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  le  centre  de 
gravité.  On  aura 

X=:a-hJ:,     Y=:p-h^,     Z=7H-z, 


(*)  Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  Puiseux  la  rédaction  de  celte 
Leçon  sur  laquelle  nous  n^avons  trouvé,  dans  les  papiers  de  M.  SturiD> 
que  des  notes  incomplètes. 
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fet  si  l'on  observe  que  les  composanlesyj^,  g^^ . . . ,  peuvent 

aussi  bien  être  représentées  par^^,  g*,, . .  . ,  on  remplacera 
l'équation  précédente  par  celle-ci 

Mais  si  Ton  admet,  comme  nous  le  ferons,  que  la 
force ysoit  la  même  en  grandeur  et  en  direction  pour  tous 
les  points  de  la  terre,  et  si  Ton  nomme  fz  la  masse  d'un 
point  de  celle-ci  et  M  sa  masse  entière,  les  principes  gé- 
néraux de  la  dynamique  nous  donneront  Téquation 


^'^.=^\'f'=f'^\^  =  ^^f'^ 


d'OL 

lu 
ou 

d'oi 


dt^ 

On  aura  de  même 


=/,. 


Par  suite  l'équation  établie  ci-dessus  devieudra 

ainsi  le  mouvement  du  pendule  sera  le  même  que  si,  le 
centre  de  gravité  étant  immobile,  le  point  M  n'était  sou- 
mis qu'à  l'attraction  de  la  terre. 

Supposons  que  l'axe  Gz  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité soit  l'axe  de  rotation  de  la  terre  (*).  Soit  P  le  point 


C*")  Et  qae  ïes  z  positives  soient  diri{][ées  vers  le  pôle  boréal  ;  admettons 
de  plus  que  la  rotation  se  fasse  de  Gjr  vers  G  2. 


de  suspension  du  pendule  PM;  abaissons  du  point  P  mr 
l'axe  Ta  perpendiculaire  PK  que  nous  désignerons  par  r; 
appelons  n  la  vitesse  angulaiit 
"*■  '^'  de  rotation  de  la  terre  et  comp- 

tons le  temps  t  à  partir  du  mo- 
ment où  la  droite  PK  se  trouvait 
dans  le  plan  Gj'^  ;  les  coordon- 
nées du  point  P  relativement  i 
l'origine  G  seront 


k  désignant  une  constante.  Si  l'on  prend  la  seconde  sidé* 

raie  pour  unité  de  temps,  le  nombre  n  est  égal  à  ~ — on 
•■^  '  06400 

environ— T — ^  ;  on  voit  que  c'est  une  petite  fraction. 

Regardons  maintCDant  le  point  P  comme  l'origine  de 
trois  nouveaux  axes  de  coordonnées  Vxi ,  P^i,  Pzi  que 
nous  supposerons  emportés  avec  la  terre.  Nommons  a,  b^c 
les  cosinus  des  angles  que  Gx  fait  avec  ces  nouveaux 
axes,  a',  b',  c'  ceux  des  angles  que  fait  Gy,  et  a",  b",  c' 
ceux  des  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes  le  prolonge- 
ment Ga'  deGr.  On  aura 

x=:  rsiont-h  oj:,  +(y-,  +  cz,, 

X  =  rcosn/  +  a'x,  +  b'j\  H-  f's, ,  I 


La  quantité  g^âx  +  g,$y 
ment  virtuel  de  la  force  g, 
que  soient  les  axes  des  coord 
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peut  donc  s'écrire 


d^x 
dfi 

(îx4- 

Mais 

on  a 

Sx 
^7 

d'x 


+  -;;r  ^2  =  g'x,  ^^.  -+-  g>,  ^Xi  -+-  Ç»,  ^ 2. . 


di 


$Z=: 


Fig.  194. 


D'un  autre  côté,  menons  par  le  point  P  les  droites 

P$,  Pyj,  PS  respectivement 
parallèles  à  Gr,  Gj^^  Gz',  et 
dans  le  plan  P  l^m  perpendîcu-  . 
laîre  à  G-z,  menons  PE  per- 
pendiculaire à  la  droite  KPF, 
dans  le  sens  de  la  rotation. 
Les  angles  des  droites  PE, 
PF  avec  Pxj,  Pj-j,  Pzj  ne 
varieront  pas  avec  le  temps, 
et  l'angle  FPy?  étant  égal  à 
nt^  on  aura 


y. 


a  =  COSJfiPÇ: 
b  ==  COSJ,  P  Ç  : 
C  =  COSZiPÇ  : 

a  r=z  co5ar,P3Q  = 

h'  =  cosjriPîQ  = 

c'  =C0S3|P>Ï  = 


=  cos/i/cosEPxi  H-  siD/ircosFPoTi , 
=:cos/ircosEP7,  -h  sin/i/cosFPj, , 
=  cos/i^cosEP  z,  -h  sin/ircosFPzi , 

—  sin/zrcosEP^i  4-  cos/i^cosFPa:,, 

—  sin/ifcosEPj,  4-  cos/ircosFP;^,, 

—  sin/i^cosEPZi -f-cos/i/cosFPzi  : 


a^y  h",  c''  sont  indépendants  du  temps. 
On  conclut  de  ces  formules 


da 
Tt'' 

da^ 
dt 


na 


—  na 


^=nb\  -^  = 


db 
dt 

dF 


dc^ 
di 

dt 


ne 


ne. 


II. 
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L'équation 

X  =r  rsin  nt  -+-  ax^  -f-  ôj,  -h  rz, , 

nous  donne  par  suite 

dx  dxi      -  ofy,        f/z,  ,  . ,  , 

-— =  /ircos/if  +  «-7-  4-^-r  +^-3-  H-w«^iH-  «^^1  +  "^^'j 
flfr  ^r  at         dt 

=  —  n^rsmnt-^a  — ---  -f-  b  — -^ — h  c  — -- 

dt*  dt^  dl^  dt 

,  dxi  i,dY\  ,dZi         ,  ,,         .  , 

at  dt  dt 

On  aura  pareillement 

d^r  .d^x,         ,,d^Yx  ,d^z^ 

— f  ==  —  nVcos/ir  4-  «'  -TT  +  *  — rr  -»-  ^  TT 

f//2  ^1  ^£2  ^^2 

—  2/îa— ; 7,nb—, une  ■— /iVa?,  —  /ï'6  ri — rvch) 

dt  dt  dt  j  . 

et  de  plus 

f//»  1//2  dt*  dC"  ' 

*   Observons  maintenant  que  les  coordonnées  x^^  y^  i\ 
du  point  mobile  M  doivent  vérifier  Téquation 

l  désignant  la  longueur  du  pendule  :  il  en  résulte 

•Jf7|  »y    1      «v  Zi 

-j.  ^x,  4-  y  dj,  -h  -  (ÎZ,  =  o. 

Ajoutons  cette  équation  multipliée  par  un  facteur  in- 
déterminé X  à  l'équation 

d'^x  d*Y  d*z 

u  '  y    (i  '  1'"     d  '  z 

et  remplaçons  dx^  cîj,  <Î2J,  -^5  -^»  —  par  les  valeurs 
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qu'on  vient  de  trouver.  Nous  aurons 

0  — :: —  -4-  C 


dl^  dt^  dt^ 

dxi  dy,  dz^ 

—  n^  ax^  —  n}hyy  —  rCcz^ 

—  /î*rsin/ir 

df"  ^     dt^  ^     dt^ 

,  dxt  djTi  dZi 

^j^^ina  —  —  inb  —  —une  —  j{a' ^x.-hb'Sy.-^-c'iz,) 

—  n^a!  x^  —  n^b'  y^  —  w'c'z, 
\  — n'^rcosnt 

(^"  ^  -»-'''  ^  -^  ^"  if)  (^"^"'  "^  ^"^^'  -*-  ^"^^'^ 

^^^Sx^^^lSy^-^^-^êz^ 

Nous  pouvons  maintenant  dan&  cette  équation  égaler  sé- 
parément à  zéro  les  coeflSeients  de  dxi^  dy^y  Jzj,  et  si 
nous  avons  égard  aux  relations  connues 

b'^b"-^b"'z=i,       • 


r»-+.c'2^r''*  =  i, 


hc  4-è'c'-f-^"c''  =  o, 
ac  4-  «'c'-h  a'^c"  =  o, 
ab'ha'b'-ha''b''=o, 

bc'  —  cb'  =  a\     ca'  —  ac'=zb\     ab' -^  ba' z=:  c\ 
et  aussi  aux  formules 

a  sin  nt  -f-  b'.  ces  nt  =.  cosFP  j:,  , 
bsïnnt  H-  b'cosnt  =  cosFPj, , 
csinne  -f-  c'  cos/?r  =  cosFPz, , 

24. 
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nous  trouverons 

dt^                  dt                 de  \         t  ji  i      if 

—  /iVcosFPx,  ■+■  —■ g^^  =  o. 


—  /î'rcosFPj,  -h  -y  —gu  =  o, 


—  /l'rcosFPzi  H — J-'  — ^,,  =  o. 

Ces  équations  ne  diffèrent  de  celles  du  mouvement d^un 

point  libre  que  par  les  termes  —S  —S  — '  qui  pris  en 

signes  contraires  expriment  les  composantes  parallèles 
aux  axes  Pxj,  P/i,  Vz^  d'une  force  X  dirigée  dans  le  sens 
MP  suivant  le  fil  qui  supporte  le  point  M.  La  tension  de 
ce  fil  est  donc  égale  à  X. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  dans  les  trois  équations 
du  mouvement  obtenues  tout  à  l'heure  les  termes  en  n', 
pris  en  signes  contraires,  représentent  les  composantes  de 
la  force  centrifuge  du  point  M  due  à  la  vitesse  de  rota- 
tion n.  En  effet  soit  I  la  projection  du  point  M  sur  Taxe 
de  rotation  G -s;  le  quadrilatère  PMIK  projeté  sur  l'axe 
Vxx  nous  donnera 

KPcosFP^,  -f-  PMcosMPjr, 
-|-MIcos(MI,  j:,)-f-IKcos(TK,  j:,)  =  o, 

ou  bien  en  observant  que  l'angle  (IM,Xi)  est  le  supplé- 
ment de  (MI,j:i), 

MI  ros(IM,j:,)  =  rcosFP^,  -+•  a-,  —  a"  [a" x,  -f-  h" y,  -h  r"«,), 
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et  par  suite 

/iVMIcos(lM,X|)  =/i*rcosFPj:,  -4-/1*0?, 

Or  le  premier  membre  est  la  composante  suivant  Pxi  de 
la  force  centrifuge  du  point  M  due  à  la  vitesse  de  rota- 
tion n  :  les  termes 

— /l'xi  +  /i»a"(a"x.  +  b"f,  4-  c"z,)  — /iVcosFPx,, 

qui  se  trouvent  dans  l'équation  en  -— ^  expriment  donc 

cette  même  composante  prise  en  signe  contraire. 

Appelons  f  la  force  centrifuge  pour  le  point  M  et 
^xjî  Jjti  f»i  ses  trois  composantes  parallèlement  aux  axes 
Pxi5  Pj^i,  Pzi  •,  nos  trois  équations  pourront  s'écrire 

Les  quantités  /,,  -h  gr*.?/r.  -H  Sy.-^fz,  H-  g'»,  sont  les  com- 
posantes de  la  pesanteur  apparente  au  point  M,  c'est- 
à-dire  de  la  résidtante  de  l'attraction  de  la  terre  et  de  la 
force  centrifuge.  Désignons-les  par  p^^^  p^^,  p^^^  et  les 
trois  équations  précédentes  deviendront 


d^x,        \Xy  „  djr,  dz, 


dO  l  dt  dt        ^  ' 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  déterminé  les  direc- 
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lions  des  axes  des  Xx^  ji^  Zi  :  supposons  maintenant 
qu'on  fasse  coïncider  l'axe  des  Zi  avec  la  position  d'équi- 
libre Pm  du  pendule  [*).  Les  équations  précédentes 
doivent  être  vérifiées  lorsqu'on  suppose  le  pendule  en 
repos  dans  cette  position;  si  l'on  observe  qu'alors  on  a 
Xi  =  o,  yi  =  o,  Zi  =  o,  et  si  l'on  appelle  P  la  valeur 
correspondante  de  X,  on  aura  pour  le  pendule  en  équi- 
libre 

Pm,  =  o,     Px,  =  o,    /?,,  =  P. 

On  voit  par  là  que  la  tension  P  du  fil  dans  la  position  d'é- 
quilibre se  confond  avec  la  pesanteur  apparente  p  au  point 
m.  Si  maintenant  on  néglige  les  variations  que  cette  pe- 
santeur apparente  éprouve  en  grandeur  et  en  direction 
dans  l'étendue  des  excursions  du  pendule^  on  pourra  dans 
les  équations  du  mouvement  remplacer  p^^  par  zéro, 
p^^  par  zéro  et  p^^  par  p  :  ellos  deviendront,  à  ce  degré 
d'approximation,  -^ 

Ht"  l  dl  dt  ' 

dt^  l  dt  dt        ^ 

La  pesanteur  apparente  est,  comme  on  Ta  dit,  la  ré- 
sultante de  l'attraction  de  la  terre  et  de  la  force  centri- 
fuge. Si  Ton  regarde  la  première  force  comme  constante 
en  grandeur  et  en  direction  dans  l'étendue  des  excur- 
sions du  pendule  (et  en  effet,  ignorant  la  constitution 


(*)  Nota.  On  doit  remarquer  que  la  direction  Pm  du  pendule  en 
équilibre  est  celle  de  la  verticale  ou  de  la  pesanteur  apparente  au  point  m, 
mais  qu'elle  est  {jcnéralcment  différente  de  la  direction  de  la  verticale  au 
point  de  suspension  P.  I/ocart  de  ces  deux  verticales  explique  la  déviation 
entre  l'est  et  le  sud  qu'on  observa  dîxns  la  chulo  des  corps  qui  tombent 
d'une  prandc  hauteur. 
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intérieure  de  la  terre^  nous  ne  savons  pas  apprécier  les 
variations  que  cette  force  éprouve)  ;  mais  qu'on  veuille 
tenir  compte  des  variations  qu^éprouve  la  force  centrifuge 
dans  les  mêmes  limites,  on  pourra  encore  r^arder  gj^^^ 
Sji^  8*i  comme  ayant  toujours  les  mêmes  valeurs  que  dans 
la  position  d'équilibre,  mais  cela  ne  sera  plus  permis  pour 

t/jt-,»    JjTi^    J»x* 

Pour  nous  débarrasser  des  quantités  g^^^  gj^^  g^^j  écri- 
vons que  les  équations  du  mouvement,  telles  que  nous  les 
avons  obtenues  d'abord,  sont  vérifiées  lorsqu'on  y  suppose 
à  Xi,  j^i,  Zi  les  valeurs  constantes  0:1  =  0,  ^^1  =  0, 
Zi  =  /.  Il  nous  viendra 

ti^a" c" l  —  /ïV  cosFPj:,  —  ^,^  =  o, 

n'b"c"l  —  n'r  cosFPj,  —  gy^  =  o, 

P  —  /z'/  4-  n}c"''l  ~  /iV  cos FP2,  ■—  g',,  =  o. 

Tirons  de  là  les  valeurs  de  g^^^  gj^^  gs^^  et  regardons-les 
comme  convenant  à  une  position  quelconque  du  point  M  : 
alors  nous  pourrons  les  substituer  dans  les  équations  du 
mouvement,  et  elles  deviendront 

d^x,    .    À  X,  dx,  dz, 

—7- — — — -4-2/ic   — 2/ie>' -3- 

dt^  l  dt  dt 

^-^  -4-  -ri!  _  2  /2c"  -—  +  2  na"  -4- 
dt^        ■    l  dt  dt 

~  n'y,  H-  n' h'' [a"x, 4-  b"y, -f-  c" (a,  -  /)]  =  o, 

--— -  H ; h  2  nb"  —■ 2  na''  -^ 

de  l  dt  dt      ^ 

—  «'(z,  —  /)  +  n'-c"[a"x,  4-  b" y,-^'c"  [z^-^  /)]  —  P  =  o. 

En  négligeant  les  termes  en  /i*,  on  retrouverait  les  équa- 
tions qu'on  a  obtenues  tout  à  Theure  en  négligeant  les 
variations  de  la  force  centrifuge. 
.    Concevons  le  plan  passant  par  la  position  d'équilibre 
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Pm  du  pendule  et  par  une  parallèle  à  Taxe  de  rotation  de 
la  terre  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  le  plan  du  méridien  pour 
le  point  m.  Prenons  Taxe  des  Xi  perpendiculaire  a  ce 
plan,  on  aura  a!^  =  o,  et  si  Ton  fait 

b"  =  ces  7 ,       c"  =  sîn  7 , 

Tangle  y  sera  la  latitude  du  point  m.  Les  équations 
précédentes  deviendront,  en  supprimant  les  indices  des 
lettres  x,  y^  Zy 

d^x      \x  .       dy  dz        . 

— ; — I — --f-2/i  sm7  -; 2/1 COS7  -7-4-  des  termes  en/i'=o, 

dt^         l  '  dt  'de 

d^Y      \y  ,      dx  . 

«»^-(--^ 2nsmf—r  -h  des  termes  en /i'=o, 

dt^         l  '  dt 

d^z       \  z  dx 

— ; h  -; P  -+-  2  «  cos  f  —r  ■+■  des  termes  en  «'=  0, 

dt^         l  dt 

et  en  négligeant  les  termes  en  n*  ou  les  variations  de  la 
force  centrifuge 


d^x        \x  '        dy  dz 

— 1 — --+-2/isin7-7 2/2  cos  7  —-  =  o 

dt^  l  '  dt  '  dt 


> 


d^r       ^r  .      dx 

dt^  l  '  dt 


> 


d'^z       \z       ^  dx 

__-+__p  +  a«cosy-;=o. 

Bornons-nous  à  ces  dernières  équations;  si  la  terre  était 
immobile,  de  sorte  qu'on  eût  /i  =  o,  elles  se  réduiraient  à 

d^x        \x  d^Y        Xr  d^z        \z 

Admettons  de  plus  que  le  pendule  s'écarte  peu  de  sa  po- 
sition d'équilibre,  et  regardons  a:  et  j^  comme  de  très- 
petites  quantités  du  premier  ordre;  en  vertu  de  l'équation 

^'  4-  r'  -f-  2'  =  i\ 

z  ne  diflérera  de  /  que  de  quantités  du  second  ordre,  et  en 


NOTE    II.  3j7 

les  négligeant  la  troisième  des  équations  ci-dessus  nous 
donnera  X  =  P  5  par  suite  les  deux  autres  deviendront 

=  0,      -r4--f--4=o. 


<it^  l  '       dt^  l 

Ne  supposons  plus  maintenant  /i  =  o ,  tnais  regardons 
n  comme  une  petite  fraction  ;  nous  allons  montrer  qu'on 
a  encore  deux  équations  semblables  aux  précédentes,  mais 
par  rapport  à  des  axes  qui  tourneraient  uniformément 
autour  de  la  verticale  Pm  du  point  m.  En  effet,  la  troi- 
sième équation  du  mouvement  nous  donne 

dx 
>  =  P —  2/2COS7  -r» 

'  dt 

portons  cette  valeur  dans  les  deux  autres  et  négligeons-y 
les  termes  du  second  ordre  ^  elles  deviendront 

d^x       Vx  .       dr 

dt^  ^    l  ^  '  dt         ' 

d^x        Pr  dx 

-T—  H 7-  —  2/isin7  --  =0. 

dt^  l        '  '  de 

Içiaginons  maintenant  dans  le  plan  VXi  y^  deux  droites 
rectangulaires  mobiles  Vx\  Vy'  tournant  autour  du 
point  P  avec  la  vitesse  angulaire  constante  n  sin  y  =  Âr  :  si 
nous  appelons  x\  y\  z  les  coordonnées  de  rextrémitédu 
pendule  par  rapport  aux  axes  Pj::',  P^',  P^,  nous  aurons 

X  =:x'coskt — j'sinAv,     y  =  or'sîn  kt  -h/'cosAr, 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, puis  supprimant  les  termes  qui  contiennent  le 
.  produit  de  n*  ou  de  A'  par  des  quantités  du  premier  ordre, 
il  viendra 


d'i       PÇ\        ,         (d-^n^     P^J  1   .    , 

_  +  _>)eosA.-    —  +-;^)smA/  =  o, 


/./'H       PÇ\ 

\^    t) 


i  d'n        P>3  . 
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d'où 


KOTB    11. 
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di' 

-h 

PS 

—  0, 

dû' 

-f- 

P*I 

^^ 

0, 

équations  pareilles  à  celles  qu'on  avait  trouvées  dans  la 
supposition  de  la  terre  immobile.  Ainsi  en  supposant 
r amplitude  des  oscillations  très-petite,  la  projection  hori- 
zontale de  Textrémité  du  pendule  se  mouvra  sensiblement 
par  rapport  aux  axes  mobiles  Px',  Py'  comme  elle  le 
ferait  par  rapport  aux  axes  Vx^  P/i  si  la  terre  était  en 
repos.  Si  donc  chaque  oscillation  est  à  peu  près  plane,  le 
plan  dans  lequel  elle  paraîtra  s'accomplir  tournera  au- 
tour de  la  verticale  avec  la  vitesse  angulaire  nsiny. 
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VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 

transformation  et  composition  des  couples. 

339.  Translation  d'un  couple  dans  un  plan  paral- 
lèle AU  SIEN.  —  Le  bras  de  lei^ier  d'un  couple  est  la 
perpendiculaire  commune  menée  entre  les  directions  des 
forces.  On  nomme  moment  d'ijin  couple  le  produit  de 
l'une  de  ses  forces  par  le  bras  de  levier. 

340,  341 .  Ifn  couple  peut  être  transporté  parallèle- 
ment à  lui-même  dans  son  plan  ou  dans  tout  plan  pa- 
rallèle et  tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan  sans 
que  son  action  sur  le'  corps  auquel  il  est  appliqué  soit 
changée,  powvu  qu'on  suppose  le  noui^eau  bras  de  le- 
i^ier  inv^ariablement  fixé  au  premier. 

342.  Equivalence  des  couples  qui  ont  le  même  mq- 
MENT.  —  Un  couple  peut  être  remplacé- par  un  autre 
couple^  de  bras  de  levier  différent,  pourvu  que  leurs 
moments  soient  égaux, 

343.  Pour  connaître  le  sens  d'un  couple,  il  faut  sup- 
poser fixé  le  milieu  du  bras  de  levier  et  examiner  dans 
quel  sens  chaque  force  tend  à  faire  tourner  ce  bras  de 
levier  dans  son  plan.  11  ne  faut  pas  confondre  cette  rota- 
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tioti  fictive  avec  celle  du  corps  auquel  le  couple  est  sup- 
posé appliqué. 

344.  Composition  des  couples  situés  dans  v»  mm 

PLAN   ou    dans    des    PLANS    PARALLÈLES.  DcUX  COUpks 

situés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles 
se  composent  en  un  seul,  situé  dans  un  plan  parallèle  à 
celui  des  couples  proposés,  et  dont  le  moment  est  égala 
la  somme  ou  à  la  différence  des  moments  des  couples 
composants^  smVant  qu'ails  tendent  à  faire  tourner  leur 
plan  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires, 

345,  346.  Des  <:ouples  en  nombre  quelconque^  situés 
dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  se 
composent  en  un  seul  situé  dans  un  plan  parallèle  à 
ceux  des  couples  proposés^  et  dont  le  moment  est  égal 
à  la  somme  algébrique  des  moments  de  ces  derniers  y  en 
regardant  comme  positifs  les  moments  des  couples  qui 
tendent  à  faire  tourner  leur  plan  dans  un.certain  seos,  et 
(!omme  négatifs  les  moments  des  couples  qui  tendent  à 
faire  tourner  leur  plan  dans  le  sens  opposé. 

347.  Composition  des  couples  situés  -dans  des  plins 
QUELCONQUES.  —  Si  V on  mène  dans  les  plans  des  deux 
couples  donnés  deux  droites  AB,  AC,  perpendiculaires 

à  r intersection  de  ces 
plans  et  proportionnelles 
aux  moments  de  ces  cou- 
ples^ la  diagonale  AD  du 
parallélogramme  ABCD, 
construit  sur  ces  deux 
droites,  représentera  en 
grandeur  le  moment  du 
couple  résultant,  dont  le 
plan  passera  par  cette 
diagonale  et  par  Vinlerseclion  AH. 

348.  Autre  manière  de  présenter  la  composition  des 
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COUPLES.  —  Par  un  point  O  pris  à  volonté  sur  le  bras  de 

levier  soit  menée  une  droite  OL, 
perpendiculaire  au  plan  du  cou- 
ple (P,  — P),  et  dont  la  gran- 
deur représente  le  moment  du 
couple,  cette  droite  étant  dirigée 
M  '  d*un  côté  de  ce  plan  tel,  qu^un 

observateur  placé  sur  cette  perpendiculaire,  les  pieds 
sur  le  plan  et  Tœil  au  point  L,  verrait  tourner  ce  plan 
dans  un  sens  convenu,  par  exemple  de  sa  gauche  vers  sa* 
droite.  Nous  appellerons  cette  droite  le  moment  linéaire 
du  couple. 

349.  Le  moment  linéaire  du  couple  résultant  de 
plusieurs  couples  situés  dans  des  plans  parallèles  est 
égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  linéaires  des 
couples  composants, 

350.  Deux  couples  situés  dans  des  plans  différents  se 
composent  en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  qui  a  pour  côtés  les 
moments  linéaires  des  deux  couples  composants. 

351.  Les  couples  se  composent  comme  des  forces 
qui  seraient  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par 
leurs  moments  linéaires,  et  qui  passeraient  par  un  même 
point. 

VINGT-HUITIÈME  LEÇON.  • 

composition  et  équilibre  des  forges  appliquées  à  yn  système 

invariable. 

352.  Réduction  des  forces  appliquées  a  un  système 
iNyAmABLE.  —  Toutes  les  Jorces  appliquées  à  un  corps 
solide  peuvent  se  réduire  à  une  force  unique  R,  résul- 
tante des  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  arbitraire  O  et  à  un  couple  unique 
(S, -S). 
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353.  Quand  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  les 
forces  transportées  parallèlement  à  eUes-mémes  en  m 
point  quelconque  se  font  équilibre^  autour  de  ce  point, 
et  les  couples  résultant  de  la  translation  de  ces  forces 
doivent  aussi  se  faire  équilibre.  Ces  conditions .  sont 
d'ailleurs  suffisantes. 

354.  Si. le  système  admet  une  résultante  unique,  la 
force  R  est  parallèle  au  plan  du  couple  résultant.  Cette 
jcondilioQ  est  suffisante. 

355.  Vn  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à 
un  système  invariable  peuvent  se  réduire  à  deux  forces 
SetT  qui  sont,  en  général^  dans  des  plans  différents^ 
et  dont  Vune  passe  par  un  point  O,  entièrement  arbi- 
traire. Cette  réduction  peut  s'opérer  d'une  infinité  de 
manières. 

356.  Réciproquement,  deux  forces  T  et  S,  non  situées 
dans  le  même  plan,  peuvent  toujours  se  ramener  à  une 
force  et  à  un  couple. 

357.  Équilibre  d'un  système  de  forces  parallèles 
SITUÉES  dans  un  MEME  PLAN.  —  En  nommaut  P,  P'» 
P'', . . . ,  les  forces  données,  a:,  x\  cc!\ . . . ,  leurs  distances 
à  un  axe  des  y  qui  leur  est  parallèle,  on  a 

P-4-P'-hP''-f-...=o, 
P.r  -4-  ^'x'  -h  P"x"  -+-...=  o. 

358.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
elles  auront  une  résultante  unique  R,  appliquée  à  un 
point  dont  x^  sera  F  abscisse  :     • 

R  =  P  H- P'+P'' -+-...; 

''''  "^  P-i-FH-P"-H... 

359.  Si  la  force  R  était  nulle,  le  système  se  réduirait 
à  un  couple. 
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360,  361.   Composition   et  équilibre  d'un   système 
DE  FORCES  situées  DANS  UN  même  PLAN.  —  Soient  P,  P', 

P', . . . ,  les  forces  données  5  d'un  '  , 
point  quelconque  O,  pris  dans 
leur  plan,  abaissons  sur  leurs 
directions  les  perpendiculaires 
0A==/7,  0B=//,  0C=/,.... 
Dans  le  cas  de  Téquilibre,  on 
aura 


Py,  ^  py  4- P'y  4. . . .  =  o, 

X -f-X'-f-X" -+-...  =  0, 
Y4-Y'-hY"H =  0. 

Ainsi  :  1^  la  somme  des  moments  des  forces  par  rap- 
port à  un  point  quelconque  dd  leur  plan  doit  être  nulle  ^ 
2^  les  sommes  des  composantes,  suiv^ant  deux  axes  queU 
conques,  doii^ent  être  nulles  séparément, 

362.  On  peut  écrire  Féquation  des  moments  sous  la 
forme 

X^  -.  Yo:  +  X'/—  Y'o:'  -4-  XV  -  Y"x"  4- . . .  =  o, 

en  appelant  a:,  y,  x\j\ ...  les  coordonnées  des  points 
d'application  des  forces. 

363.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
elles  se  réduiront  à  une  force  R  et  à  un  couple  (S,  —  S) 
qui  auront  une  résultante  unique,  si  R  n'est  pas  nul.  On 
aura 

R  =  P4-/>' 4- /?"-+-..., 
Rr=P^-f-Py  4-.../ 

Pour  obtenir  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  résul-    . 
tante  unique^  soient  Xi ,  yi  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  cette  droite,  et  Xi ,  Yi  les  composantes  de 
la  force  R  parallèles  aux  axes  ;  en  posant 

Q  ==Xj  —  Yx  -4-  xy  —  Y'^'4-. . .  , 


•  . 
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on  aura 
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—  X.j. -hYo:, -fG  =  o,       , 
364.  Équations  générales  de  l'équilibre.  —  Soit  un 


Fig.   ia3. 


système  quelconque  de  forces  P, 
P',  F', . . .  appliquées  à  des  points 
A(x,  j,  z),  A'(x^/,  .'), 
A''  (a/',  f,  z") ,  . . .  liés  entre 
eux  d^une  manière  invariable. 
Décomposons  la  force  P  en  trois 
autres  X,  Y,  Z  parallèles  à  trois 
axes  rectangulaires.  On  ramène 
le  système  proposé  à  plusieurs 
forces  dirigées  suivant  les  axes  et  à  un  certain  nombre 
de  couples  (X,  — X),  (Y,  — Y),  situés  dans  les  plans 
coordonnés.  En  appelant  X^  JT,  Z,  les  résultantes  des 
forces  dirigées  suivant  les  axes  et  L^  M,  N  les  moments 
résultants  obtenus  en  composant  les  couples  situés  dans 
chacun  des  plans  coordonnés ,  on  aura 

'  jr=x-f-x'-f-x"H-..., 

Z  =  Z  -hZ'  4-  Z"-4-...; 

L  =  Zj  —  Yz  +  Z'^'—  Y'z'  -+-.  . . , 
M  =  Xz--Z:r-f-XV—Z'a:'-H.  .., 

N  =  y  X — Xr  -H  y  V — xy  + . . . . 

365,  366.  Quand  il  y  a  équilibre,  on  a 

X=o,     r=o,     Z=:o, 
L=-o,     M=o,     N=o, 

ou  bien,  en  introduisant  les  intensités  des  forces  P,  P'j 
F', . . . ,  et  les  angles  a,  P,  y,  a',  |3',  y\ . .  '. ,  que  leurs 
directions  font  avec  les  axes, 


P  cos  a  +  P'  CCS  a'  -h . . 
P  ces  p  -f-  P'  cos  P'  -*- . . 
P  cos  7  H-  P'  cos  7'  -f- . . 


=  0, 
=  0, 
=  0. 


.  • 
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et 

P(j^co8  7  — «cosp)  -^^(y  COS7'  — z'cosp')  H-.. .  =0, 
P  (scosa  — j:cos7)  "+'P'  (*'  cosa'  —  jr'cos'/')  4- .  .  .  =  0, 
F  (arcosp— /cosa)  4-P'(a:'cosP'  — /cosa') -+-.  .  .  =  ©. 

367.  On  appelle  moment  d^une  force  par  rapport  à  un 
axe  le  produit  de  la  projection  de  cette  force  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  multipliée  par  la  plus  courte 
distance  entre  cet  axe  et  cette  projection.  Si  un  système 
de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  est  en  équilibre, 
la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  menés  par  un  même  point,  doit  être 
nulle  pour  chacun  de  ces  axes, 

368.  Les  six  équations 

X=.o,     >'=  o,     Z  =  o, 
L=o,     M=:o,     ^=o, 

sont  vérifiées  dans  Fétat  d^équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  forces.  Mais  ces  conditions  ne  sont  plus  suffi- 
santes pour  assurer  l'équilibre,  et  il  faut  y  joindre  de 
nouvelles  équations  qui  dépendent  du  mode  de  liaison 
des  différentes  parties  du  système. 


VINGT-NEUVIÈME  LEÇON. 

SUITE   DE   LÀ   COMPOSITION    ET   DE   l'ÉQUILIBRE   DE    FORCES 
APPLIQUÉES   À    UN    SYSTliME   DE    FORME   INVARIABLE. 

369*  Cas  d*u£ve  résultante  unique.  —  Quand  il  y  a 
une  résultante  unique,  on  a 

>n. -t-rM-hZN^o. 

Cette  équation  exprime  que  les  fore  es  se  réduisent  à 
une  force  unique  pourvu  que  X,  JT,  Z  ne  soient  pas  nulles 
II .  25 
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à  la  fois,  sans  quoi  le  système  se  réduirait  à  un  couple, 
et  il  n^y  aurait  pas  de  résultante  unique. 

370.  La  droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante  est 
représentée  par  deux  des  équations  suivantes  ; 

rz--Zj-4-L  =  o, 

Za:  — >r«-HM  =  o, 

Xy —  Fr-f-N  =  0. 

371,  372.  Cas  d'uw  point  fixe.  —  La  pression  qu'é- 
prouve le  point  fixe  est  égale  à  la  résultante  de  toutes  les 
forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce 
point.  Les  conditions  d'équilibre  sont 

L  =  o,     M=ro,     N=:o. 

373.  Cas  d'un  axe   fixe.  —  Quand  il  y   a  un  axe 
Fig.  125.  fixe  O^,  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  deux  points  fixes  0  et 
H,  la  seule  condition  d'équi- 
libre est 

N  =  o. 


On  peut  l'énoncer  en  disant  que 
la    somme    des    m-oments  fies 
forces  par  rapport,  à  l'axe  fixe  doit  être  nulle. 

374.  Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  Taxe,  on  a 
deux  équations  d'équilibre 

Z=ro,     N  =  o. 

375.  Pour  qu'un  nombre  quelconque  de  forces  appli- 
quées à  un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour  d'un 
point  fixe,  il  faut  et  il  suffît  qu'elles  le  soient  autour  de 
trois  axes  passant  par  le  point  fixe. 

376.  Si  les  points  O  et  H  devenaient  libres,  on  rétabli- 
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rait  l'équilibre  eu  appliquaut  eu  ces  poiuts  des  forces 
convenables  Ri  et  Rf  Soît  0H  =  //.  Appelons  Xi,  Y,,  Z,, 
Xf,  Yt,Zt  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
Ri  et  R,  :  on  a 

X  -        ^         Y  -  ^ 

//  n 

n  n 

i-à\  "7"  '^1  ^^^   ■""  iC  . 

37.  Equilibre  d'un  corps  qui  repose  sur  un  plan 
FIXE.  —  Supposons  un  corps  pressé  contre  un  plan  en 
un  de  ses  points  par  une  force,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  r équilibre  est  que  la  force  qui  passe 
par  le  point  de  contact  soit  normale  au  plan.  La  même 
conséquence  s'appliquerait  au  plan  tangent,  si  le  corps 
était  pressé  contre  une  surface  courbe  par  une  force  qui 
passerait  par  le  point  de  contact. 

378.  Si  un  corps  M  repose  par  un  de  ses  points  sur  un 
plan,  il  faut  que  les  forces  P,  P',  P'', . . .  aient  une  résul- 
tante unique,  normale  au  plan  et  passant  par  le  point 
d'appui. 

379.  On  est  conduit  à  une  conséquence  analogue, 
quand  le  corps  M  repose  par  différents  points  sur  plu- 
sieurs plans  ou  surfaces  fixes. 

380.  Les  équations  d'équilibre  dans  le  cas  d'un  corps 
pressé  contre  un  plan  x  Oy  sont 

Jir  =  o,     ¥  =  o, 

L=:0,      M=:0,       N=:0. 

On  devra  y  joindre  l'inégalité 

Z<ci. 

25. 
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381.   Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOj  par  deux 
Fig.  139.  points,  les  équations  d'équilibre 


^^^ 


sont 


A'^=o^ 

L  =  o, 
N  =  o. 


Fig.  i3o. 


382.  Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOj  par  un  nom" 

bre  quelconque  de  points  d^ap- 
pui  A(.r„  ji),  B(x,,  j,),  C, 
D,  etc. ,  la  résistance  du  plan  en 
ces  divers  points  équivaudra  i 

des  forces  normales  Zi,  Zt^Zs,... 

qui  y  seraient  appliquées;  il 
faut  qu'il  y  ait  une  résultante 
unique  et  tombant  dans  Tinté' 


G 


rieur  du  polygone  ABCDA. 

Les  équations  générales  se  réduisent  à 

X  =  o,     r=o,     N=o. 


TRENTIEME  LEÇON. 

équilibre  des  forces  appliquées  a  des  cordons. 

383.  Équilibre  des  forces  appliquées  a  des  cordons 
QUI  PASSENT  PAR  UN  MEME  POINT.  —  Soient  P  et  Q  deux 
forces  qui  agissent  aux  extrémités  d'utie  corde  supposée 
flexible  et  inextensible.  Si  ces  forces  se  font  équilibre,  la 
corde  doit  être  tendue  en  ligne  droite,  et  ces  forces  doivent 
être  égales  et  contraires.  La  valeur  commune  des  deux 
forces  est  ce  qu'on  appelle  la  tension  du  fil. 
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384.  Si  trois  forces  P,  Q,  R,  agissent  sur  un  point  A, 
par  l'intermédaire  de  trois  cordons  qui  se  réunissent  en 

ce  point)  et  si  elles  se  font  équi- 
libre, CCS  trois  cordons  sont  dans 
un  même  plan,  et  chaque  force 
peut  être  représentée  en  gran- 
deur par  le  sinus  de  Tangle 
formé  par  les  directions  des 
deux  autres. 

385.  Supposons  ([u'on  fixe  un  point  B  du  cordon  AP, 
La  pression  que  supporte  le  point  B  est  égale  et  contraire 
i  la  résultante  des  forces  Q  et  R.  Si  Ton  fixe  à  la  fois 
un  point  B  du  cordon  AP  et  un  point  C  du  cordon  AQ, 
)a  pression  que  supporte  le  point  C  sera  égale  et  contraire 

386.  387.  Cas  ou  l'une  des  cordes  peut  glisser  dans 
Fig.  i3a.  VN    anneau.    — •   Si    les    deux 

forces  P  et  Q  sont  appliquées 
aux  extrémités  d'une  corde 
PAQ,  qui  passe  dans  un  anneau 
retenu  par  une  troisième  force 
R,  P  =  Q  est  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu'il 
y  ait  équilibre. 

388.  Si  Ton  désigne  par  a  Tangle  BAC,  on  a 

H  =  sPcos  -a. 
2 

R  représente  également  la  pression  supportée  par  le 
point  A,  quand  on  fixe  Tanneau. 

389,  Equilibre  du    polygone  funiculaire.  -<-  Soit 
un  polygone  fiiniculairr  ABCDEF.  Le  prcmi(;r  cl  le  der- 
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nier  cordon,  AB  et  EF,  sont  sollicités  par  des  forces  H 

et  K  dirigée&  nécessairement  suivant  le»  prolongements 

de  ces  cordons,  sans  quoi 
^'^"    ''^^'  il  n'y  aurait  pas  équilibre. 

Aux  différents  sommets  B, 
C,  D,  E  sont  appliquées  des 
forces  quelconques  P,  P', 
P'',  P**,  agissant  par  l'in- 
termédiaire de  cordons  qui 
se  réunissent  en  ces  points. 

Il  est  inutile  de  supposer  plus  de  trois  cordons  réunis  au 

même  sommet. 

390.  Dans  tétat  d'équilibre^  chaque  cordon^  tel  que 
CD ,  doit  être  tiré  par  deux  forces  égales  et  contraires 
qiion  peut  supposer  appliquées  à  ses  deux  extrémités» 

391,  392.  Ce  principe  conduit  aux  conditions  d'é- 
quilibre du  polygone  funiculaire. 

Toutes  les  forces  immédiatement  appliquées  au  po- 
lygone funiculaire,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque  ^  se  font  équilibre  autow 
de  ce  point^  et  la  tension  de  chaque  cordon  est  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  qui  agissent  dun  même  côté 
de  ce  cordon, 

393.  En  supposant  connue  la  figure  du  polygone  en 
équilibi^,  on  a 


H 
P 

sin  PBC 
sin  ABC  ' 

P 
X 

sin  ABC 
sin  ABP  ' 

X 

sin  P'CD 

P' 

sin  BCD 

P' 

sin  BCD  ' 

Y 

"~  sin  BCP' 

cl  ainsi  de  suite. 

On  aura  le  rapport  de  deux  forces  ou  tensions  en  mul- 
tipliant un  certain  nombre  de  ces  proportions  terme  A 
iprme. 
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394.  Appelons  a,  ft,  c-,  e,/,gf^a,  P,  y^a',^',  y',  ..., 
les  angles  que  font  avec  trois  axes  rectangulaires  les  di- 
rections des  forces  données  H,  K,  P,  P,  . . . ,  on  aura 

H  ces  «  -f-  K  ces  tf  -h  P  ces  a  -f-  P'  cos  a'  -h  . .  =  o, 
H  ces  &  H-  K  COS/-+-  P  €08  p  H-  P'  cos  P'  -4-  . .  .  =:=  o, 
H  cos  tf  -H  K  cosg  -h  P COS7  -H  P'  cos 7'  -4-  .  .  .  =  o. 

395.  Réciproquement,  si  les  forces  sont  telles^  que^ 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point 
quelconque j  elles  s^j  fassent  équilibre ,  il  y  aura  toujours 
une  figure  (T équilibre, 

396.  Supposons  fixées  les  extrémités  A  et  F  du  poly- 
gone funiculaire,  dont  la  forme  est  donnée.  Les  intensités 
des  pressions  H  et  K  s'obtiennent  au  moyen  des  deux 
proportions 

H  _  sin  PBC        K_sinDEP^ 
P  ""  sin  ABC*     P  ""  sin  DEF  ' 

397 .  Si  la  figure  du  polygone  n^est  pas  donnée,  on  aura» 
pour  déterminer  les  huit  inconnues  H,  K,  a,  b,  c,  e^f  g^ 
d'abord  les  cinq  équations 

H  cos  fl  -h  K  cos  <f  •+-  P  cos  a  -H  . .  .  =  o, 
H  cos  ^  -H  K  cosf  -h  P  cos  p  -♦-...  =  o, 
H  cos  c  -4-  K  cos  ^  ~h  P  C0S7  H-  •  .  .  =  o  ; 

<*(ï8'  a  -f-  cos^  b  4-  cos'  r  =  I , 
cos^  e  4-  cos^y  -f-  cos'  g'  =  i . 

On  obtiendra  trois  autres  équations  eu  exprimant  que  ia 
différence  des  coordonnées  de  même  nom  des  extrémités 
A  61 F  du  polygone  est  égale  à  la  projection  du  polygone 
sur  Taxe  correspondant 

398.  Ca5»  ou  il  y  a  des  anneaux.  —  Si  tous  les  som- 
mets portent  des  anneaux,  les  tensions  de  tous  les  cordons 
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sont  égales,  d'où  résulte 

H  =  K, 
P  =  2H  ces-  B,     P'  =  2H  CCS-  C, 

2  2 

399.  Si  Ton  se  donnait. la  figure  du  polygoue,  on 
connai trait  par  là  en  grandeur  et  en  direction  les  forces 
qu'il  faudrait  appliquer  à  chaque  sommet  pour  le  tenir 
en  équilibre. 

400.  Supposons  que  les  cordes  extrêmes  AB,  EF 
soient  dans  un  même  plan.  Pour  avoir  la  tension  des  cor- 
dons extrêmes,  il  suffit  de  décomposer  suivant  leurs  direc- 
tions la  résultante  de  toutes  les  forces  transportées  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes  au  point  de  rencontre  de  ce9 
cordons. 

401.  Si  toutes  ces  forces  représentent  des  poids,  tout 
le  polygone  est  compris  dans  un  même  plan  vertical.  Si 
Ton  prend  deux  axes  dans  le  plan  des  forces,  l'un  hori- 
zontal, Tautre  vertical,  et  si  a  et  b^  e  et  y  sont  les  angles 
formés  avec  ces  axes  par  les  cordons  extrêmes,  on  aura 

H  ces  rt  -f-  K  ces  e  z=o, 
H  cos  ô  -h  K  cos/4-  P  4-  P'  -4-  P".  . .  =  o. 

402.  Cas  ou  il  y  a  plusieurs  cordons  a  un  même 
SOMMET  DU  POLYGONE,  —  Il  faut,  pour  Téquilibrc,  que 
l'une  quelconque  des  forces  qui  sollicitent  les  cordons 
soit  égale  et  directement  contraire  à  la  résultante  de 
toutes  les  autres.  Si  Ton  fixe  un  point  sur  chacun  des 
cordons,  excepté  sur  un  seul,  les  pressions  que  la  force  P 
exerce  sur  les  points  fixes,  s'il  n'y  a  que  trois  cordons, 
non  situés  dans  le  même  plan,  s'obtiendront  en  décom- 
posant la  force  P  en  trois  autres  agissant  suivant  les  pro- 
longements des  cordons.  S'il  y  a  plus  de  trois  cordons, 
le  problème  devient  indéterminé. 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE   d'un    KIL   FLEXIBLE. 
).    DiKECTIOXr    DR   LA   TENSION  DANS    UN  FIL  EN  ÉQUl- 

.  —  Soit  AMB  un  fil  flexible,  d'une  très-petite  épais- 
seur, attaché  par  ses  extrémités 
A  deux  points  fixes  A  et  B,  et 
dont  tous  les  points  sont  solii- 
j  citrs  par  de  très-petites  forces. 
Soit  M  un  point  quelconque 
de  ce  fil.  Les  deux  parties  AM, 
ixerccnt  l'une  sur  l'autre,  dans  Tétat  d'équilibre, 
étions  moléculaires  égales  et  contraires.  On  admet 
>utes  les  forces  qui  proviennent  de  AM  agissant  sur 
ic  réduisent  à  une  force  unique  T  appliquée  au  point 
de  même  que  la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  action 
;  réduit  à  une  force  égale  et  contraire  n  T.  La  va- 
:ommune  de  ces  deux  forces  est  ce  qu'on  appelle  la 
m  du  fil  au  point  M. 

l.   La  tension   s*exerce  suii^ant  la  tangente  au 
Ma  la  courbe  que  forme  le  fil. 

$,  406.  Équilibre  d'un  fil  sollicité  par  de  PETriES 

FORCES.  —  Cherchons  main- 
tenant les  conditions  d'é- 
quilibre d'un  fil  AMB,  fixé 
à  ses  deux  extrémités  A  et  B 
et  dont  tous  les  points  sont 
sollicités  par  de  petites 
forces.  Soient  t  le  produit 
'  de  la  section  normale  par  la 

depsité  au  point  M,  P  la 
force  qui  agit  en  ce  point, 

,  Z  ses  composantes  parallèles  è    trois  axes   Ox^ 


FIff.  137. 
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Oy,  O  -z,  et  T  la  tension.  On  a 


H) 


•+■  X«r/jf  =  G, 


(,)  d[T±]+Y.ds  =  o, 


(^^) 


-f  Z€ds  =  o. 


407.  IlKTÉGRATTON  DES  ÉQUATIONS  (l). Soient  e,/,  Jj 

c\  f^  g'  les  angles  que  les  tangentes  à  la  courbe  aux 
points  A  et  B  font  avec  les  axes  :  on  a 


K  CCS  e  -H  K'  cos  c'  -h 


o 


cette  équation  signifie  que  la  somme  algébrique  des 
composantes  parallèles  à  Vaxe  Ojr,  de  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  le  fil^  est  nulle. 

4()8.  On  déduit  des  mêmes  équations 

K («  ces/ —  b  ces  e)  -H  K'  ( a'  cos/'  —  h'  cos ef  ) 

l 

(Yj:  —  l^x)zds=^o. 


f 


Cette  équation  signifie  que  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  fil^  par  rapport  à 
Vaxe  0-z,  est  nulle, 

409.  Soient  a,  j3,  y  les  angles  que  la  tangente  au  point 
M  fait  avec  les  axes  et  i,  jix,  v  les  angles  que  le  rayon 
de  courbure  p  fait  avec  les  mêmes  axes  :  les  équations  (i) 
peuvent  s'écrire 

ï  ds 

dT .  cos  a  H cos  A  -h  X 6/^^  =  o , 

P  . 

Tds 
dT .  cos  S  H cos  u  -hY  éds  ==  o  , 

P 

,n.                  T  ds 
di .  cos  7  H cos  V  -H  Zeds  =  o. 
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^e  plan  osculateur  à  la  courbe  contient  la  force  P. 
HO.  Valeur  de  la  tbnsioiv.  —  On  a 

tll.  Quand  €  {Xdx  -hYdy  -^Zdz)  est  une  diffe- 
tielle  exacte^  t accroissement  de  tension^  quand  on 
se  d^un  point  à  un  autre,  est  indépendant  de  la 
tre  du  fil. 

A%  Lorsque  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  fil  lui 
t  normales,  la  force  motrice  est  en  raison  inverse  du 
on  de  courbure  et  dirigée  suiî^ant  le  prolongement 
ce  rayon. 

fl3.  Lorsqu'un  fil  est  tendu  sur  une  surface  S  par 
X  forces  qui  le  tirent  à  ses  extrémités  m  et  m\  ce  fil 
:e  sur  la  surface  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
Iconques  de  ses  points. 

A  A.  Courbe  formée  par  le  fil.  —  Cette  courbe  est 
née  par  les  équations 

dx  dy  dt 

A-^-  fxtds       B-i-  JYtds        C  -+.  Tz  I  ds 

•15.  On  obtient  encore  les  équations  de  la  courbe  en 
ainant  T  entre  les  équations 


Hdx  —  Ydjc    T  (^^  / 

ds  \ds 

\dz —  Zdx 


ds        ds      ds  ) 

m 

\  ds      ds        ds      ds  J  ^ 


ds 

d'ï  ^  —  I  (\dju  -f-  Ydy  H-  Zdz). 
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CHaInETTB.   COURBE  DBS  PONTS   S0SPKND08. 

416,  Equation  différentielle  de  la  chaînette.  — 
La  courbe  ABC,  formée  par  un  fil  pesant  et  homogène, 

suspendu  à  deux  points  fixes  A 
et  C,  a  reçu  le  nom  de  chaînette. 
Cette  courbe  est  contenue 
dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  points  A  et  C.  Prenons  ce 
plan  vertical  pour  plan  des  xj 
et  traçons  deux  axes  rectangu- 
laires Oj:  et  Oy-y  le  premier  ho- 
rizontal et  le  second  vertical  et 
dirigé  de  bas  en  haut.  * 

417.  Le  fil  étant  supposé  homogène,  si  xs  est  le  poids 
dfs  l'unité  de  longueur,  on  aura 

418.  Appelons  tsh  la  tension  au  point  le  plus  bas  de 
la  CQurbe,  tension  qui  s^exerce  horizontalement.  On  aun 

T  =  tjA -r- »       ds  ^=  hd  ~Y" 
dx  djn 

419,  420.  Equation  de  la  chaînette  en  termes  finis. 
—  On  prend  pour  axe  Aesj  la  verticale  qui  passe  par 
le  point  B  le  plus  bas  de  la  courbe,  et  pour  origine  ui\ 
point  tel  que  OB  =  h  : 


X  X 

2 


). 
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421,  422.  Propriétés  de  la  chaimette.  -*-  La  chai- 

tiette  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  jr.  La  pro- 

Fig.  iSg.  jection  MK  de  l'ordonnée 

Ai  de  la  courbe  sur  la  normale 

• 

MN  est  constante  et  égale 
à  A.  La  projection  MI  de 
l'ordonnée  sur  la  tangente 
MT  est  égale  à  Tare  BM, 
compté  à  partir  du  point  le 
plus  bas  de  la  courbe.  La  longueur  désignée  par  A,  Tare 
MB  et  Tordonnée  jr  forment  un  triangle  rectangle  dont 
^ordonnée  est  l'hypoténuse. 

423.  La  courbe,  lieu  des  points  I  tels  que  MI  =  arc  BM, 
est  une  développante  de  la  chatnette.  La  droite  IP  est 
tangente  à  cette  courbe  au  point  I,  et  la  longueur  IP  de 
cette  tangente  comprise  entre  le  point  I  et  Taxe  des  x  est 
constante  et  égale  à  h. 

424.  Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  égal  à 
la  normale  MN,  mais  dirigé  en  sens  contraire. 

425.  42Q.  De  la  tension  en  un  point  de  la  chaI- 

NETTE. 

La  tension  de  la  chatnette  en  chaque  point  est  pro^- 
portionnelle  à  Vordonnée  de  ce  point. 

4SI  à  431.  Construction  de  la  chaînette.  — Me- 
nons la  verticale  CE  et  les  horizontales  A£  et  CG  qui 
rencontrent  Taxe  des  j  en  D  et  G  (^g.  i38).  Posons 

AE  =  «,     CE  =  6,     ABC=:/; 
AD=*,     DE=:r,     OB  =  A,     BD=/. 


On  a  pour  déterminer  les  inconnues  A,  ky  kf^fles  équa- 
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lions  suivantes  : 


(  k_  __k\ 


h-^f 


432.  Remarque  sur  le  ceutre  de  gravité  de  la  chài- 
NETTE.  —  De  toutes  les  courbes  d^une  longueur  donnée, 
tracées  sur  un  plan  entre  deux  points  donnés ,  la  chaînette 
est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas. 

433  à  436.  Courbe  des  ponts  suspendus.  —  Soit  un 
fil  homogène  ABC ,  suspendu  à  deux  points  fixes  A  et 

C,  et  dont  les  éléments  sont  sol- 
licites  par  des  forces  verticales 
proportionnelles  aux  projections 
de  ces  éléments  sur  une  hori- 
zontale Bx.  La  courbe  affiactée 
par  ce  fil  est  celle  que  forme  la 
chaîne  d'un  pont  suspendu  lorsqu'on  néglige  le  p(»ids  de 
la  chaîne  elle-même. 

'  La  courbe  formée  par  cette  chaîne  est  dans  le  plan 
vertical  mené  par  AC.  En  appelant  T  la  tension  au  point 
M ,  cr  la  force  totale  qui  sollicite  une  portion  de  la 
chaîne  dont  la  projection  horizontale  est  égale  à  l'unité 
de  longueur,  xsh  la  tension  au  point  le  plus  bas  B,  la 
courbe  est  w/ie  parabole  dont  Taxe  est  vertical  et  donlFe 
sommet  est  au  point  B.  On  a 

437,  438.  Construction   de   la  courbe  d'après  lis 
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•  xx)iiiiéE8.  —  Menons  les  horizontales  AE,  CG  et  la  rer- 
Fig.  i4i.  ticale  CE.   Les  quantités  con- 

nues sont 

AE  =  fl,     CE  =  ^,     ABC  =  /; 

on  cherche 

BD  =/,     AD  =  X ,     DE  =  k\ 
et  la  tension  h. 
On  a  les  équations 

2  fi/=  A\ 


« 

D 

*/' 

cl 

G.       / 

V. 

U    " 

z 

M 

H 

Bl 

Q 

P       « 

a        bh         ^,      a        bh 
*}.         a  2/1 


h^\[k'  -f.  0ÎMnF^  )  —  2 /iM  A. 


Les  valeurs  de  %  et  de  %'  étant  substituées,  on  aura  une 
équation  transcendante  d'une  forme  très-compliquée. 
Cette  équation  se  simplifle,  quand  les  points  A  et  C  sont 
à  la  même  hauteur. 


TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 

PEIHCIPR    BBS    VITESSES    YIETUBLLES. 

439.  Définition  de  la  vrrEssE  virtuelle.  —  Soient 
A,  A^,  A",  • .  • ,  des  points  matériels  quelconques  soumis  à 
tie  certaines  conditions.  Le  système  étant  transporté  dans 
une  position  infiniment  voisine  qui  satisfasse  à  toutes 
les  conditions  données,  on  appelle  vitesse  virtuelle  ou 
déplacement  virtuel  de  Tun  quelconque  de  ces  points  la 
droite  infiniment  petite  qui  joint  sa  première  position  à 
la  seconde. 


Fig.  143. 
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440.  Définition  du  moment  virtuel.  — »  Oti  àp^lie 

moment  virtuel  de  la  fane 
P  le  produit  de  la  valeur 
absolue  de  cette  foite  par 
la  projection  p  du  déplace- 
ment virtuel  dé  son  point 
d  application. 

441.  On  a,  si  T  est  la  composante  de  la  force  P  siii- 
vant  le  déplacement  Ka^ 

P/?  =  Tx  A«. 

Ainsi  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du  de-' 
placement  virtuel  multiplié  par  la  composante  de  la 
force  suivant  la  direction  du  déplacement. 

Le  moment  virtuel  d'une  force  et  la  quantité  de  tra* 
i^ail  élémentaire  ont  la  même  expression;  mais  la  pre- 
mière quantité  ne  suppose  aucun  mouvement  du  système 
dû  aux  forces  qui  le  sollicitent  actuellement. 

442.  Énoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
—  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  se /ont  équilibre 
sur  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des  coU' 
ditions  données  y  la  somme  des  moments  virtuels  est 
nulle  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec 

.  les  conditions  données^  et  réciproquement,  il  y  aura 
équilibre  si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle 
pour  tous  les  moui^ements  possibles  du  système. 

443.  Equilibre  d'un  point  matériel.  —  Si  un  nom- 
bre quelconque  de  forces  est 
appliqué  à  un  même  point  A  : 
le  moment  virtuel  de  la  résul- 
tante est  égal  à  la  somme  des 
moments  virtuels  des  comp(h 
santés, 

444.  Si  les  forces  P,  P',  P''  se  font  équilibre  et  si  le 


Fig.  143. 
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point  Â  est  libre  dans  Tespace,  on  aura  pour  tout  dé- 
placement du  point  A 

vp  -I-  py -H  PV 4- .   . = o. 

446.  Cette  égalité  a  encore  lieu  quand  le  point  A  est 
assujetti  à  demeurer  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface 
donnée  S. 

446,  447.  Équilibre  de  deux  points  matériels  unis 
PAR  UNE  droite  RIGIDE.  —  Si  Voii  applique  aux  extré" 
mites  d'une  droite  rigide  et  inflexible  deux  forces  égales 
et  contrjaires  dirigées  suii^ant  cette  droite^  leurs  moments 
virtuels  seront  égaux  et  de  signes  contraires* 

448.  DémONSTRATIOU  du  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIR- 
TUELLES DANS  LE  CAS  D^If  SYSTÈME  A  LIAISONS  COMPLÈTES. 

—  Soient  A  (x,  j,  2),  A'  (x',  y',  z%  k"(x\  y",  z<%. . . 

un  nombre  quelconque  n 
de  points  assujettis  à  des 
conditions  données  expri- 
mées par  un  certain  nom- 
bre d'équations  entre  les 
coordonnées  de  ces  points. 
Le  nombre  des  équations 
doit  être  moindre  que  3/i, 
mais  il  peut  être  égal  à 
Zn  —  I.  Dans  ce  cas,  où  le 
système  est  dit  à  liaisons  complètes,  tous  les  points  sont 
assujettis  à  demeurer  sur  des  courbes  données  et  le  dé- 
placement de  l'un  des  points  entraine  celui  de  tous  les 
autres. 

449.  Chaque  point  peut  se  mouvoir  sur  la  courbe  dans 
deux  sens  contraires,  ce  qui  donne  lieu  à  deux  moments 
virtuels  égaux  et  de  signes  contraires. 

450.  Siq)posons  qu'on  applique  aux  points  A,  A', 
A'', . . . ,  des  forces  P,  P',  P^', 

»•  26 
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Pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

Fp  -h  P>'  -h  PV  -I-  • . .  =  o. 


451.  SHl  u  y  a  pas  équilibre,  les  forces  appliquées  au 
.  Fig.  ,/j^.  point  A  donneront  une  ré- 

sultante R  qui  aura  un  mo- 
ment virtuel  plus  grand 
ou  plus  petit  que  zéro. 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

SUITE   DU   PRINCIPE   DES   YITESSES   VIRTUELLES. 

452,  453.  Système  a  liaisons  incomplètes.  —  S'il 
y  a  équilibre,  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle 
et  réciproquement. 

454  à  456.  Liaisons  qui  s^expriment  pae  des  inéga- 
lités. —  Quand  les  liaisons  qui  existent  entre  les  diffé- 
rents points  d'un  système  sont  exprimées  par  des  inéga- 
lités, il  suffit,  pour  l'équilibre,  que  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  forces  soit  nulle  ou  négative. 

457.  Autre  forme  de  l'équation  des  vitesses  vir- 


0 


tuelles.  —  Soient  X ,  Y,  Z 
composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  force  P;  ix,  Sy^  dz  les 
variations  des  coordonnées  du 
point  A  pour  un  déplacement 
virtuel  compatible  avec  Tétaidu 
système  ;  on  a 

Vp  =  X^x  -h  Y$x  +  ZH ; 
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et  rëquatiou  des  vitesses  virtuelles  devient 

2  (XSx  -h  YSf  -f-  ZSz)  =  o. 

458,  459.  Conditions  d'équilibre  d'un  système.  — 
Les  liaisons  qui  existent  entre  les  divers  points  du  système 
étant  exprimées  par  les  équations 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,..., 
on  aura 

^L  ^         dL  ^         dL  ^         ^L  ^   , 
dx  dy  dz  dx 

^M  ^  ^M  ^         rfM  ^  dyi  ^  ' 

dx  dy  dz  dx 

d^^         c/N  ^         dN  ^         dN  ^  , 
dx  dy  dz  dx 


Ces  équations  au  nombre  de  /  contiennent  3/z  varia- 
tions âx^  c3y,  âzy  etc.  5  il  y  en  a  3  n  —  /  qui  sont  arbi- 
traires, et  les  autres,  au  nombre  de  i\  dépendent  de  celles- 
là.  Si  on  porte  les  valeurs  des  dernières  dans  Téquation 

^{XSx^Y  $y-hZSz)  =  o, 

celle-ci  contiendra  seulement  3/i  —  /termes  multipliés 
chacun  par  l'une  des  3 «-^/variations  arbitraires,  dont 
il  faudra  égaler  à  zéro  les  3w — z' coefficients.  On  aura 
ainsi  3n  —  î  équations  qui,  jointes  aux  équations  (i), 
donneront  in  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre. 

460.  L'élimination  de  /variations  au  moyen  du  sys- 
tème (a)  peut  se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs. 

26. 
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Nous  aurons  les  3n  équations  suivantes  : 
^      ,dL         dM  d^ 

^       ,dL  dm  dN 

„      ,dL  rfM  ^N 

^,      .  dL  dm         rfN 


461 ,  462.  Réciproquement,  si  ces  équations  ont  lieu, 
les  forces  se  font  équilibre ,  quand  on  y  regarde  x,  j,  z 
comme  seules  variables.  « 

Les  conditions  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,  etc.,  peuvent 
être  supprimées,  pourvu  que  l'on  applique  au  point  A 
les  forces 

dh  dM  d^ 


dx 

f^^' 

dx 

dis. 
^dj' 

dy 

dM 

dz 

au  point  A'  les  forces 


dXa  dM  c/N 

^  dL  dM  £/N 

dy        ^  dy  dy' 

dL  dM.  rfN 

et  ainsi  de  suite* 

463,  464.  Sur  les  divers  mouvements  virtuels  d'un 
SYSTÈME.  —  Un  mouvement  virtuel  quelconque  se  com- 
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pose  de  3/1  —  i  mouvements  virtuels  particuliers  et  dis- 
lincts. 

465.  En  général  soient  L=  o,  M  =  o, . . .  les  équations 
de  condition.  On  prendra  3/1 — /quantités^ ,  (p,9,  • . .  fonc- 
tions de  x^y^  z^  x'y,..  et  dont  les  variations  seront  toutes 
arbitraires.  L'équation  des  vitesses  virtuelles  deviendra 

**(p-hY<ît|»4-eJ0-|-  .  ..  H-X^L+fA^M-h.  ..  =oj 

on  aura 

*  =  o,     Y  =  o,     e  =  o,. 


•  •  • 
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APPLICATIONS  DU   PRINCIPE   DBS  VITESSES  VIRTUELLES. 

466.  Équilibre  d'un  solide  invariable.  —  Les  con- 
ditions d'équilibre  d'un  système  solide,  formé  de  n  points 
matériels  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable,  sont  au 
nombre  de  six. 

467.  On  obtient  les  trois  premières  équations  d'équi-* 
libre,  en  donnant  au  corps  trois  mouvements  de  transla- 
tion parallèles  aux  axes. 

468.  On  obtient  les  trois  autres  équations  d'équilibre 
en  faisant  tourner  le  corps  successivement  autour  des 
trois  axes,  ce  qui  donne 

2(YX-Xjr)  =  0, 

2(Zj-Yz)=o, 
2(Xz  — Z:c)  =  o. 

469.  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles  les  équations  des  '  moments    sous  leur    seconde 
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forme 

470.  Autre  masierb  d^obtbsir  i-es  cosditiohs  d'é- 
QoiLiBEE  d'uh  SYSTEME  SOLIDE*  —  L'éqiiation  générale 

peut  être  mise  sons  la  forme 

Les  variations  da,  (?S,  etc.,  étant  arbitraires,  cette  équa- 
tion ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coefficients  de  ces  varia- 
tions sont  nuls^  on  retrouve  ainsi  les  conditions  eiph- 
mées  plus  haut  (467/468). 

471.  Equilibre  d'un  système  solide  grké  par  ub 
OBSTACLE.  —  Si  le  système  renferme  un  point  fixe,  il  y 
aura  seulement  trois  équations  d'équilibre  entre  les 
forces. 

472.  S'il  y  a  deux  points  fixes,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  un  axe  fixe,  il  n'y  aura  qu'une  seule  équation 
d'équilibre. 

473.  Equilibre  du  polygone  FumcuLAjaE.  —  Soient 

Fi(j.  i5i.  A,  A',  A^...,  A^-*', 

/  n    points  unis    par  des 

/^(»-0      cordes  formant  un  poly- 
{„-»;/  gone  de  n  —  i  côtés  dont 

les  sommets  sont  tirés  par 
n  forces  P,  F,  P'',.-» 
P("-*).  En  désignant  par 
x,y,z,j:',y,  «',...  les 
coordonnées  des  points  A,  A',  . .  .  '  par  rapport  à  trois 
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axes  rectangulaires,  on  aura 

^lllllsy^  îlllf  sz  -+.  ?^=^  <îz'  =  o 

et  n  —  2  équations  analogues.  A  ces  n  —  i  équations  il 
faudra  joindre  la  suivante 

2(X^^4-Y^^-  -hZSz)  =o. 

474.  En  employant  la  méthode  générale  des  multipli- 
cateurs, on  obtient  les  in  équations 

Z  +  X — - —  =  o, 
X'4-  X  — ^ — -+-  f*  —j, —  =  o, 

r4.>Zizz:  4.^.^1^  =  0, 

z^  z'  z"  —  z' 

Z    -h  A h  fA   t; =  O, 

X    —'  X  X     J? 


X"+P— y— + 


y -y" 


Y"+p-'— p 


V 


V 


r 

^^•^ 

o 

> 

y 

— 

r" 

— 

O 

r 

> 

z'   —  3"  z'"   —  z" 


Z"-Hf*— y— -hv   — p. 


=  O. 


En  éliminant  entre  elles  les  indéterminées  X,  jcji,  v, .  .  « 
on  aura  in-^i  conditions  d'équilibre. 


••  u 
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475.  Les  quantités  auxiliaires  A,  |ui,  v, . . .  ne  sont 
autre  chose  que  les  tensions  des  divers  cordons,  en 
supposant  ces  quantités  positives. 

476.  La  tension  d^un  cordon  quelconque  est  la  résul- 
tante des  forces  qui  agissent  d^un  même  côté  de  celui-ci, 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  de 
sa  direction. 

477.  Si  A,  fx,  V,. . .  n^ étaient  pas  toutes  positives,  le  po- 
lygone funiculaire  ne  serait  pas  en  équilibre.  Cependant 
Téquilibre  aurait  encore  lieu  si  les  cordons  étaient  rem- 
placés par  des  droites  rigides. 

478.  Sur  une  propriété  de  l'équilibre.  —  Lorsque 
le  premier  membre  de  Téquation 

2  (X^x  4-  YSj  -+-  ZSz)  =  o 

est  la  variation  exacte  d'une  fonction  f{x^j^  z..,)  de 
X,  y^  r,  x\  j\  z', .  •  •  9  considérées  soit  comme  des 
variables  indépendantes,  soit  comme  des  variables  liées 
entre  elles  par  les  équations  L  =  o»  M  =  o,  alors  pour 
la  position  d'équilibre  et  seulement  pour  celle-là,  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction  y  (x,  j^,  -^î-") 
est  un  maximum  ou  un  minimum,  si  toutefois  cette 
fonction  est  susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  mini- 
mum. L'équilibre  est  toujours  stable  quand  le  maximum 
existe. 

479.  L'expression  ^^{^ix  -^-Xày  -^-T^àz)  est  une 

variation  exacte  quand  les  forces  motrices  R,  R',  R",. .. 
sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  et  fonctions  des  dis- 
tances de  leurs  points  d'application  aux  centres. 

480.  Si  les  forces  R,  R',  R", . . .  supposées  attractives 
ont  pour  expressions 
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la  fonction 


I         I         I 

7  +  7-^7-+--- 


est  un  maximum  ou  un  minimum  quand  il  y  a  équilibre. 

481.  Le  premier  membre  de  Téqualion  générale  des 
vitesses  virtuelles  est  encore  une  différeniielle  exacte, 
quand  les  forces  considérées  proviennent  des  actions 
mutuelles  des  points  du  système  et  qu'elles  sont  sîmple- 

«neut  fonctions  des  distances  mutuelles  des  points  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres. 

482.  Dans  l'équilibre  d'un  système  de  points  pesants, 
sollicités  uniquement  par  leurs  poids,  le  centre  de  gra- 
vjté  est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible. 


TRENTE-SIXIÈME  LEÇON. 

PRINCIPE   DE   d'aLEMBERT. 

483  à  485.  Démonstration  du  principe  de  d'alem- 
bert.  —  Les  forces  motrices  d* un  système  Jont  à  chaque 
instant  équilibre  à  des  forces  égales  et  contraires  aux 
forces  qui  produiraient  son  mous^ement  effectif  si  tous 
ses  points  devenaient  libres. 

486.  Remarques  sur  le  principe  de  d'alembekt.  — 
On  peut  présenter  le  principe  de  d'Alembert  sous  une 
autre  forme,  utile  dans  quelques  cas.  Chaque  force  étant 
décomposée  en  deux,  l'une  novavaée  force  effective  et  qui 
produirait  le  mouvement  du  point,  s^il  était  entièrement 
libre,  et  l'autre  qu'on  nomme ybrce  perdue^  on  peut  dire 
qu'à  chaque  instant  les  forces  perdues  se  font  équilibre. 

487.  On  pourrait  remplacer  d'une  infinité  de  manières 
les  forces  données  par  d'autres  susceptibles  d'imprimer  le 
même  mouvement  au  système,  non  plus  libre,  mais  assu- 
jetti aux  conditions  données. 
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488,  Equation  générale  du  mouvement  d'un  sys- 
tème. —  Soit  P  la  force  appliquée  au  point  M,  dont  la 
masse  est  m,  NommoDS  X,  Y,  Z  ses  composantes  paral- 
lèles à  trois  axes  rectangulaires^  on  a 


=  0. 


489  à  492.  Conséquences  de  l'équation  générale." 
—  Les  conditions 

(2)  L  =  o,      M  =  o,      N=:0,..., 

devant  être  satisfaites  par  le  système,  on  aura 
dh  ^         dh  ^         dL  ^         dL  ^   , 

UjC  II  Y  (.Iv  cuit 


Si  n  est  le  nombre  des  points  du  système,  il  y  aura 
3  n  —  i  variations  arbitraires  et  i  variations  fonctions  de 
celles-là  déterminées  par  les  i  équations  précédentes.  On 
portera  les  valeurs  de  ces  i  variations  dans  l'équation  (i), 
et  égalant  à  o  les  coefficients  des  3n  —  i  variations  res- 
tantes, on  aura  3«  —  i  équations  différentielles  entre  le 
temps,  les  forces  et  les  coordonnées  des  points  du  système. 
En  y  joignant  les  i  relations  (2),  on  aura  3/»  équations 
pour  déterminer  les  3  n  variables  x,  y^  z,  -^S^S  ^',  •  •  m 
en  fonction  du  temps  t.  Il  restera  à  intégrer  ces  équations. 
On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  multiplicateurs. 
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TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

EXTENSION   ET    APPLICATIONS   DU   PRINCIPE   DE   d'^LEMBERT. 

■493,  494.  Des  forces  instamtAjnées.  —  Il  n'y  a  pas  de 
force  capable  de  produire,  dans  un  instant  indivisible,  un 
changement  fini,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction,  dans 
la  vitesse  d'un  corps  quelconque.  Mais  il  existe  des  forces 
qu*on  appelle  instantanées,  et  qu'on  désigne  aussi  sous  le 
nom  de  percussions  ou  impulsions ^  qui,  agissant  avec 
une  très-grande  intensité,  pendant  un  temps  extrême- 
ment court,  communiquent  à  un  corps ,  dans  cet  inter- 
valle de  temps,  une  vitesse  finie  qui  peut  même  être  con- 
sidérable. 

495  à  497.  Extension  du  principe  de  d'Alembert 
AUX  FORCES  de  PERCUSSION.  —  Le  principe  de  d'Alem- 
bert s'applique  aux  forces  de  percussion,-  ^n  remplaçant 
ces  forces  par  les  quantités  de  mouvement  qu'elles  sont 
capables  de  produire.  Considérons  le  système  depuis  le 
temps  /q  jusqu'au  temps  t^  H-  9,  pendant  lequel  la  per- 
cussion agit.  On  aura 


X 


dt  dt  I 


2  -(X""-"'-t-"4)'4=» 

I  *^  \  ■  I 


(X 


4-1     I  Zdt  -^  m  -Y  —  ffi  -j-]  Sz 


les  lettres  aflectées  de  Tindice  o  désignant  les  valeurs  re- 
latives à  l'époque  to^  et  les  lettres  sans  indice  les  valeurs 
relatives  à  l'époque  to  H-  9. 

Cette  équation  exprime  qu'//  y  a  équilibre  entre  les 
quantités  de  moui^ement  que  les  percussions  communi- 
queraient aux  différents  points  s^ils  étaient  libres,  les 


4l2  TABLE   DES    PROPOSITIOUS 

quantités  de  mouvement  qu'ils  possèdent  au  moment  où 
les  percussions  commencent  à  agir  et  celles  quils  ont 
après  leur  action ,  ces  dernières  étant  prises  en  sens  con- 
traires. On  néglige  pendant  le  temps  0  les  forces  ordi- 
naires, telles  que  la  pesanteur,  qui  n'ont  pas  une  inten- 
sité très-grande. 

Lorsque  le  système  part  du  repos,  il  y  a  équilibre  entre 
les  quantités  de  mouvement  que  les  forces  donneraient 
aux  divers  points  du  système  s'ils  étaient  libres  et  celles 
qui  ont  lieu  effectivement,  et  avec  lesquelles  ce  système 
commence  à  se  mouvoir,  au  bout  du  temps  0,  ces  der- 
nières étant  prises  en  sens  contraire. 

498.  Marche  a  suivre  pour  appliquer  le  principe 

DE   d'ÂLEMBERT    dans   LE    CAS    DES    PERCUSSIONS.    PoUF 

appliquer  le  principe  de  d'Alembert,  étendu  au  cas  des 
percussions,  il  faut  suivre  la  marche  indiquée  au  n^490. 

499.  Mouvement  de  deux  corps  liés  par.  un  fil  et 

PLACÉS    SUR    deux  PLANS  INCLINÉS.  DcUX  COrpS  pCSailtS 

m  et  m'  dont  les  masses  sont  m  et  m' sont  placés  sur  deux 
Fig.  154.  plans  inclinés   AC,  A'C, 

et  unis  par  un  fil  passant 
sur  une  poulie  située  au 
sommet  des  deux  plans. 
Les  deux  parties  du  fil  sont 
respectivement  parallèles  à 
ces  deux  plans   et  passent 

par  les  centres  de  gravité  des  deux  corps.  On  a 

m  {g  sin  «  -  ^)  =  «'  (ff  sin  «'-  ^). 

d^x  (  771  sin  a  —  m' sin  a') 

'TÏF  '^^  ///  -H  m'  ' 

(  ni  sin  a  —  ///  sin  cl'  ) 

m  -^  m 

g(/yi  sin  g— /y/ sin  g^)  t'  ,     .  ,     , 

X  =  ^-^ 7 \r  et  •^-  c  , 

m  H-  m  a 
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500,    501.    AUTRE    MANIÈRE    DE   TRAITER    LE    PROBLÈME 

PRÉCÉDENT.  —  En  introduisant  la  tension  T,  on  a 

m  — 7—  =  m  £"  sÎD  a  —  T, 

m'  -7—  =  m' g  sin  a'  —  T, 

,;,  ^^sin«-^)= /II' (g^ sin «'«^), 

gmm^  (sin  a  -f-  sin  a') 

T  = ; • 

/w  -hiw' 

Ainsi  la  tension  du  (il  est  constante  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement. 

502.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne 
la  théorie  complète  de  la  machine  d'Atwood,  en  posant 
a=:a'=z  go°.  On  a 

«^  =  5-^-— — y-if  +  r, 
/w  +  w 

g(m  —  m')  t^  , 

m  -f-  /w      ^ 

„       7,smm! 

1=  -2 ;. 

m  -h  /w 

503.  Cas  ou  il  y  a  des  percussions.  —  Soient  a  et  a* 
les  vitesses  que  ces  percussions  imprimeraient  aux  masses 
m  et  m'  si  chacune  déciles  était  libre,  et  c  la  vitesse  effec- 
tive du  point  m  après  la  percussion,  on  aura 

ma  —  m*  a! 

c= --. 

w  -f-  /w' 
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VÏQ.  i55. 


m' 


B 


V. 


TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE   DES    APPLICATIONS   DU    PRINCIPE   DE    d'aLEMBERT. 

504.  Mouvement  de  corps  liés  par  des  cordons.  — 

Un  système  de  corps  dont 
les  masses  sont  m,  m\  m", 
liés  entre  eux  par  des  fils 
ou  des  cordons,  sont  mo- 
biles sur  un  plan  horizon- 
tal. La  force  motrice  est 
le  poids  d'un  corps  dont 

la  masse  est  (jl  et  qui  tire  le  dernier  cordon. 

Le  mouvement  est  uniformément  accéléré,  et  la  force 
accélératrice  est  à  g  comme  la  masse  fi  du  poids  moteur 
est  à  celle  de  tout  le  système.  * 

505.  Si  l'on  tenait  compte  du  frottement,  le  mouve- 
ment serait  encore  uniformément  accéléré. 

506.  Autre  solution.  —  Soient  T,  T',  T"  les  ten- 
sions des  trois  fils  : 


T 
T' 


=  (m-h 


r'=(/in-/?i'-h/w")^ 


M 


T  <  r  <  T". 


On  a  négligé  la  masse  des  cordons.  Si  Ton  en  tenait 
compte,  la  tension  serait  variable  dans  l'étendue  d'un 
même  cordon. 

507,  508.  Mouvement  d'une  chaîne  sur  deux  pu«s 
INCLINÉS.  —  Soit  BCB'  une  chaîne  pesante  homogène  qui 
repose  sur  deux  plans  inclinés  faisant  avec  l'horizon  des 
angles  CAA'=c^,  CA'A=a'.  Soient  /  la  longueur  de 
la  chaîne,  p  la   niasse  de  l'unité  de  longueur.   Posons 


X=z 
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€i^  X           (  sîn  a -+•  siti  a' )  ^      , 

—  g  1 f  x-t  gsm  9! 


de 


l 


=  o 


est  l'équation  du  mouvement  dont  l'intégrale  est 

/  sin  a' 


X 


-  +  A  <?"'  4-  B  c-"', 


sm  a  4-  sin  a 
A  et'B  étant  deux  constantes. 

S09.  Quand  la  chaîne  reste  en  repos,  on  a 

A  =  o,     B  =  o, 
/  sin  a' 


CB  = 


CB'  = 


sm  a  -}-  sm  a 
/  sin  a 


;» 


sin  a  4-  sin  a' 

510.  On  peut  encore  trouver  Téquation  de  ce  mouve- 
ment en  s' appuyant  sur  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

51 1«  Mouvement   de  deux  poiikts  assujettis  a  de- 

meurer  sur  deux  courbes  données  et  dont  la  distance 

EST  INVARIABLE.   —  Solcnt  m  et  ni  deux  points  maté- 

Fig.  i56,  fiels  sollicités  par  deux  forces  P 

et  P',  assujettis  à  rester  à  une 
distance  constante  mm'=^  l  l'un 
de  l'autre  et  à  demeurer  sépa- 
rément sur  deux  courbes  don- 
nées m  A  et  m'A'.  Les  forces  et 
les  courbes  sont  comprises  dans  un  même  plan  xOy. 

Soient  X,  Y,  X',  Y'  les  composantes,  parallèles  aux 
axes,  des  forces  P  et  P'.  L'équation  du  mouvement  sera 

d^x  d^Y  d'^x'       ,  d^y'      , 

m  —r-r  dx-h  m  — j—  dy  -\-  m  -^^  dx'  -H  m  -y^  dy 


dû     "    '    '"   df"     •"     '  df" 

=  X^A-  4-  Xdy  4-  XVx'4-  Y'rf/. 


dt" 
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TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

MOMENTS   d'inertie. 

512.  Définitions.  —  On  appelle  moment  dUnenk 
(i'^un  point  matériel  par  rapport  à  un  axe  le  produit  de 
la  masse  de  ce  point  par  le  carré  de  sa  distance  à  l'axe. 

513.  Le  moment  d'inertie  d'un  système  de  points  ma- 
tériels dont  la  forme  est  invariable,  par  rapport  à  un  axe, 
est  la  somme  des  moments  d'inertie  de  tous  ces  points  par 
rapport  à  cet  axe. 

514.  Les  points  matériels  qui  composent  un  corps 
n'y  sont  pas  répandus  d'une  manière  continue  :  on 
sait,  au  contraire,  qu'ils  sont  séparés  entre  eux  par 
des  espaces  vides  qu'on  appelle  des  pores.  Cependant  on 
peut  dans  chaque  cas  obtenir  le  moment. d'inertie,  en 
supposant  la  masse  distribuée  d'une  manière  continue 
dans  le  corps. 

515.  Moments  d'inertie  d'un  parali.élipip£DE  rec- 
tangle. —  En  appelant  M  la  masse  du  corps,  et  a,  i,  c 
les  longueurs  de  ses  arêtes,  les  moments  d'inertie  du 

Fig.  ,5-  parallélipipède  par  rapport  aux 

axes  Oa:,  Oy^  Oz  sont 


E 


B 


% 
c 

( 

> 

/ 

/ 

0 

^=7  m' 

F 

/ 

/ 

A    « 

Le  plus  grand  correspond  à  la  plus  petite  arête  et  le  plus 
petit  à  la  plus  grande. 
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516  à  S18.  Ellipsoïde  HOMOcàHs.  —  Soit 
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l'équation  d^un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  prio- 
cipaux.  M  étant  la  masse  de  l'ellipsoïde  et  A,  B,  C 
désignant  ses  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
Ox,  Oy,  Oz,  on  aura_ 


;(ê.+^),  B  =  i^  (..+  ,■ 


c  =  =  (..+»■). 


519.  — |—  est  le  moment  d'inertie  d'une  sphère  par 
rapport  k  un  diamètre  quelconque. 


'-r'- 


est  le  moment  d'iuerlie^  relativement  à  un  diamètre  quel- 
conque, d'une  couche  sphérîque  dont  les  rayons  intérieur 
et  extérieur  sont  a  et  h,  et  dans  laquelle  la  densité  p, 
supposée  la  même  pour  tous  les  points  situés  à  une  même 
distance  du  centre,  est  variable  avec  cette  distance. 

520.  Solides  de  kévoldtion.  —  Soient  CD  la  courbe 
Fig.  i58.  méridienne  et  Ox  l'axe  de  révo- 

lution. Le  moment  d'inertie  du 
volume  engendré  par  la  révolu- 
tion de  l'aire  ACDB  sera 


î"X  '' 


.  en  désignant  par  d  et  &  les  ab- 
scisses OA  et  OB  des  extrémités  de  la  courbe  CD. 
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521 .  Le  moment  d'inertie  du  segcsent  spfaérique  est 


^"P*'(t-'-^?-'*)' 


ë22.  Relation  ejntre  les  moments  d'inertie  par  rap- 


Fig.  iSg. 


PORT    À    DEUX    AXES    PARALLÈLES. 

—  Soit  O  le  centre  de  gravité, 
a  =  la  plus  courte  distance  OA 
des  deux*  droites  O^  et  AB;  m  = 
la  masse  du  point  M  :  MH  =  r, 
MK  =  R.  Ona 

2  /w  R2  =  V  /wr'  -f-  Ma\ 


Le  moment  d^ inertie  d*un  système  de  points  par  rap^ 
port  à  un  axe  quelconque  est  égal  à  celui  de  ce  système 
par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  celui-ci  mené  parle 
centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse 
du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Le  moment  d'inertie  d^un  corps  par  rapport  à  un 
axe  qui  passe  par  son  centre  de  grauité  est  moindre  que 
pour  tout  autre  axe  parallèle  à  celui-ci^  ce  moment  est 
le  même  pour  tous  les  axes  parallèles  et  également  éloi- 
gnés du  centre  de  gratuité,  et  il  augmente  à  mesure  que 
Vaxe  s^ éloigne  de  ce  point, 

523.    Relation    entre    les    moments    d'inbrtie  par 

RAPPORT  A  différents  AXES  QUI 
passent   par  le  M&ME   POINT.  — 

Soit  01  un  axe  quelconque. 
Abaissons  MH  perpendiculaire 
sur  01.  Soient  «,  6,  y  les  angles 
que  01  fait  avec  Oo:,  Oy^  Oz^ 
p  le  moment  d'inertie  de  tout  fe 
système  par  rapport  à  l'axe  01. 
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Posons 

B  =  V  wi  (r'  +  «') ,  ^  ^^  S  '""^^ ♦ 


On  a 


f*  ==  A  cos^a  +  B  cos» 6  -f-  C  ces' 7 
—  2  D  ces  6  ces  7  —  2  E  cos  a  ces  7  —  2  F  ces  a  cos  (>. 


QUARANTIÈME  LEÇON. 

SUITE   DBS   MOMENTS   d'iNERTIE.   —  ROTATION  AUTOUR   D*UN  AXE. 

o24.  ELLit»soiDE  CENTRAL.  —  Suf  la  droite  01  [fig*  160) 
prenons  une  longueur  ON  =  -j=«  Si  l'on  a  fait  la  même 

construction  pour  toutes  les  droites  menées  par  le  point 
Oj  le  lieu  des  points  N  a  pour  équation 

AX»  -f-  BY»  H-  CZ«  —  2DYZ  —  2EXZ  —  2  FXY  ±=  o. 
C'est  ttii  ellipsoïde  ayant  le  centre  pour  origine. 

525.  ÀxES  PRINCIPAUX.  —  Quand  les  axes  coordon- 
nés sont  dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  Tellip* 
soïde,  on  a 

y^w/a^so,      ^m4r«=:Oj      ^  mxy  ==  o. 

Ces  trois  axes  sont  appelés  les  axes  principaux  d^inertie 
du  système,  et  les  inoménts  d'inertie  cot*respondants  sont 
dits  moments  principaux. 

526,  527.  Le  système  des  axes  principaux  est  unique,  à 

27. 
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moins  que  Tellipsoïde  ne  soit  de  révolution.  Dans  ce  cas 
l'axe  de  révolution  et  deux  diamètres  perpendiculaires 
entre  eux  et  à  cet  axe  forment  un  système  d'axes  princi- 
paux. Si  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  trois  diamètres 
quelconques  perpendiculaires  entre  eux  sont  des  axes 
principaux,  et  les  moments  d'inertie  par  rapport  i  ces 
axes  sont  égaux.  Le  moment  d'inertie  le  plus  grand  cor- 
respond au  plus  petit  axe  de  rellipsoïde,  et  le  plus  petit 
correspond  au  plus  grand. 

528.  On  peut  prendre  des  axes  coordonnés  tels,  qne 
deux  des  rectangles  disparaissent  dans  l'équation  de  l'el- 
lipsoïde et  qu'elle  prenne  la  forme 

AX»-HBY»H-CZ»— 2FXY=:  i. 

L'axe  des  z  est  alors  l'un  des  axes  principaux  du  corps 
relatifs  au  point  O. 

529.  Relation  entre  les  axes  principaux  relatifs 
À  différents  points.  —  Les  axes  principaux  relatifs  à 
un  point  quelconque  d^un  corps  sont  parallèles  aux 
axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gratuité  de  ce  corps 
lorsque  la  droite  qui  joint  le  premier  point  au  second  est 
un  axe  principal  relatif  au  second, 

530.  531 .  Points  pour  lesquels  les  moments  princi- 
paux d'inertie  d'un  corps  sont  égaux.  —  Quand  Fel- 
lîpsoïde  relatif  au  point  O,  centre  de  gravité  du  coi-ps, 
est  de  révolution  autour  de  son  petit  axe,  il  existe  sur  cet 
axe  deux  points  symétriques  par  rapport  au  point  0  et 

situés  à  une  distance  de  ce  point  égale  à  K/ — — — >  qui 

répondent  à  la  question. 

532.  Prenons  pour  exemple  Tellipsoïde 
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L'ellipsoïde  doit  être  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe.  Il  y  aura  deux  points  répondant  à  la  question,  situés 
sur  le  plus  petit  axe  k  des  distances  du  point  O  égales  à 


-V 


b^^a* 


833.  Mouvement  de  rotation  d'un  système  solide 

AUTOUR  d'un  axe  FIXE.  —  La  vitesse  des  points  situés  à 

une  distance  de  l'axe  égale  à  l'unité  est  ce  qu'on  appelle 

la  vitesse  angulaire  ou  de  rotation  du  système.  Nous  la 

ds 
désignerons  par  ©.  La  vitesse  —  d'un  point  quelconque 

à  une  distance  r  de  l'axe  est  représentée  par  roa. 

534.  Un  mouvement  de  rotation  est  dit  unijhnnc 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  constante.  Ce  mouvement 
a  lieu  lorsque  les  points  du  système  ne  sont  sollicités  par 
aucune  force  motrice  ou  par  des  forces  motrices  qui  se 
font  équilibre  autour  de  l'axe  fixe. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  d'uN  AXE  (sUITe). 

535.  Cas  ou  le  corps  est  mis  en  mouvement  par  des 
PERCUSSIONS.  —  Décomposons  chaque  force  instantanée  P 
en  deux  :  Z,  parallèle  à  l'axe  O^  ^  Q,  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe.  Soit  u  la  vitesse  que  cette 
dernière  composante  serait  capable  d'imprimer  au  point 
m  s'il  était  ^bre^  o)  la  vitesse  de  rotation  du  système; 
g  la  plus  courte  distance  de  l'axe  et  de  la  force  Q  5'  on^ 

aura 


fc> 
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S36,  537.  Si  toutes  i^  vitesses  i^,  f^',  ^^•••9  ^ut  épHe& 
et  parallèles  ;  désignons  par  fi  la  sQminç  d^9  masses  des 
points  qui  reçoivent  directement  cette  yitesse  commune  i^. 
Appelons/* la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  masse  fz 
à  un  plan  passant  par  Taxe  et  parallèle  à  la  direction  des 
vitesses.  On  a 

Cette  formule  convient  à  un  corps  solide  C  mobile  au- 
tour d'un  axe  fixe  O^,  choqué  par  un  autre  corps  Ci  qui 
après  le  choc  reste  attaché  en  Cs  au  premier  et  dont 
tous  les  points  sont  animés  de  viteçseç  égales  et  paral- 
lèles. 

538,  539.  Si  le  corps  est  choqué  simultanément  par 
plusieurs  masses  p,  p',  f^'S^'v  animées  de  vitesses  diffé- 
rentes et  qui  lui  demeurent  attachées  après  tous  ces 
chocs,  on  aura 


6> 


2^' 


540.  Si  le  système,  au  lieu  d'éprouver  des  percussions 
simultanées,  reçoit  une  suite  de  chocs  se  succédant  à  des 
époques  quelconques,  la  vitesse  angulaire  sera  toujours 
donnée  par  la  formule  précédente. 

541  à  543.  Calcul  des  percussions  exercées  sur  l'axb 
FIXE.  —  Supposons  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement 
par  une  force  instantanée  qui  imprimerait  une  vitesse  V 
à  une  certaine  masse  /x  au  centre  de  gravité  de  laquelle 
elle  serait  appliquée.  Cette. force  instantanée  ou  percus- 
sion  a    pour   mesure   la   quantité    de   mouvement  Vjt^. 
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Soient  X,  Y,  Z  les  cowposanites  de  Ja. quantité  de  mou- 
Fi«.  164.  vementpV,  et  Xn  Yi»  Zj  celles 

de  la  résistance  du  point  O  ^  X»^ 
Yj,  Zs   celles  de  la  résistance 

du  point  H  5  enfin  'w  -r  »    rn—^j 

m  --  les  composantes  de  la  quan? 

tité  de  mouvement  effective  pour 
le  point  m  :  soit  OH  =  A.   On 

aura,  pc^  et  y^  désignant  les  coordonnées  du  centre  de 

gravité  du  corps  entier, 

X  +  o)M/,  H-X, -f-X2  =  o, 

Y  —  e*M<Ci  -+■  Y,  4-  Ya  =  o , 

Z-f-Z, -^Z2  =  o; 

Ya  A  —  z  p  —  »  ^  mxz  =  o , 

—  XjA-t-Za  —  &>  ^  myz  =  o , 

Xp  —  Y« -+- w  y /wrV=  Q. 

Ces  équations  déterminent  Xj  et  Yj,  X^  et  Yi  et  la 
somme  Zi  +  Z^,  sans  déterminer  séparément  Zi  et  Z^. 

544  à  546.   Conditions  pour  que   l'axe  n'éprouve 

AUCUNE  PERCUSSION.  CeNTRE  DE  PERCUSSION.  —  1°.    La 

direction  de  la  percussion  doit  être  perpendiculaire  au 
plan  qui  passe  par  l'axe  fixe  et  par  le  centre  de  gravité 
du  corps. 

2^.  Cet  a^e  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  qtiî  lui  est  perpendiculaire 
^t  qui  contient  la  force  instantanée. 

3°.  Enfin  la  distance  de  cette  force  à  Taxe  doit  être 


2  3 


é^ale  à  a  H ?  a  étant  la  dislance  du  centre  de  gravilé 
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du  corps  à  Taxe  et  MA*  le  moment  d'inertie  du  corps  re- 
lativement à  un  axe  mené  par  ce  centre  de  gravité  paral- 
lèlement à  l'axe  fixe. 

547.  On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel 
la  percussion  doit  être  appliquée  dans  le  plan  passant  par 
l'axe  et  le  centre  de  gravité  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'effort 
exercé  sur  l'axe  fixe  :  la  distance  du  centre  de  percussion 

à  l'axe  fixe  est  a  H • 

a 

Si  l'axe  passait  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouverait 
toujours  une  percussion. 

548.  Réciproquement,  si  le  corps  est  en  mouvement 
autour  de  l'axe,  on  pourra  l'arrêter  brusquement  sans 
qu'il  existe  aucune  percussion  contre  l'axe  en  appliquant 
au  centre  de  percussion  une  force  instantanée  égale  à 
<i)Ma,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l'axe  et  par  le 
centre  de  gravité  du  corps. 

549.  Condition  pour  qu'il  n'y  ait  de  percussion 
qu'en  un  point  de  l'axe.  —  Si  ce  point  est  le  point  H, 
et  si  Z  ==  o,  en  posant 

D  =  ^mjrz,     E  =  ^mxz^ 

l'équation  de  condition  est 

DY4-EX  =  a>M«. 

Si  0-z  est  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  0, 
la  percussion  est  appliquée  au  point  O. 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

ROTATION   d'un   corps  AUTOUR  d'UN  AXE    (  SUITE  ]» 
550.    ROTATTION   d'un    CORPS   SOLLICITÉ   PAR  DES  FORCES 

^QUELCONQUES.  —  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  motrice  P  du  point  m  (  x,  y ,  ^  ) ,  on  a  , 


d 
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2(Y*-X/) 


^  2 


mr 


551  à  553.  Pressions  sur  l'axe.  —  On  applique  à 
deux  points  quelconques  O  et  H,  pris  sur  Taxe,  deux 
forces  Ri(Xi,  Yi,  Zi)  et  R,  (X„  Y„  Zj),  égales  et  con- 
traires aux  pressions  exercées  sur  ces  deux  points  à  chaque 
instant  du  mouvement.  On  aura,  en  posant  OH  =  A,  en 
désignant  par  [xi^ju  z^)  le  centre  de  gravité  du  système 
et  par  M  sa  masse, 

2  X -h -^  M j»  +  «»M^, -f- X, -f- Xa  =  o, 
2Y— ^Mx,4-««Mj,-+.Y.-+-Y,=:o, 
2ZH-Z,  +  Za=o, 

2(Zr  — Yz)-+--^2iwj:z  — o>»2^/^— Y»^  =  o, 
\^(Xa  —  Zx)  -{-  —  ^^mjrz  H-w' V /wxz-+-X,A  =  o, 
Sjjx-\r)-^^mr'  =  o. 

554.  Cas  ou  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices.  — 
Les  résistances  Ri  et  R^  se  réduisent  à  deux  forces  per- 
pendiculaires à  Taxe,  et  font  équilibre  aux  forces  cen- 
trifuges de  tous  les  points  du  corps  qui  agissent  sur  Taxe 
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perpendiculairement  à  sa  direction.  La  force  langentictte 
est  nulle  poor  chaque  point.  Les  résistances  sont  propor- 
tjonndles  au  carré  de  la  vitesse  constante  «>. 

355.  Si  un  corps  retenu  par  un  seul  point  fixe  eom- 
mefÊC^  à  lo9fmer  mtifmr  d^un  des  axes  principemT  rt- 
laiifs  4  ce  poim,  il  continuera  à  tourner  umformémiaa 
autour  de  cM  axe  comme  s'il  était  fixe. 

La  pression  sur  le  point  O  est  dirigée  dans  le  plan  <{id 
passe  par  l'axe  et  par  le  centre  de  gravité. 

356.  Pour  que  le  point  O  ne  suj^porte  aucune  pies- 
sion,  il  faut  et  il  suffit  que  le  centre  de  gravité  soit  sur 
Taxe  de  rotation,  et  alors'  le  mouvement  ayant  com- 
mencé autour  de  cet  axe,  supposé  fixe,  continuera  uni- 
formément autour  du  même  axe  lorsqu'on  le  rendra  en- 
tièrement libre. 

557,  558.  Cas  oo  les  forces  motrices  se  mÉnnsEBr 
A  tJK  COUPLE.  —  Les  conséquences  précédentes  subsistent 
quand  les  forces  motrices  se  réduisent  à  un  couple  sitaé 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe. 

559.  Un  corps  retenu  par  un  point  fixe  O  et  sollicité 
par  un  couple  ne  tend  pas  à  tourner  autour  d'une  perpeo- 
diculaire  Oz  au  plan  de  ce  couple,  à  moins  que  cette  per- 
pendiculaire ne  soit  Tun  des  axes  principaux  relatifs  au 
point  O. 

560,  561.  MouypMÊNT  du  treuil.  —  Si  w  est  Jg  vi- 
Fig.  i65.  tesse  angulaire  du  système,  OC  =  c, 

PC'=c',  MA*  le  moment  d'inertie 
du  treuil  par  rapport  à  l'axe,  M  k 
masse  du  treuil,  on  aura 


me 


(g^/jl)-m'c'{g+c'^'j 


MX»=:0, 

dt  * 
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d^où  Ton  tire 

Ht  ~*  M^'H-  mc^-h  m'c'^' 

On  aura,  en  supposant  la  vitease  initiale  nulle, 

gi{mc — m'e^ 

Le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 

Si  Ton  avait  mc  =  m^c'^  la  vitesse  angulaire  serait 
nulle  et  le  corps  resterait  en  repos.  S'il  y  avait  une  vi- 
tesse initiale,  le  mouvement  serait  uniforme. 

562«  Tensions  des  cordons  : 

pc{pc-^p'</) 


T  =;?  — 


r-p'-h 


V  A^ -h  pc^ -i- p' c'^ 
p'  c'  (pc  —  /?'c') 


Ces  tensions  sont  constantes  pendant  le  mouvcuient. 
563.  Pression  totale  tJ  exercée  sur  l'axe  du  treuil  : 
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pknd«l£  composé* 

565.  Pendule  composé.  —  Equation  du  mouvement. 
—  On  nomme  pendule  composé  un  corps  qui  peut  tour- 
ner autour  d^un  axe  fixe  horizontal. 
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Prenons  Taxe  fixe  Oz  pour  axe  des  z  ;  pour  axe  des  x 

une  horizontale  Ox  perpendiculaire 
à  Oz,  et  pour  axe  des  jr  une  Terd- 
cale  O^  dirigée  dans  le  sens  de  k 
pesanteur.  M  étant  la  masse  totale 
du  corps  et  G  le  centre  de  gravité, 
abaissons  GA  perpendiculaire  sur 
Oz,  menons  la  verticale  AD  et 
abaissons  sur  cette  droite  la  perpendiculaire  GD.  Soit  Gi 
la  position  initiale  de  G,  MAr*  le  moment  d^inertie  par 
rapport  i  un  axe  passant  par  le  point  G  et  parallèle  à 
Oz.  Posons  GA=  a,  DAG  =^6,  DAGi  =  a  ;  on  a 


g^ 


—  sin  0  =  o, 


et  l'on  trouve 


=  a'-f- 


aga 


-  (cosO  —  cosa). 


n  étant  la  vitesse  angulaire  initiale. 

566.    PbICDULE    composé    RÀMEirÉ    AU    PEliDULE    SIMPLE. 

—  Supposons  la  longueur  l  déterminée  par  Féquation 


a 


Alors  le  pendule  composé  ou  plutôt  la  droite  AG  et  le 
pendule  simple  de  longueur  /  auront  le  même  mouve- 
ment angulaire,  pourvu  que  les  valeurs  initiales  de  B  et 


de  -r-  soient  les  mêmes. 
rii 


567.  Axe  d'oscillation.  —  Si  dans  le  plan  passant 
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par  Vaxe  et  par  le  centre  de  gravité  du  pendule  on 

mène  une  droite  IBI'  parallèle 
à  cet  axe  et  à  une  distance  de 
celui'Ci  égale  à  I,  chaque  point 
de  cette  droite  se  mouvra  comme 
s'*  il  ne  faisait  pas  partie  du  corps 
et  quil  fût  simplement  lié  à 
taxe  par  une  droite  rigide  et 

sans  masse. 

La  droite  IBI'  est  nommée  Y  axe  d^  oscillation  du  corps, 
correspondant  à  Taxe  de  suspension  O^.  Le  point  B  de 
cette  droite,  situé  sur  la  droite  AG  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation,  se  nomme  centre  d^ oscillation.  On  Tobtient 

en  prolongeant  AG  d'une  longueur  égale  à  ->• 

568*  Les  axes  d* oscillation  et  de  suspension  sont  ré-* 
ciproqueSy  c'est-à-dire  que  si  l'on  faisait  osciller  le  corps 
autour  de  11^,  Taxe  de  suspension  primitif  Oz  deviendrait 
l'axe  d'oscillation. 

569.  Étapt  donné  l'axe  de  suspension  d'un  corps,  on 
peut  trouver,  par  l'expérience,  l'axe  d'oscillation  corres- 
pondant. 

570.  Il  y  a  une  infinité  d^axes  autour  desquels  les 
petites  oscillations  sont  de  même  durée. 

571.  Axe  de  la  plus  courte  oscillation.  —  L'axe 
de  suspension  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  plus  petit 
moment  d'inertie  A  relatif  au  centre  de  gravité.  On  a 


V  M 
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QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

PENDULE   CONIQUE. 

572,  573.  Pendule  conique.  —  Equations  du  lâûv- 
TEMENT.  —  Un  point  matériel  m  est  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  la  surface  d^une  sphère  dont  le  centre  est  au 
poiot  O,  et  dont  le  rayon  est  /.  En  désignant  par  N  la 
résistance  de  la  surface,  et  Taxe  des  z  étant  pris  dans  le 
sens  de  la  pesanteur,  les  équations  du  mouvement  sont 

d^x      T^x  d^Y       Nr  d^z       Bz 

574  à  576.  Cas  ou  le  point  pesant  reste  dans  vs 
PLAN  HORIZONTAL.  —  Le  poiut  décrit  un  cercle,  intersec- 
tion de  ce  plan  et  de  la  surface  sphérique. 

La  vitesse  i^  est  constante  et  le  mouvement  circulaire 
edt  uniforme. 

xd^x  -i-fd^x        dx^  -f-  dy^ 
d? -^         dt^         =  ^- 

On  a 

La  durée  de  la  révolution  est  égale  k  in  i/-« 

V  g 

577  à  580.  Intégration  des  équations  du  mouve- 
ment. —  On  a 

±:ldz 

dt=:  

e  étant  l'angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  i^avec  la 
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perpendiculaire  au  plan  mOz,  on  a 

C*  =  rj  pj  cos'so  =  ^gK  r\  ces'  g«  =  25^/10  (/*  —  zj  )  cos'co, 

±lldz 


dt  = 


V^V^(^'  — «')(«- 2a +Ao)—(i'--»;)^'oCOS'«a 


581 .  Maximum  jbt  minimum  de  la  valeur  de  z.  — 
L'équalion 

a  trois  racines  réelles  :  une  première  a  comprise  entre  / 
et  Zo  ^  une  seconde  b  comprise  entre  Zo  et  z^  —  A,  et  une 
troisième  négative  -^  c  entre  —  /et  —  oo  .  La  variable  z 
restera  comprise  entre  a  sa  valeur  maximum  et  b  sa  va- 
leur minimum. 

582.  Expression  du  temps  employé  a  parcourir  un 
Arc  de  la  trajectoire.  —  Si  Ton  pose 


^f  =  sjh: 


sm  ^p  =  i/ 7' 


on  a- 


='v/- 


dt~    ''     '        '  ' 


X 


ë 

d^ 


\/(/^-t-2 a6  4-  a^)  cos'<p -h  (/'+  2  a6  +  A*)  sin'ç* 


583.  Le  temps  pour  aller  d'un  point  z  =  S  à  un  autre 
point  z=.0L  s'obtiendra  en  intégrant  cette  formule  entre 
les  limites  6  et  a.  Le  temps  nécessaire  pour  aller  du  point 
le  plus  haut  au  point  le  plus  bas  ou  du  point  le  plus  bas 
«u  point  le  plus  haut  est 


TT 


^9 

7'  sin'  <f 


43. 

en  posant 


5&4.  On  a 


QUABANTE-dXQCIÈlIK  LEÇON, 
rcocu  ooKiQCK  (fxiTx].  —  somaKST  b'csb  nsK  iBon. 

L  Caixxx  de  i^AMGiM  ^.  —  On  a 


rf+=V(/'— •»j.^-*=; 


V  1 1°  +  3  «6 + «^ }  oos'f  +  (  !> -4- a  «i  +  ^  )  SB?  y 
^  est  la  somme  de  dettx  int^rales  eOiptiijDes  de 


•   •* 


§86.  Uangle  dièdre  Y   oompris  entre  les  dcox  po- 
sitions extrêmes  du  point  «t  est  donné  par  finl^H- 

tion  de  Féquadon  précédente  cnirç  les  limites  o  et  — 

T^'l  A   ■    f-*'H-»v;/'-«'),f-rF) 
On  voit  donc  que  ¥  est  plos  grand  qoe  — > 
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587,  588.  Tension  du  fil.  —  Ou  a 

N  =  ''"^^''  =  g(3z  — 2Z0-+-2//0). 

589.  Cas  ou  le  pendule  s^écakte  peu  de  la  verti- 
cale. —  On  a  à  peu  près  N  =  g"  :  en  posant 

j:  =  acosfJtr,      jr  =  ^  sin  itf, 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite  est  unfe 
ellipse  dont  les  axes  sont  20c  et  2  c. 

La  durée  de  la  demi -révolution  est  tt  i/-,  c'esi-à-dire 

V  ^ 

égale  à  celle  d'un  pendule  de  même  longueur  qui  oscille- 
rait dans  un  plan  vertical. 

590.  La  projection  du  pendule  sur  un  plan  horizontal 
décrira  encore  à  très-peu  près  une  ellipse  si  l'angle  que 
le  pendule  fait  avec  la  verticale  varie  très-peu. 

La  dorée  de  la  demi-révolution  est  Tri/-)   valeur 

V  i 

moindre  que  ^  l/-  • 

591 .  592.  Mouvement  d'une  tige  pesante  tournant 
AUTOUR  d'un  de  SES  POINTS  QUI  EST  FIXE,  a  étant  la 
distance  du  point  O  au  centre  de  gravité  de  la  tige  pe- 
sante, M  la  masse  et  MA*  le  moment  d'inertie  de  cette 
tige  par  rapport  à  ce  même  centre  de  gravité,  on  a 

--+->x  =  o, 


di 
d'y 


+  ^r  =  o, 


d^ z       ,  si 

a 
IL  a8 
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La  tige  pesante  se  meut  comme  le  pendule  simple^ 
dont  la  longueur  est  l  =  a-\ 

o93.  Toutes  les  forces  perdues  se  fout  équililMne  amour 
du  point  fixe  O  ou  sont  détruites  par  I«  résistance  de  ce 
point.  En  désignant  par  P  la  pression  exercée  sur  le  point 
O,  et  ses  composantes  par  X,  T,  Z,  on  a 

Ma,  Ma  /  —  a 

Y=  ~^''»     Z=r  — X*-hM^— — . 

594.  La  pression  P  sur  le  point  O  est  la  résultante  de 
deux  forces,  l'une  dirigée  suivant  la  tige  et  ^ale  à  Mal, 

l'autre  verticale  et  égale  à  Mg  — — . 

S96.  Si  le  centre  de  gravité  de  la  tige  coïncide  avec  le 
point  fixe,  la  ùge  reste  dans  le  plan  qui  passe  par  sa 
position  initiale  et  par  la  direction  de  la  percussion,  et 

tourne  dans  ce  plan  avec  la  vitesse  constante  tù  =  ^-^• 


QUARANTE--S1X1ÈME  LEÇON. 

raopaiÈTÊs  gê^i&rales  or  mouvement.  —  souvehei^t 

Dl'    CENTME    DE    lïEATITfi. 

397.      ReMAJIQUES     StR     LES     SYSTÈMES     DE     P01>TS    qVl 
PEUVENT  SE  MOUVOIR  COMME   DES  CORPS    SOUDES.  Con- 

sidérons  un  système  de  points  matériels  m,  m\  m%. . ., 
sollicités  respectivement  par  des  forces  P,  P',  P*,..., 
dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont  X^  Y,  Z;    * 
X',  Y',  Z'; Si  les  liaisons  sont  telles,  que  les  pointe 
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puissent  se  déplacer  sans  que  leurs  distances  changent, 
on  aura 

i:"^=2''.  5;"'7Ï=2''.  2-S?=5;^. 

598,  599.  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme 
un  corps  solide,  c'est-à-dire  sans  que  les  distances  de  ses 
points  varient,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  équation  de 
condition  se  réduise  à  une  relation  entre  les  distances  de 
ses  différents  points. 

600,  601.  Mouvement  du  centre  de  gravité.  —  Le 
centre  de  gravùé  de  tout  système  libre  se  meut  comme 
si  les  masses  de  tous  les  points  matériels  y  étaient  réunies 
et  que  les  forces  motrices  y  fussent  transportées  paral-^ 
lèlement  à  elles-mêmes, 

602.  Vitesse   initiale   du    centre  de   gravité   d'un 

SYSTÈME    mis    EN    MOUVEMENT    PAR    DES    FORCES     INSTANTA-* 

NÉES.  —  Celte  vitesse  est  celle  que  prendrait  un  point 
ayant  la  masse  M,  placé  au  centre  de  gravité  et  qui  serait 
sollicité  par  toutes  les  forces  instantanées  du  système 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point. 

603,  604.  Conservation  du  mouvement  du  centre 
DE  GRAVITÉ.  —  Quaud  toutcs  Ics  forces  motrices  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quel- 
conque s'y  font  équilibre,  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  rectiligne  et  uniforme. 

605.  Si  Ton  considère  les  quantités  de  mouvement  de 
toutes  les  molécules  comme  des  forces  et  qu*on  les  trans- 
porte parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même  point ,  elles 
donnent  une  résultante  de  grandeur  et  de  direction  con- 
stante. Le  centre  de  gravité  se  meut  suivant  une  ligne 
droite  parallèle  à  cette  résultante  et  avec  une  vitesse  égale 
à  cette  résultante  divisée  par  la  masse  totale  du  système. 


28. 


438  TABLE    DES    PROPOSITIONS 

ment  reclilignc  et  uniforme,  enfin  si  la  force  accélératrice 
du  point  0|  est  constamment  dirigée  vers  le  centre  de 
gravité  du  système. 

613.  Si  Forigine  des  coordonnées  mobiles  est  choisie  de 
l^une  de  ces  trois  manières,  on  aura,  par  rapport  aux  axes 
dont  Torigine  est  mobile,  des  propriétés  semblables  à 
celles  qu'on  a  trouvées  pour  des  axes  fixes. 

614.  Plan  du  maximum  des  aires.  —  Dans  un  système 
de  points  en. mouvement. pour  lequel  le  principe  des  aires  a 
lieu,  en  prenant  pour  origine  un  point  fixe  ou  mobite  sui- 
vant les  conditions  établies  précédemment,  il  existe  un 
plan  fixe  tel,  que  la  somme  des  aires  décrites  pendant  un 
temps  quelconque  par  les  projections  des  rayons  vecteurs 
des  points  mobiles  sur  ce  plan^  multipliées  par  leurs 
masses,  est  plus  grande  que  pour  tout  autre  plan  de 
projection.  Ce  plan  est  toujours  le  même,  quel  que  soil 
le  temps  écoulé.  On  Tappelle  plan  du  maximum  des  aires 
ou  plan  ini^ariable.  Son  équation  est 

c'^jc  H-  c'y  -\-  cz=.o 

et  la  somme  \^ma)  relative  h  un  autre  plan  de  projection 

se  déduit  de  celle  qui  se  rapporte  au  plan  tt,  en  la  multi- 
pliant par  le  cosinus  de  Fangle  des  deux  plans. 

Ce  plan  est  le  même  que  celui  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  du  système  solidifié  (602). 


QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

DES    FORCES    VIVES    DANS    LE   MOUVEMENT    d'lN    SYSTÈME. 

615  à  617.  Prikcipe  DES  FORCES  VIVES.  —  Dans  tout 
système  dont  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps, 
r accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 
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points f  pendant  un  temps  quelconque^  est  égal  au  double 
de  la  somme  des  trav^aux  de  toutes  les  forces  pendant 
le  même  temps, 

618.  Conséquences  du  principe  des  forces  vives. 
—  Dans  un  système^  assujetti  à  des  conditions  quel- 
conques, mais  qui  ne  dépendent  pas  explicitement  du 
temps  ^  s'il  ny  a  pas  de  forces  motrices  ou  si  les  forces 
motnces  se  font  continuellement  équilibre^  la  somme 
des  forces  vii^es  reste  constante, 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la 
conseryation  îles  forces  vii^es. 

619.  Si   la   fonction  ^  (X^x  -h  Y  dy  -+- Z  dx)   est 

la  difiërentielle  exacte  d'une  fonction  /  des  variables 
Xj  y^  Zj  x', . . . ,  considérées  comme  indépendantes  ou 
comme  liées  entre  elles  par  les  équations  L=o,  M=o,..., 
lorsque  le  système  passe  d'une  position  à  une  autre, 
r  accroissement  de  la  somme  des  forces  vii^es  ne  dépend 
que  des  coordonnées  des  points  dans  ces  deux  posi" 
tions, 

620.  Si  les  points  mobiles  occupent  la  même  position 
à  deux  époques  différentes  t  et  fo?  la  somme  des  forces 
vives  aura  la  même  valeur  à  ces  deux  époques,  pourvu 
que,  les  coordonnées  des  points  reprenant  les  mêmes 
valeurs,  la  fonction  f(x^y^  ^,  a/, . . .)  reprenne  aussi  la 
même  valeur. 

621.  L'expression   V  (X^îx-f- Ycî^-f-Zrfz)  est  une 

différentielle  exacte  quand  les  forces  motrices  sont  con- 
stamment dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  qu'elles  sont 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  aux 
centres.  Cela  arrive  aussi  quand  les  farces  proviennent 
d'attractions  ou  de  répulsions  mutuelles  entre  les  points 
du  système,  actions  dont  les  intensités  sont  fonctions  des 
distances  des  points  entre  lesquels  elles  s'exercent. 
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622.  L'expression  V  (Xrfx  4-  Yrf^  -V-Tàdz)  n'est  pas 

une  différentielle  exacte  dans  le  cas  où  les  points  da  sji- 
tème  éprouvent  des  frottements  ou  la  résistance  dW 
ipilieu. 

623.  Des  forces  vives  dans  un  système  a  luisois 
COMPLETES.  —  Quand  un  système  de  n  points  esta  liai- 
sons complètes,  Féquation  des  forces  vives  sofiBt  pour 
déterminer  le  mouvement  de  chaque  point.  Exemples: 
pendule  composé,  mouvement  d^un  corps  solide  aatoar 
d^un  axe. 

625.  Des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif. 
—  Dans  un  système  quelconque,  lors  même  qu'il  ne 
serait  pas  entièrement  libre  dans  l' espace  j  la  sonune 
des  forces  vives  des  points  dans  leur  mouvement  absolu 
est  égale,  à  chaque  instant^  à  la  même  somme  considé' 
rée  dans  le  mous^ement  relatif  autour  du  centre  de  gra- 
i^ité^  augmentée  du  produit  de  la  masse  totale  du  système 
multipliée  par  le  carré  de  la  vitesse  du  centre  de  gravùé. 

626.  Dans  le  mouvement  relatif  d\in  système  absolu- 
ment libre,  autour  de  son  centre  de  gravité,  la  différen- 
tielle de  la  somme  des  forces  vives  des  points  du  système 
est  égale  au  double  de  la  somme  des  quantités  de  travail 
apparent  des  forces  motrices. 


QUARANTE-NEUVIEME  LEÇON. 

DU    CHOC    DES    CORPS. 

627.  Du  CHOC  direct  de  deux  corps  sphériques.  — 
Considérons  deux  sphères,  dont  les  centres  se  meuvent 
sur  une  même  droite  Ox,  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires,  et  dont  tous  les  poinls  décrivent  des  paral- 
lèles n  celte  droite. 
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628.  Si  les  deux  corps  sont  mous^  c'est-à-dîre  dépourvus 
d^élasticité,  après  s^étre  comprimés  jusqu'à  un  certain 
degré,  ils  cessent  d'agir  Tun  sur  l'autre  à  Tinstant  où  les 
vitesses  sont  devenues  égales,  et  ils  continuent  à  se  mou- 
voir en  restant  juxtaposés  avec  une  vitesse  commune  et 
conservant  la  forme  que  la  compression  leur  a  donnée. 

629.  S'ils  sont  élastiques,  ils  tendent,  au  moment  où 
la  compression  cesse,  à  reprendre  leur  forme  primitive 
aussitôt  que  la  vitesse  est  devenue  la  même,  et  de  la  nais- 
sent de  nouvelles  pressions  qui  tendent  à  séparer  les  deux 
corps.  Si  ces  pressions  sont  égales  en  intensité  à  celles  qui 
ont  lieu  dans  la  première  partie  du  choc  et  que  les  deux 

,  corps  quand  ils  se  séparent  soient  dans  le  même  état  qu'au 
moment  où  le  choc  a  commencé,  on  dit  qu'ils  sont  par^ 
faitenient  élastiques, 

630.    JVJOUVEMEAT   DES   CENTRES   DE   GRAVITÉ.    —   Soicut 

OC  =  X,  oc  =  x's  R  la  va- 

Fig.  171.  '  J 

leur  des  deux  pressions  égales 
et  contraires  appliquées  aux 
centres  des  deux  sphères  et  qui 
résultent  des  actions  mutuelles 
de  leurs  molécules,  m  et  ///  les 
masses  des  deux  sphères.  On  aura 

dx  (Lt!  ,   . 

m  -7-  -f-  m  —7-  =  wp  ->r  nr  v  . 
dt  dl 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du 
chdc. 

631.  Choc  de  deux  corps  dépourvus  d'élasticité. 
—  Désignons  par  u  la  vitesse  commune  avec  laquelle  ces 
deux  corps  réunis  en  un  seul  se  mouvront  après  le  choc. 
On  aura 


V  -zz 


tnv  -I-  m'{>' 


m  -+-  lu 
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Si  avaat  le  choc  les  deux  corps  allaient  dans  le  même 
sens,  après  le  choc  le  sens  du  mouvement  commun  sera 
le  même.  S'ils  allaient  en  sens  contraire,  la  vitesse  com- 
mune après  le  choc  sera  celle  de  la  sphère  qui  avait  la 
plus  grande  quantité  de  mouvement.  En  particulier  si 
les  deux  corps,  allant  à  la  rencontre  Tun  de  Tautre, 
avaient  des  quantités  de  mouvement  égales,  le  choc  le? 
réduirait  au  repos. 

632.  Equation  des  forces  vives.  —  On  a,  pendaut 
toute  la  durée  du  choc 


m 


i-^\    -h  m'  i  -^\  =  mv'  -4-  m'v'^  -f-  2  Tr  dr. 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  forces  vives 
à  une  époque  quelconque  est  égale  à  cette  somme  prise  au 
commencement  du  choc,  plus  le  double  de  l'intégrale  de 
R  rfr,  prise  à  partir  de  la  même  époque. 

633,  634.  Choc  de  deux   corps  parfaitement  élas- 
tiques. —  On  a 


//i(^]   -f-wM-^j    =wp»4-'w'i^'^ 


[Tt) 


Vitesses  des  deux  centres  de  gravité  après  le  choc  : 


m  -f-  m' 


2  w'/ 


2/WP-h(/w' — m)  v' 

V  = • 

m  -}-  m 

635.  Soit  u  la  vitesse  commune  aux  deux  centres  de 
gravité,  au  moment  où  la  compression  est  la  plus  grande. 
On  a 

V  =  2  «  —  f ,       V  ==  2  U —  v', 

La  vitesse  de  chaque  corps  au  milieu  du  choc  est  la 
moyenne  arithmétique  entre  sa  vitesse  avant  le  choc  et 
sa  vitesse  après  le  choc. 
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La  vitesse  relative  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  C 
s'éloigne  de  C  après  le  choc  est  égale  à  celle  avec  la- 
quelle il  s'en  approchait  à  Finstant  où  le  choc  a  eu  lieu. 

636.  Examen  de  quelques  cas  particuliers.  —  Si  le 
corps  G  est  en  repos  au  moment  où  C  vient  le  rencon- 
trer, la  vitesse  après  le  choc  est 

u  : 


m  -h  /w' 
637.  Si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques, 

« 

V  •=   ; j-y        V    = 


m  -h  m'  m  -h  w' 


Si  m^  est  infiniment  grande  par  rapport  à  m,  le  corps 
choqué  demeure  en  repos,  tandis  que  F  autre  est  réfléchi 
en  sens  contraire  avec  une  vitesse  égale  k  celle  avec  la- 
quelle il  est  venu  rencontrer  le  premier. 

638.  Quand  les  deux  masses  m  et  m'  sont  égales,  si 
les  deux  corps  sont  mous, 

u  :=.  • 

2 

Si  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  ils  ne 
feront  qu'échanger  leur  vitesse. 

Si  l'un  des  corps  était  en  repos,  l'autre  restera  immo- 
bile après  le  choc  et  lui  transmettra  sa  vitesse. 

639.  Théorème  de  Carnot.  —  La  somme  des  forces 
vives  ne  change  pas  par  Tefiet  du  choc  quand  les  corps 
sont  parfaitement  élastiques.  Mais  lorsqu'ils  sont  mous, 
elle  diminue  et  la  différence  est  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  acquises  ou  perdues  par  les 
deux  corps  ; 


mv 


'-f-zw^p'^—  (/w-h  tn'y=z  m{i>  —  uY  -^m^u^v'y. 
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On  peut  encore  mettre  cette  perte  de  force  vWe  sous 


mm 


A^-^'Y- 


la  forme 

64U.  Mouvement  du  centre  de  gravité  commun.  — 
La  vitesse  du  centre  de  gravité  reste  constante  avant, 
pendant  et  après  le  choc. 

641.  Principe  de  la  moindre  action.  —  Dans  le 
mouvement  d*un  système  de  corps  pour  lequel  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a  lieu,  si  Ton  multiplie  la  vitesse  de 
chaque  point  du  système  par  sa  masse  et  par  rélémenlde 
sa  trajectoire,  et  qu  on  intègre  la  somme  de  ces*produits 
depuis  une  position  donnée  du  système  jusqu'à  une 
autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  intégrale 

mvds  est  généralement  un  minimum. 

Quand  les  points  mobiles  ne  sont  soumis  à  aucune 
force,  on  a 


/2 


X 


mv^dt=c[t — u)y 


Le  temps  du  trajet  est  un  minimum. 


CINQUANTIÈME  LEÇON. 

sur  la  rotation  d*un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

642.  Formules  relatives  au  déplacemejnt  d'un  corps 

solide.  —  Soient  Oor,  Oy^ 
Oz,  trois  axes  fixes  dans 
l'espace  et  (ÎXi,  Oj^j,  O^i, 
trois  axes  liés  au  corps  et 
tournant  avec  lui  autour  du 
point  O.  On  a  les  formules 


\ 
\ 

0) 


y^-^- _^ 


X 
X. 


r  =z  a'  Xi -h  b'  Y\  H-  c'  «fi 


ET    DES    FORMULES    PRINCIPALES.  44^ 

Les  axes  étant  rectangulaires^  on  a  les  relations  connues 

a^-^a'^-ha"'=n,  ab -h  a' b' -^ a" b" :=  o^ 

b^^  b''-hb"'=  I,  ac-ha'c'-^  rt"c"=  o, 

c»4-c''-4-c"^i=  I,  bc'\-b'c'-h  b"c"^o, 

a'*-h  b^  -hc^  =iy  aa' -^  bb' -^  ce'      =o,.... 

643.  Composantes  de  la  vitesse  (^  du  point  m  parallèles 
aux  axes  fixes  : 


dx 
dt 

X, 

da 
dt 

-Kr. 

db 

dt 

4-  2, 

de 

dt' 

dt 

;.r| 

da' 
'  dt 

-+-r. 

db' 
dt 

-h«, 

de' 

dt' 

dz 
dt 

:X, 

da" 
'  dt 

-*-/. 

db" 
dt 

•f-  s 

de" 

Si  la  position  des  axes  est  celle  qu'occupe  le  système 
mobile  des  axes  Oa?i,  O/i,  Ozi,  au  bout  du  temps  t,  et  si 
U\i  ^1)  '^1  sont  les  composantes  de  la  vitesse  v  parallèles 
aux  axes  OoTt,  O^i,  O^i,  en  posant 

db"  _       dc^_         î^~-_^—  ^--  —  ^  — 

'di'^'^lît'^^'    Tt'^        ÎS"~^'     Tt'^~~di'^^' 

nous  aurons 

644.  Si  l'on  reprend  des  axes  fixes  quelconques  Oor, 
Oy,  Oz,  on  aura 

-  rdt=  adb  -h  a'db'  -f-  ûVA" 

645.  Axe  instantané.  —  Les  points  du  corps  dont  la 
vitesse  est  nulle  à  l'époque  f ,  se  trouvent  sur  une  droite 
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doDnce  par  réquation 


On  rappelle  taxe  instantané  nie  rotatian.  Les  Bcax  des 
axes  ÎDStantanés  dans  le  corps  et  dans  Fespace  scmt  dfiix 
snr&ces  coniqnes  ayant  pour  sommet  le  pmnt  fixe  O.  Le 
moaTement  du  corps  n*est  antre  que  celui  da  preoikr 
cAne  attadié  an  corps,  roulant  sans  glisser  sur  la  snriace 
de  Tautre  cône  fixe  dans  Tespace. 

616.  Soit  OI  Taxe  instantané^  au  bout  du  temps  t: 
on  a 

P  9  '      ^ 

COS  lOX;  =  -»      GOS  lO^v.  =:  -  »      ros  lOsi  =  -> 

en  posant 

647.  Quand  les  raj^rts  -»  -  seront  oonstauts.  Taxe 

de  rotation  restera  fixe  dans  le  corps  et  par  conséqseBt 
aussi  dans  Tespace.  On  a,  par  rapport  aux  axes  fixes. 

cos  lOx  =  -^- ^ 


cos  lO  r  = 


cos  lOs  =  —^ 


618.  DÉmuoBATTox  DE  LA  TrTESSE  V,  —  Lcs  quan- 
tités qzi  —  rjTi ,  rx,  —  pzt .  py^  —  qXt ,  qui  sont  mdks 
pour  tous  les  points  situés  sur  Taxe  instantané  expriment 
pour  un  autre  point  quelconque  m  les  composantes  de  la 
vitesse  parallèles  aux  axes  Oxi ,  Oj't ,  Oz^ . 

Les  valeurs  de  p.  q^  r.  sont  indépendantes  de  la  posi- 
tion des  axes  fixes  Ox,  Oj',  Oz. 
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649  à  651.  On  a 

-^  =  a[qz,  —  ryy)  -f-  b  [rx,  -^  pz,)  -^  c  [py,  —  qx,), 

dy 

—  z=z  a'  (qz, ---  ry,  )  4-  6'  ( rx,  ^  pz,) -^  c  (py,  —  ^x,  ) , 

—  =  «"(«/3,  —  rr.JH-  h"[rx,  —  pz^)  -h  c"  (py,  —qx^). 

p  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  j?t  sur  Taxe  01. 
Ainsi  Cl)  est  la  vitesse  angulaire  ou  de  rotation. 

652.  Somme  des  forces  vives.  —  La  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  corps  est 

V  mv'  =  kp^  -+-  B  ^2  -f-  C  r», 

A,  B,  C  désignant  les  moments  d'inertie  du  corps  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz. 

La  somme  des  forces  vives  est  égale  au  carré  de  la 
vitesse  angulaire  divisé  par  le  carré  du  demi-diamètre  de 
l'ellipsoïde  central  qui  coïncide  avec  Taxe  instantané. 

653.  Moments  des  quantités  de  mouvement.  —  En 
nommant  A,  B,  C  les  trois  moments  d'inertie  princi- 
paux du  corps  pour  le  point  O,  A/?,  B^,  Cr  sont  les 
sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
points  du  corps  par  rapport  aux  axes  principaux. 

Dans  la  théorie  des  couples^  ces  moments  sont  ceux 
de  trois  couples  agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés 
X\Oyx^„. .  Ils  donnent  un  couple  résultant  dont  le  moment 

G  =  ^A'  p^  -4-  B'  9*  -4-  Cr*,  et  dont  le  plan  est  le  plan  dia- 
métral conjugué  au  diamètre  de  Tellipsoïde  central,  qui 
est  dirigé  suivant  Taxe  instantané. 

654.  Sommes  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
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ment  par  rapport  à  trois  axes  fixes  : 

2/     dx  dz\ 

miz- X  —  1=  A.pa'  +  hqb'  +  Crc', 

655.  Relations  entre  les  cosinus  a,  6,...  et  les 

COMPOSANTES  DE  L\   VITESSE. 

(ia        ,  da'  da" 

dh  dh'  ,  ,  db" 

-=cp^nr.     ^^=cp^ar,      —=cy^ar, 

de  ,  de'  ,  ,,  de'' 

—  =aq-bp,      —:=^aq--b'p,       —  =a"q  —  bY 

t)56.  On  a 

pda  -4-  qdb  -|-  rdc  =  o  » 
pda'  4-  qdb'  -+-  rdc'  =  o, 
pda"  -\- qdb"  -^  rdc"  =  o . 

657,  658.  Valeurs  be  p^  g,  ten  fonction  des  angles 
^y  <f  el  0. 

a  =  cos  0  sin  >p  sin  «p  +  cos^  ces tf , 
b  =  cos  0  sin  ^  cos  f  —  cos  xp  sin  ^, 
a'  =  cos  0  cos  i{^  sin  ^  —  sin  ^  cos  7  » 
b'  =:  cos  0  cos  i{;  COS  7  -!->  sin  \|f  sin  ^^ 

c  =  sin  ô  sin  ^ , 
c'  =  sin  ô  cos  <p, 

a"  =  —  sin  9  sin  7, 
b"  =  —  sin  ô  COS  y , 
c"  =  cos  ô, 

pdt=i  sin  7  sin9e/>p-4-coSfe/0^ 
qdt=:  cos  (f  sinBd^  —  sin^^G, 
rdt  =  d(f  -^  cos  Bd^. 
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059.  On  a 

—  =r  pcosff  4-  7  siny, 

sin  ô  -T^  =  p  sin  f  +  7  cos  ^ , 

d-i 

sin  0  -j-  =  r  sin  ô  —  jy  sin  (]p  cos  0  —  ry  cos  <j>  cos  ô. 


CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ROTATION  D  UN  CORPS  SOLIDE   AUTOUR   d'uN   POINT  FIXE   (sUITe). 
—   MOUVEMENT    d'uN    CORPS    SOLIDE    LIBRE. 

660,  661.  Equations  du  mouvement.  —  Faisant 
coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  principaux  du 
corps  Oxi,  Oj*,,  0^1,  pris  dans  la  position  qu'ils  oc- 
cupent au  bout  du  temps  /,  on  a 

A  J+(C-B)7r==L., 

formules  d'Euler  :  Li,  Mj,  Nj,  moments  des  forces  mo- 
trices par  rapport  aux  axes  principaux  du  corps  à  Te- 
poque  t. 

662  à  664,  Cas  ou  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices. 

A/>«-hB7»H-  Cr'=r  /j. 
II.  29 
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Celte  équalioli  exprime  que  la  force  vive  est  constanle. 


dbCVÂB^ 


dtzz: 


V[G^—  BAh-(B— CyCrJ^A^  — G'-I-(C  — A)  C/*] 

ABCoi^w 


V(B-kC:)  A  —  G^— BC«'  /.  A-hC)  A  — G»— AC»»  VC^H-BJ  A— G'-AB*' 

665.  Plah   iHVARiABLE.  —  Le  couple    résultant  des 
quantités  de  mouvement  a  un  moment  constant. 

666,  667.  La  perpendiculaire  au  plan  du  couple  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement  est  fixe  dans  Tespace: 

«  cos  (10,  G)  =  -^ ^ =  -, 

quantité  constante  qui  représente  la  composante  de  la  vi- 
tesse angulaire  autour  de  Taxe  fixe  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement. 

668.  Le  plan  du  couple  résultant  G  étant  pris  poor 
plan  des  xy^  on  aura 

sjn  6  sm  f  = -—i     sin  9  cos  <p  = r~»     cos  9  =  —• 

669.  La  vitesse  angulaire  est  proportionnelle  au  demi- 
diamètre  qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  de  rotatioD. 

670.  MouvEMEiîT  DE  l'ellipsoïde  CENTRAL.  —  Le  plan 
tangent  à  rdlipsoïde  central  au  pôle  de  rotation  est  fixe 

.  dans  l'espace.  C'est  un  plan  parallèle  à  celui  des  quantités 
de  mouvement. 

L'ellipsoïde,  dont  le  centre  est  fixe,  roule  sans  glisser 
sur  ce  plan  fixe  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est 
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proportionnelle  au  rayon  qui  va  du  centre  au  pôle  in- 
stantané sur  la  surface  de  Tellipsoïde. 

La  courbe  décrite  sur  la  surface  de  Tellipsoïde  par  le 
pôle  instantané  de  rotation  est  appelée  poloïde. 

671.  Lieu  des  axes   instantanés  dans  le  corps.  — 
On  a 

A(G»  — AA)x'='-hB(G^— B/r)/>-f-C(G'  — CA)2"  =  o, 

cône  du  deuxième  degré  qui  se  réduit  à  un  plan  ou  devient 
imaginaire  quand  G*  est  égal  à  l'un  des  produits  A  A,  BA, 
C  A.  Il  devient  un  cône  droit  à  base  circulaire  quand  deux 
des  coefficients  du  cône  sont  égaux. 

672.  Lieu  des  axes  du  couple  résultant.  —  On  a 

G'— Ah    ,.        G^— BA    ,„       G'— CA   „^ 

Â "^  B ^    "^ C ^    =  ^  • 

équation  du  cône  décrit  dans  le  corps  par  Taxe  fixe  OG. 

673.  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient  pas 

imaginaires,  en  supposant  A  >B  >C,  il  faut  que  l'on 

ait  t 

G'— AA<o,     G'— C/*>o. 

Selon  que  la  quantité  G' —  BA  sera  négative  ou  positive, 
ces  deux  cônes  seront  coupés  suivant  des  ellipses  par 
tout  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  plus  petit  moment 
d'inertie  ou  du  plus  grand.  Pendant  toute  la  durée  du 
mouvement,  Taxe  instantané  ne  s'écartera  de  l'un  de 
ces  deux  axes  principaux  que  de  quantités  limitées^  et  le 
même  axe  principal  ne  s'écartera  que  de  quantités  limi- 
tées de  l'axe  fixe  OG  du  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment. Si  Ton  a  A  =  B  =  C,  le  mouvement  de  rotation 
est  uniforme  autour  de  l'axe  OG  fixe. 

674.  Les  axes  principaux  relatifs  au  point  O  sont  les 

seuls  qui  puissent  rester  immobiles  avec  un  mouvement 

de  rotation  uniforme. 

29 
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675  à  678.  Mouvement  d'ln  corps  solide  entière- 
ment LIBRE.  —  Le  mouvement  d'un  corps  solide  libre, 
sollicité  par  des  forces  données,  sera  connu  quand  ou 
pourra  déterminer  le  mouvement  absolu  d'un  de  ses 
points  et  le  mouvement  relatif  de  tout  autre  point  du 
corps  autour  de  celui-là.  On  pourra  choisir  à  volonté  le 
point  dont  on  considère  le  mouvement  de  translatlou. 
Mais,  dans  l'application,  il  est  avantageux  de  prendre  Je 
centre  de  gravité. 

Sous  V action  des  forces  motrices  le  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité  est  le  même  que  si 
ce  point  était  fixe. 

679.  Mouvement  d'un  ellipsoïde.  —  Supposons  que 
ce  corps  reçoive  une  impulsion  dirigée  dans  le  plan  d'une 
de  ses  sections  principales  AGB.  Le  centre  de  gravité  se 
ment  comme  un  point  pesant  dans  le  vide  et  décrit  dans 
l'espace  une  parabole. 

La  vitesse  initiale  v^  du  centre  de  gravité  a  une  direc- 
tion parallèle  à  celle  de  la  percussion;  en  appelant  jxi'  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  la  percussion  et  M  la 
masse ^e  Tellipsoïde,  on  a 

M 

680.  La  percussion  agissant  dans  le  plan  AGB  per- 
pendiculaire à  l'axe  GC  qui  est  un  des  trois  axes  d'iner- 
tie principaux  relatifs  au  point  G,  le  corps  devra  tourner 
indéfiniment  autour  de  l'axe  GC  comme  s'il  était  fixe 
et  son  mouvement  sera  uniforme.  Si  Ton  appelle  &>  la 
vitesse  de  rotation  autour  de  GC  et^  la  distance  de  la 
percussion  à  cet  axe,  on  aura 


&> 


—     ^f**/     _    V»'. 


M(û»-h^2j        a^-^b' 


ET    DES    FORMULES    PRIJNCIPALES. 


453 
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MOUVEMENT   D  UNE    CORDE   VIBRANTE. 

681.  Equations  du  mouvement.  —  Soit  une  corde 
homogène  parfaitement  flexible,  élastique  et  un  peu  ex- 
tensible, d'une  épaisseur  constante  et  très-petite,  ten- 

Fîg-  ï?^-  due  suivant  sa  lon- 

gueur par  une  force 
équivalente  à  un 
poids  donné  u  et 
attachée  par  ses  ex- 
trémités aux  points 
fixes  A  et  B.  On 
néglige  son  poids  par  rapport  à  cr,  et  par  conséquent 
elle  forme  une  ligne  droite  ANB  dans  son  état  d'équi- 
libre. Supposons  qu'on  l'écarté  un  peu  de  la  position 
d'équilibre  ANB  et  qu'en  même  temps  on  imprime  à  tous 
ses  points  de  petites  vitesses.  Alors  elle  vibrera  autour 
de  la  droite  AB,  et  il  s'agit  de  déterminer  la  position  et 
là  vitesse  de  chacun  de  ses  points  à  un  instant  quel- 
conque. 

Soit  e  le  produit  de  la  section  normale  de  la  corde  par 
sa  densité  au  point  M,  dans  la  position  AMB,  p  le  poids 
de  la  corde,  /  sa  longueur  primitive  AB,  T  la  tension  au 
point  M-,  si  Ton  néglige  les  forces  motrices,  on  a 


..[t 


rr  ^(^  -i"") 


]= 


gl  dr     ' 


rflT± 
as 


p  d^z 


cix. 


682  à  685.  Cas  des  petites  vibrations,    r/  étant  un 
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coefficient  constant  pour  la  même  corde,  on  a 

du 

et,  en  posant  ^-i  =  a',   - —  =  a', 

P  P 

d'u  _    ^  d^u 

'dt'  ^^    dx^' 
d^z  d^z 


=  a* 


dt^  dx" 


Les  mouvements  des  points  de  la  corde  parallèlement  aux 
axes  seront  indépendants  et  coexisteront  sans  s'influencer 
mutuellement. 


686  à  688.  Vibrations  transversales.  —  L^équati 

d'r         ,  d'y 


on 


=  «' 


dt'  dx^ 

a  pour  intégrale  générale 

^  =  <p  (or  -h  «r)  +  ^K^  — -  at)j 
Soit  pour  f  =  o, 

/(x)-f(;r)=^. 
Posant,  pour  abréger, 

^    C/,(x)dx=¥{x), 


ou  a 


T  (^)  =  r  [/(^)  +  F  (^)  +  c]. 


't  (^)  =  '  [/(^)  -  F  (^)  -  Cl. 
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La  foDCtion  c[>  (Ç)  est  périodique  et  a  pour  période  s  /. 
Comme  on  connaît  cette  fonction  pour  toutes  les  va- 
leurs de  la  variable  comprises  entre  zéro  et  a/,  elle  sera 
connue  pour  toutes  les  valeurs  de  Ç  positives  ou  uéga- 
lives. 

689,  690.  L'autre  fonction  c|/  est  périodique,  comme 
la  première,  et  sa  période  est  aussi  2/. 

La  corde  fait  une  suite  de  vibrations  toutes  égales  et 

isochrones  dont  la  durée  est  — • 

a 

691 .  La  résistance  de  Tair  et  la  communication  d^unc 
partie  du  mouvement  de  la  corde  à  ses  deux  points  ex- 
trêmes A  et  B  diminuent  graduellement  Tamplitude  des 
vibrations  et  finissent  par  les  anéantir,  sans  toutefois 
altérer  sensiblement  leur  isochronismo. 

692.  Si  Ton  désigne  par  T  la  durée  d^me  vibration 
de  la  corde  et  par  n  le  nombre  des  vibrations  dans  Tunité 
de  temps,  on  a 


a  2\    pi 


Pour  une  même  corde,  le  nombre  n  est  proportionnel 
à  la  racine  carrée  de  la  tension  xs  ;  pour  des  cordes  d'une 
même  matière  et  d'une  même  épaisseur,  les  nombres  de 
vibrations  sont  en  raison  inverse  des  longueurs.  Enfin 
pour  des  cordes  de  même  longueur  et  également  ten- 
dues, n  est  en  raison  inverse  des  racines  carrées  de  leurs 
poids.  L'expérience  a  confirmé  ces  lois. 

693.  NoEDDS  DE  VIBRATION.  —  Il  y  a  des  cas  où  la 
corde,  en  raison  de  son  état  initial,  se  partage,  pour 
ainsi  dire,  spontanément  en  un  certain  nombre  de  piiib 
ties  égales  vibrant  a  l'unisson  et  dont  les  points  de  sépa- 
ration, appelés  nœuds,  restent  immobiles  pendant  la 
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it.  Alors  le  son  s'élève  propordon- 
de  CCS  parties. 
ïjà  corde  xvaBC*  sa»  vitesse  initiale,  la  forme  de  la 


coorfae  V  =  C  sut  — —y  s  on  Tabandonne  à  elle-même, 
elle  cficctnera  une   soite  indéfinie   de  vibrations  iso- 


€84.  Le  nombre  de  vibrations  efifectnées  dans  Tunité  de 
tcflips  sera  ai  —r  c*est-*-dire  m  fois  celui  qui  corres- 
pond an  son  le  pins  ^rave  de  la  corde,  déterminé  par  la 


695.  Dans  ce  cas  la  corde  se  partage  spontanément  en 
m  parties  <%alcs  q|ni  vibrent  ccmime  si  elles  étaient  sé- 
parées, de  sorte  ffoll  t  aura  m  —  i  nœuds  de  vibrations. 

696,  697.  ViBEATioss  LOScrrroiB ai.es.  —  Si  l'on  dé- 
signe par  n^  le  nombre  des  vibrations  longitudinales  ef- 
fectuées dans  Fnni  té  de  tcmps^^ona 


:t\  pi        n  \   q 


De  deux  sons  les  plus  graves  rendus  par  une  même 
corde,  cdui  qui  correspond  aux  vibrations  longitudinales 
est  de  beaucoup  le  plus  aigu. 


CLNQL  ANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

ÉQCILIBKE    D^rXE   MASSE   FLITDE. 

tî98.  Nonons  paÉLiluxiiBEs.  —  Lliydroslatique  a  pour 
objet  les  lois  de  Téquilibre  des  iluides.  Un  iluide  doit 
être  considéré  comme  un  assemblage,  en  apparence  con- 
tinu, de  molécules  matérielles  qui  cèdent  au  moindre 
effort  tendant  à  les  séparer  les  unes  des  autres. 
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L^hypothèse  d'une  mobilité  parfaite  pourrait  conduire 
à  des  résultats  peu  conformes  à  Texpérience  dans  le  cas 
d'un  fluide  en  mouvement  :  mais  si  l'on  excepte  quelques 
liquides  où  la  viscosité  est  considérable,  les  lois  de  l'équi- 
libre auxquelles  nous  parviendrons  en  supposant  les  mo- 
lécules parfaitement  mobiles  et  sans  aucune  cohésion, 
s'appliqueront  sans  erreur  sensible  aux  fluides  naturels. 

699.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides 
et  les  gaz  ou  fluides  aéri formes. 

700.  Pression  d'un  liquide  sur  une  paroi.  —  La 
pression  au  point  M  est  la  limite  du  rapport  de  la  pres- 
sion exercée  sur  l'élément  w  (jui  comprend  le  point  M  à 
l'aire  «,  quand  cette  aire  o)  tend  vers  zéro  en  comprenant 
toujours  le  point  M. 

701.  Egalité  de  pression  en  tous  sens.  —  On  admet 
comme  un  résultat  de  l'expérience  ou  comme  une  consé- 
quence de  la  distribution  uniforme  des  molécules  des 
fluides,  que  la  direction  de  la  pression  est  toujours  per- 
pendiculaire à  l'élément  de  surface  o)  sur  lequel  elle 
s'exerce. 

Si,  en  un  point  quelconque  de  l'intérieur,  on  suppose 
une  paroi  plane  solide,  il  y  aura  suV  chaque  élément  de 
cette  surface  une  pression  toujours  perpendiculaire  à  son 
plan.  Il  y  a  égalité  de  pression  en  tous  sens  pour  un 
même  point,  c'est-à-dire  que  si  Ton  considère  une  surface 
infiniment  petite  co  passant  par  un  point  M  pris  à  volonté 
dans  le  fluide,  la  pression  exercée  par  le  fluide  sur  chaque 
face  de  l'élément  co  sera  toujours  la  même,  quelle  que 
soit  la  position  que  l'on  donne  à  l'élément  &),  en  le  fai- 
sant tourner  autour  du  point  M. 

702.  Equilibre  d'un  fluide  incompressible.  —  Sup- 
posons un  liquide  fhcompressible  contenu  dans  un  vase 
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polyédrique    ABCDE.    Plusieurs    parois    sont    percées 

d'ouvertures  û,  al^  ^'^•••î 
sur  lesquelles  sont  ajoutés 
de  petits  cylindres  ayant 
leurs  arêtes  perpendicu- 
laires à  ces  parois.  Si  Foa 
imagine  des  pistons  qui  peu- 
vent se  mouvoir  dans  Fin- 
térieur  de  ces  cylindres,  les  forces  P,  P',  P'^,  .^. .  néces- 
saires pour  les  maintenir,  quand  il  y  a  équilibre,  sont 
égales  aux  pressions  exercées  par  le  liquide  contre  leurs 
bases. 

Concevons  que  Ton  fasse  mouvoir  simultanément  tous 
les  pistons;  soient  /i,  A',  A'',. . ,,  les  espaces  qu'ils  par- 
courent, ces  espaces  étant  regardés  comme  positifs  ou 
négatifs,  selon  que  les  pistons  entrent  dans  le  vase  ou  en 
sortent.  On  a 

PA^P'A'4.p"A'/^....=:o, 

ce  qui  eàt  l'équation  des  vitesses  virtuelles  dans  cet  exem- 
ple particulier. 

703.  Equilibre  d'une  masse  fluide  quelconque.  — 

Soient  p  la  densité  du  fluide  au  point  /tî  et  P  la  force  mo- 

Fis-  »8o.  tri  ce  rapportée  à  l'unité  de 

p  masse,  qui  sollicite  la  mo- 
lécule m  de  ce  parallélipi- 
pède  infiniment  petit;  X, 
Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  P;  ^  la  pression  rap* 
portée  à  l'unité  de  surface  qui  s'exerce  au  point  m  et 
qui  est  la  même  tout  autour  de  ce  point.  On  a 


''/'_ 


dp 


dp 


<//;  =  p  (Xrfa:  -t-  Yrfy  -I»  Zrfz), 
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et 

d{pX)^d((^Y)^    ^(.pX)^//(pZ)^'^(pY)^rf(pZ)^ 
dj-  dx  dz  dx  dz  dy 

>»=/(^,/,  2)  +  C. 

C  est  une  constante  qui  sera  déterminée  quand  on  con- 
naîtra la  pression  ^0  en  un  point  particulier  (xo,  /oi  ^o)« 

704.  S'il  n'y  a  pas  de  force  qui  sollicite  les  molécules 
intérieures,  la  pression  sera  constante  dans  toute  la  niasse 
du  fluide,  de  sorte  qu'une  pression  extérieure  exercée  sur 
une  partie  du  fluide  adjacente  à  une  paroi  du  vase  doit  se 
transmettre  avec  la  même  intensité  sur  des  éléments  de 
surface  équivalents  dans  toute  la  masse  et  sur  toutes  les 
parois. 

705.  On  appelle  surface  de  niv^eau  une  surface  dont  tous 
les  points  éprouvent  la  même  pression.  Elles  sont  toutes 
comprises  dans  Téquation 

Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide  comprise 
entre  deux  surfaces  de  niveau.  Deux  surfaces  de  niveau 
ne  peuvent  pas  se  couper. 

706.  La  force  motrice  est  normale  à  la  surface  de  niveau 
en  chacun  de  ses  points. 

707.  Si  la  pression  est  nulle  ou  constante  en  tous  les 
points  de  la  surface  libre  d'un  fluide,  celle-ci  est  une  sur- 
face de  niveau. 

708.  Si  X.dx  +  Y dy  -\-7jdz  esX.  là  ditférentielle  exacte 
d'une  fonction  (f  (a:, y,  2),  en  tous  les  points  d'une  sur- 
face de  niveau  la  densité  est  constante. 

709.  Dans  les  fluides  élastiques,  si  la  température  est 
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consume  dans  toute  l'étendue  de  la  masse,  on  a 

?  9 

Si  la  température  n*est  pas  la  même  dans  toute  la  masse, 
on  aura 

Dans  l'atmosphère  qui  enveloppe  la  terre,  il  ne  peut  y 
avoir  équilibre,  si  la  température  n'est  pas  la  même  à 
la  même  distance  du  centre,  et  les  surfaces  de  niveau 
doivent  être  des  sphères  ayant  leur  centre  au  centre  de 
la  terre. 


CINQUANTE- QUATRIÈME  LEÇON. 

équilibre  des  fluides  et  des  corps  plonges  dans  les  fluides. 

710.  Figure  permanente  d'un  fluide  tournant  au- 
tour d'un  axe.  —  Un  fluide  pesant,  contenu  dans  un 
vase  de  forme  quelconque,  tourne  d'un  mouvement  uni- 
forme autour  d'un  axe  vertical  Oz,  Soient  co  la  vitesse 
angulaire  et  p  la  pression,  en  donnant  à  p  des  valeurs 
constantes,  on  aura  diflérentes  surfaces  de  niveau.  Leur 
équation 

représente  un  paraboloïde  de  révolution. 

71 1 .  On  déterminera  la  constante  C  en  exprimant  que 
le  volume  du  liquide  est  donné.  Supposons  que  le  liquide 
soit  contenu  dans  un  vase  cylindrique  ayant  pour  base 
sur  le  plan  xOy  le  cercle  dont  le  rayon  est  ^,  que  b  soit 
la  hauteur  de  la  parliedu  cylindre  occupée  par  le  liquide 
avant  le  mouvement,  et  que  la  surface  libre  supporte  la 
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pression  atmosphérique  ronslante  leprésenlée  par  zs.  On 
au  a 


C=^H 


712.  Pression  d'ujn  liquide  sur  le  fond  du  vase 
QUI  le  renferme.  —  Si  i  est  Taire  de  la  base  supposée 
horizontale  et  h  la  hauteur  du  liquide,  la  pression  to- 
tale P  que  supporte  cette  base  est 

V  =  gpbh. 

713.  Supposons  qu'on  ait  deux  liquides  contenus  dans 
le  même  vase  et  qu'ils  ne  se  mélangent  pas. 

Leur  surface  de  séparation  sera  nécessairement  un  plan 
horizontal.  Soient  b  la  base,  h  la  hauteur  et  p  la  den- 
sité de  la  première  couche  reposant  sur  le  fond  du  vase  ; 
b\  h\  p'  les  quantités  analogues  relatives  à  la  seconde 
couche.  La  pression  exercée  sur  le  fond  du  vase  sera 
g[p^h'  -\-  ph)b^  c'est-à-dire  égale  au  poids  d'une  colonne 
cylindrique,  dont  la  base  serait  ft,  qui  contiendrait  une 
hauteur  h  du  liquide  inférieur  et  une  hauteur  h'  du 
liquide  supérieur. 

Théorème  analogue  pour  un  nombre  quelconque  de 
liquides  contenus  dans  un  même  vase  et  pour  un  liquide 
dont  la  densité  varierait  d'une  manière  continue  avec  la 
hauteur. 

714?,  Vases  communiquants.  -^  Les  hauteurs  aux- 
quelles deux  liquides  s'élèvent  dans  deux  vases  com- 
muniquants sont  en  raison  inverse  de  leurs  densités. 

Si  l'on  ajoutait  un  nombre  quelconque  de  liquides 
dans  les  deux  vases,  il  faudrait  que  la  somme  des  pro- 
duits de  leurs  densités  par  les  hauteurs  de  leurs  tranches 
fût  la  même  de  part  et  d'autre. 

715.  Pression  d'un  liquide  sur  une  paroi  plane. 
—  La  pression  totale  est  égale  au  poids  d'un  cylindre  de 
liquide  qui  aurait  une  base  égale  a  la  surface  de  la  paroi 
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el  une  hauteur  égale  à  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  cette  paroi  au  niveau  supérieur  du  liquide. 

Le  point  d'application  de  la  résultante  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  AB  est  appelé  centre  de  pression* 

716  à  718.  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la 
Fin.  i83.  forme    d'un    trapèze    dont   les 

côtés  parallèles  ÂB,  CD  soient 
horizontaux.  Le  centre  de  pres- 
sion est  sur  la  droite  GH  qui 
joint  les  milieux  de  ces  deux  cô- 
tés. En  nommant  Ui  la  dislance 
du  centre  de  pression  I  à  AB,  h 
la  hauteur  du  trapèze,  a  Fangle  que  le  plan  du  trapèze  fait 
avec  un  plan  horizontal,  c  la  distance  de  AB  à  la  surface 
du  liquide,  en  posant  AB=a,  CD  =  A,  EF  =  t',  lVIN=tf, 
on  a 

ihcia  -\-  2^)  -h  h^  (a  -\- Z ah) %m  a, 

ma         ^m^  ^  ■■  i         -  . 

'         6c(fl -h  ^) -f- 2A(ûf -h  26)  sina 

Quand  le  trapèze  est  horizontal,  Iç  centre  de  pression 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité. 

719  à  723.  Principe  n'A RCHiMÈDE. —  Quand  un  corps 
pesant  est  plonge  dans  un  liquide^  les  pressions  exercées 
sur  sa  surface  ont  une  résultante  unique,  égale  au  poids 
du  liquide  déplacé  et  appliquée  au  centre  de  gravité 
de  cette  patrie  dujluide,  supposée  solidifiée. 

Le   principe  d'Archimède    subsiste    quand  le    corps 
]    n'est  plongé  qu'en  partie  dans  le  fluide  ou  quand  la  den- 
sité p  n'est  pas  la  même  à  toutes  les  profondeurs. 

724.  Quand  on  pèse  un  corps  dans  un  fluide,  si  P  est 
le  poids  du  corps  et  P  celui  d'un  égal  volume  de  liquide, 
D  et  p  les  densités  correspondantes,  on  a 

DP' 
D-p 


ET    nrS    FORMULES    PRINCIPALES.  4^3 

725.  Le  principe  d^Archimède  subsiste  dans  le  cas  où 
Ton  considère  un  iluide  contenu  dans  un  vase.  Si  l*on  fait 
une  ouverture  à  Tune  des  parois  latérales,  le  vase  sera  mis 
en  mouvement  en  sens  contraire  de  Técoulement  du  li- 
quide. C'est  là  le  principe  des  difFérentcs  machines  dites  à 
réaction. 


CINQUANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

CORPS    FLOTTANTS.  —  MESURE  DES  HAUTEURS  PAR  LE  BAROMÈTRE. 

726.  Equilibre  des  corps  flottants.  —  Une  section 
Fig.  i86.  ABC  perpendiculaire  aux  arêtes 

étant  faite  dans  le  prisme,  DE 
étant  le  niveau  du  liquide, 
soient 

CDE_ 
ABC  ""  '*' 

r  étant  le  rapport  de  la  densité 
du  prisme  à  celle  du  liquide, 

CA  =  fl,  CB=-^»,  AB  =  c,  CK  =  //,CD  =  x,    CEt=^, 


on  a 


x/  =  rab. 


Si  Ton  nomme  a  et  6  les  angles  ACK  et  BCK,  on  a 

x*  —  7,hx  cos  a  =  /*  —  7.hy  cos  6 , 
a:*  —  2/«cosa.x*-|-  ^rhab  cosS.j?  —  r*/i*ô*  =  o. 

Il  y  a  au  plus  trois  positions  d'équilibre  pour  lesquelles 
le  sommet  seul  est  plongé  dans  le  liquide. 

727.  Le  problème  précédent  revient  à  mener  par  un 
point  donné  K  une  normale  h  une  hyperbole  ayant  pour 
asymptotes  CA  et  CB. 
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728.  Quand  le  triangle  ABC  est  isocèle,  on  a 
valeur  admissible  à  cause  de  r<^  i.  Autre  solution  : 


X 


"  .       ■  ■  ■■  ■  ■  »      ■  I  I  ■    ■ ■—  ■■■1    ■   ^.  ■   ■  —  n     Mj^MP  ■  -   7 

4a 


_  4û»  — c'_  ij (^a' —  C'Y  —  i6 ra' 

4« 


admissible  si  Ton  a 


729.  Le  cas  où  deux  sommets  A  et  B  du  triangle  sont 
immergés,  se  ramène  au  cas  où  un  seul  plonge  dans  le 
liquide. 

730.  Stabilité  d'un  corps  flottant.  —  Un  corps 
solide  étant  plongé  dans  un  liquide,  soit  G  le  centre  de 

Fig.  187.  gravité  de  ce  corps  et  H  celui 

de  la  parlie  immergée.  Suppo- 
sons que  Ton  écarte  un  peu  le 
corps  de  sa  position  d'équilibre 
et  que  tous  ses  points  reçoivent 
de  peti  les  vi  tesses .  Soi  t  A'  B'  C  D' 
la  section  faite  dans  le  corps  par 
le  nouveau  plan  de  flottaison; 

le  premier  étant  venu  en  ABCD. 

Par  le  centre  de  gravité  I  de  la  section  ABCD  menons 
un  plan  AB"CD'',  parallèle  au  plan  horizontal  A'B'C'D' 
et  qui  coupe  ABCD  suivant  la  droite  AIC.  Posons  6  = 
Fangle  des  deux  plans  ABCD,  AB"CD'^  Ç  =  la  dis- 
tance du  point  I  au  plan  A'B'C'D',  p  =  la  densité  du 
fluide,  M  =  la  vitesse  de  la  molécule  dm,  V  =  le  volunae 
de  la  partie  immergée,  quand  le  copps  est  en  équilibre; 
GH  =  a  ,  £  =  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  au 
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moins.    Ou  a 

La  constante  c  peut  être  supposée   aussi   petite   qu'on 
voudra. 

731 .  Si  le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  au-dessous 
de  celui  du  fluide  déplacé  H,  l'équilibre  est  toujours 
stable. 

732.  Quand  le  point  G  est  au-dessous  du  point  H,  si  [l 
ou  le  moment  d'inertie  de  l'aire  ABCD  par  rapport  à  la 
droite  AIC  reste  plus  grand  que  Va  à  toute  époque.  Té- 
quilibre  sera  stable.  Il  faut  et  il  suffit  que  Va  soit  moin- 
dre que  le  plus  petit  moment  d'inertie  de  la  section 
ABCD,  par  rapport  à  toutes  les  droites  qu'on  peut  y  me- 
ner par  le  point  I.  Si  fx  devenait  moindre  que  Va,  ou 
ne  peut  rien  affirmer  relativement  à  la  stabilité  de  l'é- 
quilibre. 

733.  Du  MÉTACENTBE.  —  Soit  S  uu  corps  soHde 
flottant.    Lorsqu'il    est    en    équilibre,    son   centre     de 

Fig.  i88.  gravité   G    et   celui  H   du  vo- 

lume de  liquide  déplacé  sont 
sur  une  même  perpendiculaire 
au  plan  de  flottaison  ABCD. 
Supposons  que  ce  corps  soit  sy- 
métrique par  rapport  à  un  plan 
vertical  BLD,  lequel  contient 
alors  la  droite  KGH.  Imaginons 
qu'on  dérange  un  peu  ce  solide  de  sa  position  d'équi- 
libre, tout  en  maintenant  vertical  le  plan  BDG.  Ce  plan 
contiendra  toujours  le  centre  de  gravité  de  la  masse 
fluide  déplacée.  Le  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé 
A'B'C'D'L  est  un  certain  point  H'.  Le  point  M  où  la 
verticale  H'M  rencontre  la  droite  KGH  est  ce  qu'on  ap- 
pelle le  mètaccntre, 

II.  3o 
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Si  le  métacentre  reste  toujours  au-dessus  du  point  G^ 
sur  la  droite  HGK,  l'équilibre  est  stable. 

Si,  au  contraire,  le  métacentre  est  constamment  au-» 
dessous  du  centre  de  gravité,  l'équilibre  du  corps  sera 
instable. 

Enfin,  si  le  métacentre  peut  être,  tantôt  au-dessus, 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  la  considération 
seule  du  métacentre  ne  fait  plus  rien  connaître  relative- 
ment à  la  stabilité  de  Féquilibredu  corps  flottant. 

734.  De  la  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre* 
—  Soient  zs  la  force  élastique  de  Vair  et  D  sa  densité  à  la 
température  zéro;  p  la  pression,  p  la  densité  de  Tair  à  la 
température  0  ;  en  désignant  par  a  le  coefficient  de  dila- 
tation o,oo366  pour  chaque  degré  d'accroissement  de  la 

température,  et  faisant  ^  =  A,  on  aura 

p  =  Xp(i-+-  a9;. 

La  densité  de  Tair  mélangé  de  vapeur,  quand  la  tem- 
pérature s^élève,  la  pression  u  restant  la  même,  doit 
diminuer  un  peu  plus  que  ne  l'indiquerait  la  formule 
précédente.  Pour  avoir  t'gard  à  cette  circonstance,  on 
augmente  le  coefficient  a,  et  Ton  prend  a  =  o,oo4- 

735.  En  désignant  par  z  la  hauteur  d'un  point  quel- 
conque de  l'atmosphère  au-dessus  de  la  surface  terrestre, 
M  =  0,434^46  :  on  a 

log  -  = 


p        /il  -h  aô)  z 

IH 

r 

7ÎÎ6.  Soit  h  la  hauteur  de  la  colonœ  barométrique 
pour  la  station  dont  la  hauteur  verticale  est  z,  et  soit  T 
la  température  du  mercui^,  qui  peut  être  ditiférente  de 
celle  de  Tair  ambiant.  Soient  h^  et  T»  la  hauteur  et  la 
température  du  mercure  à   la  station   inférieure,  r  if 
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rayon  terrestre,  on  a 


-=     i-h-     .-, 


en  posant,  pour  abréger, 

To—T 


H  =  //     1 4- 


555o 


) 


H  est  dite  la  hauteur  corrigée;  c'est  celle  qu'aurait  la 
colonne  barométrique  si  la  température  du  mercure  à  la 
station  supérieure  était  la  même  qu'à  la  sUtion  infé- 
lieure. 

• 

737^  738.  $i  Von  désig^e  par  X  J.a  lajtitude  delà  sta- 
tioQ^  et  par  G  la  pesanteur  à  Paris^  donjt  la  lajtitude 
est  de  48^5o'44'S  on  a  G  =  9,808^  jejt 

^_    0(14-0,0049)     /  ^\ 
I — o,oo2588cos2X  \       r) 


X 


[^' !+=""«  (•+;)] 


en  posant 


«  =  r^  [l  —  O  ,002588  cos  2  (48"  5</ 14'^)]. 


On  calcule  le  nombre  a  par  Téquation  même  où  Ton 
substitue  à  la  place  de  z  une  ou  plusieurs  hauteurs  me- 
surées  par  les  procédés  trigonométriques.  On  a  trouvé 
ainsi 

a=i8336. 

Lorsque  z  n'est  pas  très-grande,  on  néglige  entièrement 
dans  la  formule^  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nom- 
bre â.  M.  Ramond  a  conclu  d  un  grand  nombre  d'obser- 
vations/aites  dans  le  midi  de  la  France,  a  =  iSSgS,  et  il 

3o. 


z 

r 
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a  adopté  [>our  les  latitudes  peu  didereDles  de  4^^  l<^  for- 
mule très-simple 

z=  18393(1  -h  0,004  GJ  ï^g  s* 

D 


CINQUANTE-SIXIEME  LEÇON. 

MOrvEMF^T    DES    FLL'IDES. 
739.     t^QUÂTlOliS    GÉHt&Al^ES     DU     MOUYEMEJIT.    LeS 

équations  d'équilibre  des  fluides  sont  fondées  sur  la  pro- 
priété qu'ils  ont  de  transmettre  paiement  en  tous  sens 
les  pressions  appliquées  à  leur  surface,  et  sur  celle 
d^exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour  d^nn 
point  quelconque  de  leur  masse,  en  yertu  des  actions 
moléculaires,  une  pression  égale  en  tous  sens  et  normale 
à  Télément  de  surface  qui  le  supporte.  Cette  dernière 
propriété  n^a  pas  toujours  lieu  quand  le  fluide  est  en 
mouvement;  mais  on  peut  Fadmettre  quand  le  mouve- 
ment n^est  pas  très-rapide. 

Soient  X,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  ut;  fi  la 
masse  de  la  molécule  fluide  qui  se  trouve  au  point  m 
après  le  temps  t\  X,  T,  Z  les  composantes,  rapportées  à 
Tunité  de  masse,  de  la  force  qui  agit  sur  la  molécule  u; 
If,  Vy  w  les  composantes  de  la  vitesse  du  point,  p  sa  pres- 
sion et  p  sa  densité. 

740.  Equations  formées  par  le  principe  de  d'Alembert  : 
i  dp  du  du  dm  dm 

::^  X ; U  — r a»  y 

ù  djc  dt  €Lt  dx  dz 

•  •  • 

I  dp  de  rie  dt'  df 

p  tir  dt  tut  dy  dz 

I  dp  div  4Ù»*  dw  dMA' 

r-  =  Z   — A r  —  —  »%• 

*îz  dt  dx  df  dz     . 
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741.   Écjuation  de  continuité  : 

dp        ri, pu        d.pv         d.pw 

-^  — 1 ; —  —  O. 


dt  dx  djr  dz 

lii%  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  Téquation 
précédente  devient 

du         dt'         dw 
dx        dy        dz 

743.  Si  le  iluide  est  incompressible,  mais  non  homogène, 
Téquation  de  continuité  revient  aux  deux  suivantes  : 

dû  dp  dp  dp 

dt  djn  dy  dz 

du        dv        dw 
dx        dy        dz 

744.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique  et  compressible , 
on  aura  encore  la  relation  p  =  kp^  le  coeflGcient  A'  ne 
dépendant  que  de  la  température  de  la  masse  gazeuse. 

745.  On  suppose  que  les  molécules  en  contact  avec 
une  paroi  fixe  ou  mobile  y  restent  indéfiniment  et  que 
les  molécules  qui  appartiennent  à  la  surface  libre  ne 
cessent  jamais  d'en  faire  partie.  Soity(f,  x^  y,  z)  =  o 
Féquation  d'une  surface  sur  laquelle  un  point  du  fluide 
doit  toujours  demeurer.  On  a 

d/         df         df         df 

dt  dx  dr  dz 

Si  la  paroi  est  fixe, 

'//  ^if        df 

dx  dy  dz 

La  vitesse  du  point  est  à  chaque  instant  dirigée  suivant 
une  tangente  à  la  surface. 

La  surface  libre  du  liquide  étant  soumise  à  une  près- 
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sioD  17  qui  est  la  même  pour  tous  les  points,  mais  qui 
peut  varier  avec  le  temps,  on  aura 

dp  dp  dp  dp        dm 

dt  do-.  dy  dz         dt 

746.  Si  l'on  veut  obtenir  le  mouvement  d'one  molé- 
cule particulière,  ses  coordonnées  x^y^  z  cesseront  d^ètre 
des  variables  indépendantes.  Pour  les  connaître,  il  faudra 
int^rer  les  équations  simultanées 

dx  dr  dz 

_=«,   _=.,    -=««, 

747.  Lorsque  n^  v^  w  sont  telles,  que  Ton  ait 

udx  -h  pdjr  -H  wdz  =  d^j 
lidx-i-Ydx'hZdz  =  dV, 


on  a 


Les  différentielles  sont  prises  par  rapport  à  x,  j^,  z  sans 
faire  varier  t» 

Si  le  fluide  est  homogène,  on  a 

Il  faut  y  joindre  l'équation 

dt  dx  dy  dz 

qui  devient,  pour  un  fluide  incompressible, 

— ^H '-\ ^  =  o. 

dx"*         dy"^         dz^ 


% 
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748.    MOUYEMEKT    d'uN    FLUIDE    DANS    IJKE   HYPOTHÈSE 

PARTiGVLiÈBE.  —  Quand  un  liquide  homogène  est  ren- 
fermé dans  un  vase  et  s^écoule  par  un  orifice  horis&ontal 
pratiqué  au  fond  du  vase,  les  tranches  horizontales  infi- 
niment minces  se  remplacent  successivement  en  demeu- 
rant parallèles  à  elles-mêmes. 

Prenons  Taxe  des  x  vertical  et  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur. Soient  &)  la  section  de  la  tranche  à  la  hauteur  .r,  A 
l'aire  de  l'orifice,  U  la  vitesse  des  molécules  à  cet  orifice, 
P  la  pression  constante  exercée  sur  la  surface  supérieure 
du  liquide,  P'  la  pression  à  Torifice,  h  la  distance  du  ni-> 
veau  au  plan  des  xy^  l  la  distance  du  niveau  à  Torifice, 
O  la  section  du  vase  à  la  hauteur  du  niveau.  On  aura 


X 


*-+-'//x 


il  vient 


749.  Niveau  coT^sTA^T.  —  En  posant 


on  a 


A  a.  i 


a 


750,   Après  un  certain  temps,  d'autant  plu»  court  que 
Il  est  plus  petit,  U  sera  sensiblement  constante  et  égale 

à  -  :  uet  p  convergent  vers  des  limites  correspondantes. 

a 

Si  Ton  néglige  le  carré  de  —5  et  si  la  pression  exté- 

rieure  est  la  même  à  Torifice  et  au  niveau  du  liquide,  la 
vitesse  est  constante  et  la  môme  que  celle  qu'acquerrait 


■•■* 


% 
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un  corps  pesant  en  tombant  dans  le  vide  d'une  bauteur 
égale  à  celle  du  liquide  dans  le  vase  :  principe  de  Ter- 
ricelli, 

751.  Quand  la  vitesse  U  est  devenue  constante,  on  a 

752.  Volume  Y  du  liquide  qui  est  sorti  du  vase  au 
bout  du  temps  t  : 


y_V^^f(^'^^)^  2/I1I2 


/l  I  ± ^ 

V  îï*  ~"  O'      "'     0^ 


*  753.  Niveau  variable.  —  En  posant  U*  =  2gz,  on 
aura 


_| —        )  a_| (h-^a  —  ^)  =  G, 


équation  linéaire  qu'on  sait  intégrer.  Lorsque  z  sera 
connu  en  fonction  de  A,  on  connaîtra  U  et  par  suite  t.  La 
quantité  de  liquide  écoulée  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase  compris  entre  le  niveau  initial  et  le 
niveau  variable. 

754.   Si  l'orifice  îl  est  très-petit,  on  a 

ce  qui  donne  pour  U  la  vitesse  limite  que  nous  avons 
trouvée  pour  f  =  00  .  La  vitesse  que  donne  l'expérience 
est  moindre  que  celle  calculée  par  cette  formule,  dans  le 
rapport  de  0,62  à  i . 

755.    MOUVEMEJNT   PKUMAJNENT  D  UN  LIQUIDE.  Eu  UU 

point  quelconque  la  pression  est  toujours  la  même  et  la 
vitesse  de  chaque  molécule  qui  passe  par  ce  point  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction  5  des  molécules  qui 
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à  des  époques  différentes  occupent  une  même  position 
parcourent  la  même  trajectoire  d'une  manière  identique. 
On  a 

u  est  la  vitesse  de  la  molécule  [à  à  Tépoque  t  où  elle  passe 
au  point  m,  et  dp  est  Taccroissement  de  la  pression  quand 
on  pasfc  du  point  m  au  point  où  arrive  cette  molécule 
après  le  temps  dt, 

736.  Pour  un  liquide  pesant  dont  le  niveau  est  entre- 
tenu à  une  hauteur  constante  et  qui  s'écoule  hors  du  vase 
qui  le  contient  par  un  orifice  pratiqué  à  sa  partie  infé- 
rieure, on  a,  en  prenant  Taxe  des  z  vertical  et  dirigé 
dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

^0  et  ^0  étant  la  pression  et  la  vitesse  au  premier  point, 
^  et  i'  au  second. 

757.  Supposons  que  la  surface  supérieure  du  liquide  soit 
plane  et  soumise  en  tou$  ses  points  à  une  pression  égale 
et  constante  Pq.  En  désignant  par  P  la  pression  exté- 
rieure qui  s'exerce  à  l'orifice,  on  aura 

en  posant  P^ —  J?=z  gpk. 

Soit  0)  l'aire  de  l'orifice  et  ft  l'aire  de  la  section  du 
vase  par  le  plan  du  niveau  supérieur  :  on  a 


V  a' 


758.  Si  le  rapport  -  est  très-petit,  et  si  la  pression  est 
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sensiblement  la  même  à  la  partie  supérieure  du  liquide 
et  à  Torifice,  on  a 

en  négligeant  k. 


CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

VIBRATIONS    DES   GAZ   DANS   LES   TUTAUX   CYLINDRIQUES. 

#  

759,  Equation  bu  mouvement.  —  Dans  l'état  natu-* 
rel  d'équilibre  d'un  gaz,  sa  force  élastique  xs  est  égale  à 
gmh^  g  étant  la  pesanteur,  m  la  densité  du  mercure  et  h 
la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  qui  fait  équilibre  à 
]a  pression  de  ce  gaz. 

Nous  supposons  que  les  molécules  du  fluide  en  repos 
qui  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  auis  arêtes 
du  tuyau,  se  déplacent  d'un  mouvement  commun  paral- 
lèlement aux  arêtes. 

Nous  désignerons  par  u  le  déplacement  MN  des  molé- 
Fig.  ,89.  cules  qui  étaient  d'a- 

bord dans  le  plan  M; 
par  ^  la  force  élas- 
tique ou  la  pression 


0 


fc 
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M' 


N' 


du  gaz  enN   rapportée  à  Vunité  de  surface,  par  p  la  den- 
sité du  gaz. 

Le  mouvement  d'une  tranche,  s'il  n'y  a  pas  de  force 
étrangère,  sera  donné  par  Téquation 


IF 


a' 


'ZjF 


en  posant 


760.   cas  du  tuyau   indéfijvi   daks  les  deux  sens.— 
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L'équatîon  du  mouvement  est 

u  :=  (f  (x -{- at)  -h -^  {'X  —  at). 

En  supposant  pour  f  =  o, 
on  aura 

761.  Supposons  que  la  partie  primitivement  ébranlée 
s^étende  dea:  =  oàx=/  seulement.   Cette  portion , 

qu'on  appelle  onde , 

Fig.  190.  ^  .     .     j^ 
est  consntuee  d  une 


D'  C  0  LCD  *  «  •  «Il 

manière  invanaDle 
qui  ne  dépend  que  de  la  fonction  t|/.  Elle  s'éloigne  indéfi- 
niment de  OL  avec  une  vitesse  constante  a  ;  il  ne  faut 
pas  confondre  ce  déplacement  de  Tonde  avec  le  mouve- 

m«1it  d'^é  molécule  ipâ  ne  dure  que  pendant  le  temps  — 

762.  Le  mouvement  se  propage  aussi  vers  les  x  néga- 
tives par  une  onde  C^D'  dont  la  nature  dépend  de  la 
ibnctiôti  <f'  et  qui  se  transporte  à  gauche  du  point  O  avec 
utie  viti^sse  utiiforme  égale  k  a. 

Une  même  motéctrle  est  en  mouvement  pendant  un 

intervalle  de  temps  égal  à   -»   depuis  ^  ^  — — -  jusqu'à 


'< 


l-^x 


763.  Le  mouvement  se  propagerait  par  une  seule  de 
ces  deux  ondes,  si  Tébranlement  initial  était  td,  qu'on 
eût,  dans  la  partie  OL,  cf'  (jr)  =  o  ou  <p'  [x^  =.  o,  ce  qui, 
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